UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA

GRAO EN MATEMATICAS

FACULTADE DE MATEMATICAS

Alxebra Lineal e Multilineal

OSCAR RIVERO SALGADO

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Santiago de Compostela, Decembro 2024






Indice xeral

Mntroduciénl

[Conceptos previos|

|Espazos vectoriais e aplicacions lineais| . . . . . . ... ... ... ... .. ..
|O espazo cociente]. . . . . . ...
Oespazoduall. . . . . . . . ...

[2. Aplicacions multilineais e determinantes|
2.1. Aplicacions multilineais| . . . .. ... ... .. ...
[2.2. O grupo simétrico| . . . . . . ...
[2.3. Aplicacions multilineais antisimeétricas| . . . . . . . ... ...

[2.5. Propiedades dos determinantes| . . . . . . . . ... ... ... ...
[2.6. Rangos de matrices e sistemas de ecuacions| . . . . . . . ... ... ...

[3. Estrutura das aplicacions lineais|
[3.1. Diagonalizacion| . . . . . . . . ... L
[3.2. Polinomio minimo e subespazos invariantes| . . . . .. ... ... . ...

[4.1. O espazo euclidiano| . . . . . . .. . ... o
4.2. Ortogonalidade e proxeccion ortogonal| . . . . . . . .. . ... ... ...

4.4. Endomorfismos ortogonais e unitarios| . . . . . . ... ... ... ...
[4.5. Descomposicion en valores singulares| . . . . . . .. ... ... ... ...

10
12
13
13

21
21
21
24
25
28

35
35
38
41
43
44
46
48



4 INDICE XERAL

[4.7. Formas simplécticas| . . . . . . . ... oL 157
48, Problemas . . . . .. ... 159
(5. Tensores e alxebra tensoriall 199
(b.1. Definicions e nocions basicasl . . . . . . . . . ..o 199
[5.2. Tensores simétricos e antisimetricos|. . . . . . . . . . ... ... ... .. 201
(b3, Produto exterior] . . . . . . . ... L L 204
B4 A dlxebra tensoriall . . . . . . .. 211
[5.5. Produto tensorial de espazos vectoriais| . . . . . . . . .. ... ... ... 213
[5.6. Tensores e integracion| . . . . . . . . . ... Lo o 220
b.7. Tensoresen fisical . . . . . . . . .. ..o 222




Introducion

Este libro estd pensado para un segundo curso de Alxebra Lineal, no que se supén que o
alumnado xa estd familiarizado coas nociéns de espazos vectoriais e aplicacions lineais,
e tamén que ten certa familiaridade traballando con matrices.

O texto adaptase ao temario da materia de Alzebra Lineal e Multilineal, que se imparte
na Facultade de Matemaéticas da Universidade de Santiago de Compostela desde o
curso 2009-2010. En certo sentido, pédese entender como unha continuacién de Espazos
Vectoriais e Cdlculo Matricial, especialmente nos temas que contindan o estudo das
aplicaciéns lineais, introducindo os conceptos de diagonalizacién, polinomio minimo
dun endomorfismo e forma de Jordan. Ao mesmo tempo, a materia funciona tamén
como unha preparacion para a materia de Xeometria Lineal, xa que o tema de formas
bilineais e cuadraticas introduce conceptos e técnicas esenciais, como as propiedades do
produto escalar ou da proxeccion ortogonal, o teorema de clasificacion das isometrias, ou
o método de congruencia pivote para a clasificacién de formas cuadraticas. Por tltimo,
a materia serve tamén para ir introducindo estruturas alxébricas mais abstractas que se
estudaran de xeito mais sistematico no curso de FEstruturas Alzébricas: aparecen varios
exemplos de grupos e dlxebras, traballanse os aneis de polinomios sobre un corpo e
ao introducir os tensores disctitense por primeira vez conceptos como o de propiedade
universal.

Contidos. O libro contén 5 capitulos, cada un deles correspondentes a un dos temas da
materia. Ademais, consta dun Capitulo 0 no que se fai un repaso de conceptos basicos
que se dan por sabidos ao longo do texto, especialmente os relativos ao espazo dual e
a0 espazo cociente.

= Capitulo 1. Polinomios. Introdicense as propiedades principais do anel de
polinomios sobre un corpo e disctitense algins resultados de irredutibilidade.

= Capitulo 2. Aplicacions multilineais e determinantes. Introdiicense as apli-
caciéns multilineais, con énfase no caso das alternadas; iso serve tamén para dar
un primeiro acercamento aos tensores e motivar alguns dos resultados do capitu-
lo 5. Unha seccién do capitulo dedicase ao estudo do grupo simétrico, que é un
tema que pode ter interese por si mesmo mais ala da alxebra lineal. Finalmente,
definese o determinante e trabéllanse as suas propiedades.

= Capitulo 3. Estrutura das aplicaciéns lineais. Traballase a diagonalizacién
de endomorfismos e a forma de Jordan, discutindo tamén algunhas das sias aplica-
ciéns. Preséntase igualmente o concepto de polinomio minimo dun endomorfismo
e demoéstrase o teorema de Cayley—Hamilton.

= Capitulo 4. Formas bilineais e cuadraticas. Introdicense as nociéns bésicas
de formas bilineais e cuadraticas (produtos escalares e hermiticos, proxeccién
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ortogonal ou clasificaciéns de formas cuadraticas). Estiidanse tamén os teoremas
espectrais real e complexo, as isometrias e a descomposicién en valores singulares.

= Capitulo 5. Tensores e alxebra tensorial. Faise unha introducién aos tenso-
res, con énfase nas propiedades dos tensores simétricos e antisimétricos, e tamén
no produto exterior. Incliense unhas secciéns de caracter mais técnico nas que
se define o produto tensorial de espazos vectoriais en termos dunha propieda-
de universal. Finalmente, danse algunhas aplicaciéns & teoria da integracion e &
fisica.

Toédolos capitulos se estruturan do mesmo xeito. Primeiro incliense as diferentes sec-
ciéns tedricas, nas que se presentan os resultados principais, e logo na ultima seccién
discutense diferentes problemas, todos eles resoltos, co obxectivo de favorecer o estudo
autéonomo por parte do lector. Neste sentido, pensamos que a obra pode ser 1til tanto
para a aprendizaxe autodidacta da materia como para que sirva de manual de referencia
para calquera curso universitario.

Libros e textos de referencias. Algunhas partes dos capitulos 2 e 3, asi como a sec-
cién de isometrias no capitulo 4 estén inspiradas no libro de Castellet e Llerena [CLO0].
Partes do capitulo 4, asi como algins dos exercicios doutros temas, foron collidos do
texto de Axler Linear Algebra Done Right [A23]. O libro de Hernandez [H9S], outro
clasico, usouse para explicar a forma de Jordan real e a diagonalizacién simultanea
de endomorfismos. Os textos de Keith Conrad, todos eles accesibles no seu sitio web
persoal, foron tamén un excelente apoio para preparar o ultimo capitulo, especialmente
[C23a] e [C23Dh)]. Alguns textos como [LMI5] ou [MS21] foron tamén empregados pa-
ra consultas puntuais. Outros, como [Ro08], ofrecen unha perspectiva mais avanzada,
traballando no contexto de médulos sobre ideais principais e recuperando a teoria dos
espazos vectoriais como un caso particular.

Hai temas especificos para os que neste libro unicamente se da unha primeira intro-
ducion. Un deles son os usos da dlxebra na resolucién de ecuaciéns diferenciais. Hai
textos introdutorios que tratan o tema en detalle, como o de Logan [L06], mentres que
algins como o Kapitula [K15] mesmo tefien como eixe central as interacciéns entre as
duas disciplinas. No ultimo capitulo preséntanse as formas diferenciais como unha das
principais aplicaciéns dos tensores; unha introducién espléndida e accesible & materia
pode atoparse no coniecido libro de Do Carmo [DC94].

Por dltimo, a estrutura dalgunhas secciéons estd inspirada nos apuntamentos dos cursos
de Alxebra Lineal [Q13] e Alxebra Multilineal e Xeometria [P14] que cursei na Univer-
sitat Politecnica de Catalunya nos cursos 2012-2013 e 2013-2014 cos profesores Jordi
Quer e Francesc Planas, respectivamente. En particular, as demostraciéns do segundo
teorema de descomposicién, do criterio de Sylvester e do teorema espectral real seguen
a primeira das referencias, mentres que partes da seccién de formas cuadraticas, asf
como as partes do tema de tensores relativas ao produto exterior e & propiedade uni-
versal, seguen a segunda. As materias as que fago referencia estdn tamén inspiradas no
libro de Ferran Puerta [P05], que impartiu a materia durante varios anos. Finalmente,
algins dos exercicios son parte das coleccién de exames da Universitat Politecnica de
Catalunya.

A dlzebra lineal en galego. Ata onde sabemos, existen poucas referencias de textos de
alxebra en galego. Un deles é Alrebra Linear, do profesor Ramén Gonzalez Rodriguez



[G22], que se centra en aspectos méis introdutorios da materia e que serfa un bo acom-
panamento para un primeiro curso. Durante a escrita deste manual, tivemos que facer
algunhas escollas relativas & terminoloxia, dadas as poucas referencias existentes en
lingua galega. En primeiro lugar, os adxectivos lineal e linear son ambos véalidos. Nes-
ta obra optouse de xeito bastante arbitrario polo primeiro, ainda que o nome oficial
da materia no Grao en Matemdticas sexa Alzebra Linear e Multilinear. Un termo que
foi fonte de conflito é cuadrdtico. Nin cuadratico nin cadratico aparecen recollidos no
dicionario da Real Academia Galega, pero este si recolle termos como cuadrante, cua-
drangular ou cuadratura; parécenos coherente entender que cuadratico, ao igual que
estes outros termos, é un cultismo no que se mantivo a orixe latina da palabra e non
se produciu a evolucién que se observa en cadrado.

Agradecementos. Este libro foise escribindo durante o primeiro cuadrimestre do cur-
so 2023-2024, mentres impartia a materia Alzebra Lineal e Multilineal, correspondente
ao segundo curso do Grao en Matematicas. As clases de problemas impartinas con-
xuntamente con Andrés Pérez e Brais Ramos, a quen agradezo as longas e produtivas
discusiéns sobre a orientacion da materia e sobre os exercicios. Tamén lles agradezo a
lectura atenta das exposiciéns tedricas e os seus comentarios sobre elas. O texto comple-
mentouse e mellorouse durante o curso 2024-2025, no que volvin a impartir a materia,
nesta ocasién conxuntamente con Ana Peén, con quen tamén compartin discusions
sobre algunhas demostraciéns e que contribuiu a pulir este manual.

O alumnado tamén foi esencial na mellora deste documento, avisindome de diferentes
erros e incorrecciéns en versiéns preliminares do texto; fago un agradecemento moi
especial a Manuel Vilar por terme enviado unha listaxe exhaustiva de correcciéns e
erros nunha versién preliminar do texto. Por outra banda, agradézolle a Felipe Gago a
axuda con algunhas cuestiéns de LaTeX e sobre a organizacion do texto, ademais de
multiples correcciéns e comentarios.

Quero expresar finalmente a mina gratitude cara aos revisores anénimos do texto,
polas suas suxestions de mellora e por teren detectado varios erros, e cara ao Servizo
de Publicaciéns da USC por xestionar o proceso de publicacién da obra.






Conceptos previos

Estruturas alxébricas

Nesta seccion lembramos as definiciéns de grupo, anel e corpo, que apareceran frecuen-
temente ao longo do texto.

Definicion 0.1. Un grupo é un conxunto onde hai definida unha operacién asociativa,
con elemento neutro, e tal que todo elemento ten inverso. O grupo dise que é abeliano
ou conmutativo se a operacién é conmutativa.

Un subgrupo H dun grupo G é un subconxunto que, coa operacién de G, é un grupo (é
dicir, a operacién é pechada, contén o elemento neutro e os inversos de cada elemento).

Definicién 0.2. Un anel é un conxunto A con dias operaciéns, suma e produto, de
maneira que coa suma é un grupo abeliano e o produto é asociativo e é distributivo
respecto & suma. Se o produto é conmutativo, o anel chdmase conmutativo; se o produto
ten elemento neutro chamase unitario.

Definiciéon 0.3. Un corpo é un anel conmutativo e unitario no que 1 # 0 e no que
todo elemento diferente de 0 ten inverso para o produto.

Imos comentar algins exemplos.
= Os enteiros, Z, son un anel, pero non un corpo.
= Os racionais, Q, os reais, R, e os complexos, C, son corpos.
= Se A é un anel,
AX]={ap+ a1 X +...+a, X" conn >0, ag,...,a, € A}

é tamén un anel. Falase do anel de polinomios na variable A. Outro anel impor-
tante é o anel de series de potencias na variable A,

AlX]={ap+ a1 X +..., con a; € A}.

= Se A é un anel, o conxunto de elementos que tefien inverso para o produto denétase
como A* e ten estrutura de grupo. Por exemplo, A[X]* = A*.

= Se n é un nimero enteiro positivo, Z/nZ é un anel coa suma e co produto. E un
corpo se, e soamente se, n é primo.

» Sexa K un corpo e M, (K) o conxunto de matrices cadradas n x n con entradas
en K. Nese caso, M, (K) ten estrutura de anel e as matrices invertibles forman
un grupo, que se chama grupo lineal. Nesta materia traballaremos con detalle
algunhas das stas propiedades e centrarémonos no estudo de varios dos seus
subgrupos.
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A modo de notacién, cando K é un corpo, escribiremos K" = K X --- x K para
refirirnos ao produto cartesiano de n copias de K. Os seus elementos son as n-tuplas
x = (x1,...,2,),onde x; € K. En K™ podemos definir de xeito natural dias operaciéns.

n Suma. Dados z = (.Il,...,ﬂjn) ey = (ylju.’yn) en Kn’ a stia suma é
r+y=(21+y,..., T +yn) € K"

» Produto por un escalar. Dados = = (z1,...,2,) € K™ e A € K, o produto Az é

Az = (A1, ..., Az,) € K™

Espazos vectoriais e aplicacions lineais

Definicion 0.4. Sexa K un corpo. Un espazo vectorial sobre K, ou K-espazo vectorial,
é un conxunto F, cuxos elementos se chaman wvectores, onde hai definidas:

= unha operacién interna, a suma de vectores, que fai corresponder a dous vectores
u,v € E o vector suma u 4+ v € F;

= unha operacion externa de K en F, o produto dun escalar por un vector, que a un
vector v € E/ e a un escalar A € K lles fai corresponder o vector produto Av € F.

Ademais, esixese que se cumpran as seguintes propiedades:

= O conxunto F coa operacién suma € un grupo abeliano. E dicir, a suma é asocia-
tiva, conmutativa, ten elemento neutro (que se denota por 0) e todo vector v € E
ten un oposto con respecto 4 suma (que se denota por —uv).

= O produto por escalares cumpre
A+ p)v= +pv, Ap)v=Auw), lv=v, Mu+v)=Au+ v,
onde \,u,1 € K eu,v € E.
Alguns exemplos cos que traballaremos frecuentemente son os seguintes:
= Se K é un corpo, o espazo K™ de n-tuplas x = (z1,...,x,) de elementos de K.
» O espazo vectorial das matrices m x n sobre K, que se denota como M, (K).
» Os polinomios na variable X con coeficientes nun corpo K, K[X].

No caso no que a multiplicacién externa non é por un corpo, senén por un anel, falamos
de médulos.

Definicién 0.5. Sexa A un anel conmutativo. Un A-mddulo é un grupo abeliano M
cunha operacién externa do anel A sobre M, é dicir,

Ax M — M, (a,z)+— az,
de maneira que:
alr+y) =axr+ay, (a+bx=ax+bx, albr)=(ab)x, lzx=uz,

onde a,b,1 € Aex,ye M.
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Por exemplo, Q, R, nZ e Z/nZ son Z-médulos. Mais en xeral, todo grupo abeliano é
un Z-médulo, onde a multiplicacién nx definese, se n é positivo, como x +x + ...+ x,
a suma de —n veces o elementos z; e se n é negativo, como —x —x — ... — x, a suma
de n veces o elementos —z.

Neste curso imos traballar case sempre sobre espazos vectoriais e non sobre médulos,
ainda que nalgins momentos faremos comentarios puntuais sobre as diferenzas entre
os dous casos.

Definicion 0.6. Sexa E un K-espazo vectorial. Un subespazo vectorial de E é un
subconxunto F' C E que, ao considerarmos nel a suma de vectores e o produto por
escalares que herda como subconxunto de F, é el mesmo un K-espazo vectorial. E
dicir, cimprense as seguintes propiedades:

(a) se u,v € F, entén u +v € F;
(b) 0 € F;
(c) se A€ KeveEF,entén \v € F.

Dados vy, ..., v, vectores dun K-espazo vectorial F, escribimos (vy,...,v,) para refe-
rirnos ao conxunto de vectores que son combinaciéns lineais de vq, ..., v,, é dicir,

<?}1,...,Un> - {)‘lv1+"'+)\nvn ‘ Ai EK} CE.
Este subconxunto é un subespazo vectorial de E.
Definicién 0.7. Sexan v1,...,v, vectores dun K-espazo vectorial F.

= Dise que os vectores son independentes ou linealmente independentes se toda
combinacién lineal sia que sexa igual a 0 ten todos os coeficientes iguais a 0, é
dicir, se Ajv1 + -+ Apv, =0, entén Ay = --- = A, = 0.

» Dise que os vectores son zeradores se E = (v1,...,0,).

= Dise que os vectores son base se son ao mesmo tempo independentes e xeradores.

Dise que un K-espazo vectorial F é finitamente xerado se existe unha familia finita
v1,...,V, de vectores que xeran o espazo. Cumprese que todo espazo vectorial finita-
mente xerado ten algunha base. Mais en xeral, tense o seguinte resultado, que se cofniece
como Teorema de Steinitz.

Proposiciéon 0.1. Sexan u1, ..., u, vectores independentes, e sexan vy, ..., v, vectores
xeradores dun espazo vectorial . Enton, cimprese que n < m e pddense substituir n
vectores da familia {v;} polos vectores da familia {u;}, de forma que a familia que resulte
siga a ser xeradora. En particular, todas as bases dun espazo vectorial finitamente
xerado tenen o mesmo numero de vectores.

A dimension dun espazo finitamente xerado é o nimero de vectores dunha base. Os
espazos que non son finitamente xerados dise que tefien dimensién infinita.

Definicion 0.8. Sexan E e F' espazos vectoriais sobre un corpo K. Unha aplicacion
lineal entre E' e F' é unha aplicacion f: £ — F tal que

flu+v)=f(u)+ flv) e f(A)=Af(v) paratodou,veE, XK.

O conxunto das aplicaciéns lineais de F a F' ten estrutura de espazo vectorial e dendtase
por L(E, F).
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Se f: E — E’ é unha aplicacién lineal e ' C E e F' C E’, son subespazos, entén a
imaxe f(F) e a imaxe reciproca (ou antiimaxe) f~!(F’) son subespazos de E’ e de E,
respectivamente.

Definiciéon 0.9. Sexa f: E — F unha aplicacion lineal. O seu nicleo, que se denota
como ker f, é o subespazo de E formado polos vectores con imaxe 0:

ker f = {v e E| f(v) =0} = f({0}).

A sta imaxe, que se denota im f, é o subespazo de F' formado polos vectores que son
imaxe dalgin vector de U:

imf={f(v)|ve B} ={we F| existe v € E con f(v) =w} = f(E).

Coas notaciéns da definicién anterior tense que f é inxectiva se, e soamente se, ker f =
{0}, e f é sobrexectiva se, e soamente se, im f = F.

Sexa f: E — F unha aplicacién lineal entre dous K-espazos vectoriais de dimensién
finita. Sexan B, = {u1,...,un} e B, = {v1,...,vy} bases dos espazos E e F, respecti-
vamente.

Definicién 0.10. A matriz de f nas bases B, e B, é a matriz (a;;) € My, xn(K) con
entradas determinadas polas identidades

m
fu) =Y agu, j=1,..n.
=1

E dicir, é a matriz que ten por columnas as coordenadas dos vectores f(u;), imaxe
dos vectores da base B, do espazo de saida, na base B, do espazo de chegada F.
Denotaremos esta matriz como (f)g, B, -

Un caso particular que se traballard con frecuencia ocorre cando E = F e f é a apli-
cacién identidade; nese caso, falamos de matrices de cambios de base e pomos (I)g, 3, -
Finalmente, se f é un endomorfismo e se considera a mesma base B, nos espazos de
saida e de chegada, pomos simplemente (f)g,

O espazo cociente

Sexa F un K-espazo vectorial e sexa F C FE un subespazo. En E, definimos unha
relacion de equivalencia da seguinte maneira: u ~p v se, e soamente se, u —v € F. E
inmediato comprobar que se trata, efectivamente, dunha relaciéon de equivalencia.

Definicién 0.11. Escribimos E/F para referirnos ao conxunto de clases de equivalencia
de vectores de E coa relacién de equivalencia anterior. Pomos

v={ueFE|lu~vi={v+w|weF}=v+F.

Como en toda relacién de equivalencia hai unha aplicacién canénica 7: E — E/F que
envia cada vector 4 sta clase: m(v) = [v]. No conxunto cociente E/F é posible definir
unha suma de clases e un produto de clases por escalares a partir da suma e o produto
por escalares de vectores representantes das clases:

[u] + [v] := [u+0],  Afo] := [Av].
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Proposicion 0.2. A suma e o produto por escalares de clases a partir de representantes
estdn ben definidos e dan ao conxunto cociente a estrutura de K-espazo vectorial.
Ademais, a aplicacién canénica w: E — E/F é sobrexectiva con ntcleo ker m = F.

Da propoposicién anterior dedicese que dim(E/F) = dim E — dim F'.

Proposicién 0.3 (Primeiro teorema de isomorfismo). Para toda aplicacién lineal
f+ E — F, a aplicacién E/ker f — imf C F que envia cada clase [v] ao vector
f(v) esté ben definida e é un isomorfismo de espazos vectoriais. Isto exprésase a través
do seguinte diagrama conmutativo

E——F

E/kerf r---» imf,

no que m é a proxeccién ao espazo cociente.

O espazo dual

Ao longo desta seccién, sexa K un corpo e E un espazo vectorial de dimensién finita.
Sexa {ey,...,e,} unha base de E.

Definicién 0.12. O espazo dual de E, que se denota como E* ou L(E, K) é o conxunto
de aplicaciéns lineais de E a K:

L(E, K) = {f; E — K| f lineal }

O espazo dual ten estrutura de espazo vectorial sobre K e a stia dimension é n. Segundo
a referencia que se consulte, é tamén frecuente empregar as notaciéns E ou EY para o
espazo dual.

Definicién 0.13. A base dual de {ey, ..., e,} estd formada polos elementos {ej, ..., e} }
de E* tales que e (ej) = d; ;, onde J; ; é a delta de Kronecker.

Tense tamén que toda base do dual E* nun espazo de dimension finita E é a base dual
dalgunha base de F.
Dada unha aplicacién lineal f: E — F, existe unha aplicaciéon dual f*: F* — E*

definida por f*(p) = ¢o f.

Proposicién 0.4. Sexan FE e F' dous K-espazos vectorais con bases B, e B, respecti-
vamente. Se A é a matriz da aplicacién lineal f: F — F con respecto a esas bases, a
matriz de f*: F* — E* con respecto s bases duais é A’.

Problemas

Espazo cociente.

Problema 0.1. Demostrar que By = {[(2,1,1)],[(1,2,1)]} e B2 = {[(3,1,1)],[(1,3,1)]}
son dtias bases do espazo R3/((1,1,1)). Se [u] ten coordenadas (a,b) na base Bi, que
coordenadas terd na base By?
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Solucién. Para demostrar que By é base, é suficiente con comprobar que os vectores
{(2,1,1),(1,2,1),(1,1,1)} son unha base de R3. Alternativamente, iso é equivalente a
ver que

2a+b+c=0
a+2b+c¢=0
a+b+c=0

é un sistema compatible determinado que ten por unica solucién o (0,0, 0). Iso é inme-
diato aplicando os métodos de reduciéon gaussiana. O mesmo procedemento funciona
para Bs.

Para a segunda pregunta, o feito de que [u] tenia coordenadas (a,b) en B; quere dicir
que

u=a(2,1,1)+b(1,2,1) +¢(1,1,1) = 2a+b+c,a+2b+c,a+ b+ c),
para algin ¢ € R. Cémpre buscar agora (a’,,¢') € R® de maneira que
(2a +b+c,a+2b+c,a+b+c)=ad(3,1,1)+b(1,3,1) +(1,1,1).

Un célculo rutineiro amosa que o’ = a/2, b/ = b/2 e ¢ = (a + b)/2 + ¢. Polo tanto, as
coordenadas na base Bz son (a/2,b/2).
Alternativamente, tamén se pode proceder empregando matrices de cambio de base.

Problema 0.2. Sexa F' un subespazo vectorial de My(R). Demostrar que as seguintes
condiciéons son equivalentes:

. 01
(1) (_1 O) eF.
(ii) Para toda matriz B € Ma(R) tense a igualdade [B] = [B!] no espazo cociente
Ma(R)/F.
(iii) Para toda matriz B € Ms(R) tense a igualdade [B] = [$(B + B')] no espazo
cociente Ma(R)/F.

Z) unha matriz

.2 N L a
Solucién. Para pasar da primeira a4 segunda condicion, sexa B = <
c

arbitraria. Temos que

s ()G ) -eo ()

polo que se pode concluir que B — B € F e, polo tanto, [B] = [B!] no espazo cociente
Mo(R)/F.
Para irmos da segunda & terceira, basta con observar que
1 1 1 1 1
(B Bt}:—B “[BY = Z[B]+-[B] =B
5(B+BY| = 5[B+5[B') = 5[B] + 5B] = [B
en Ms(R)/F.

Finalmente, para demostrar (i) usando (iii), impomos a condicién coa matriz B =

(0. B,
1= 5+ 51=[(5 )]

Polo tanto, [B] = [0], o que quere dicir que B € F.
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Problema 0.3. O obxectivo deste problema é demostrar o segundo e o terceiro teorema
de isomorfismo. Sexa U un K-espazo vectorial.

(a)

Sexan V, W C U subespazos vectoriais. Consideremos a aplicacién lineal
VaV4+W—» (V4+W)/W

definida como a composicién da inclusiéon coa proxeccién natural no espazo co-
ciente, que envia cada vector v € V' 4 clase [v] = v+ W C V +W. Demostrar que
a aplicacion é sobrexectiva, calcular o seu nicleo e establecer un isomorfismo de
(V +W)/W cun espazo cociente do espazo V.

Sexan W C V C U inclusiéns de espazos vectoriais. Demostrar que a aplicacion
U/W — U/V que envia [u]yy = u+ W & clase [u]ly = u+ V estd ben definida e
é sobrexectiva. Calcular o seu ntcleo e deducir un isomorfismo entre U/V e un
espazo cociente do espazo U/W.

Solucién. (a) Sexa [z] € (V+W)/W, onde x € V+ W é un representante calquera.

Entén temos que x = v+w, conv € Vew € W e por definicién de espazo cociente,
[x] = [v]. Deste xeito, para ver que a aplicacién é sobrexectiva é suficiente con
notar que a imaxe de v € V' é simplemente [v] = [z].

Como a aplicacién V — V + W é inxectiva, un elemento v € V estara no ntcleo
da composicion se, e soamente se, v € VN W.

Polo tanto, o primeiro teorema de isomorfismo asegura que dada unha aplicacién
f: A — B entre dous espazos vectoriais, esta induce un isomorfismo

f: A/ker(f) — im(f), aw f(a).

Neste caso, como a aplicacién xa é sobrexectiva, temos que o isomorfismo inducido
sera

O seguinte diagrama resume a situacion que se presenta no teorema:

VW « > W >W/VOW

Para ver que a aplicacién estd ben definida, observamos que se [uj|lw = [u2]w,
entén u; —ug € W, e como W C V, tamén teremos que u; — us € V e polo tanto
[ua]v = [ua]v.

Para ver que a aplicacién é sobrexectiva, sexa [u]y un elemento de U/V, e sexa
u € U un representante calquera. Entén, [u]y, a clase en U/W representada polo
elemento u, ten por imaxe [u]y, polo que a aplicacién é sobrexectiva.
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Por 1ltimo, observamos que a imaxe de [u]y é cero se, e soamente se, u € V. En
particular, isto quere dicir que o nticleo é V/W. Polo tanto, o primeiro teorema
de isomorfismo ddnos unha aplicacion

U/W/V/W — U/V, [ulw+V/W = [uly

que é un isomorfismo. O seguinte diagrama resume a situacién que se presenta

no teorema:
w
V < U

V/W U/W*»U/W/V/
W

Espazo dual.

Problema 0.4. Sexa f : R® — R? unha aplicacién lineal definida por f(z,y,2) =
(22 + y,y — z) e sexan

Bu :{(1,1,0),(0,1,0),(0,1,*1)} € BU = {(170)a(171)}
bases de R? e R? respectivamente.

(a) Sexa B = {e},e3, ¢4} a base dual da base canénica B, de R3. Expresar a base
dual B} = {uj,u3,ul} en termos de B}.

(b) Encontrar as compofientes de w = 2e} + €5 — ej na base B;;.

(c) Determinar a matriz (f*)gs:,5: da aplicacién dual de f nas bases B; e B;;, respec-
tivamente.

Solucién. (a) Hai dias maneiras de resolver este apartado. A primeira consiste en
considerar a matriz de cambio de base de B, a B,

10 0
Mp,5.=|1 1 1],
0 0 -1
e recordar o resultado que afirma que
1 -1 0
(Dpx.B: = ((H)éi,se)t =10 1 0
0 1 -1
Polo tanto, u] = e, u5 = —ej + €5 +ej e uy = —e3.

Alternativamente, para cada un dos vectores da base dual podemos por uj =
aiie] + aigey + ajzel. Aplicando a definicién de base dual, uj(u;) = 01,5, polo
que a11 + a2 = 0, a;2 = 0 e a;2 — a3 = 0. Resolvendo o sistema, temos que
(a11,a12,a13) = (1,0,0). Facendo o mesmo con uj e con uj temos o resultado
anterior.
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(b) Novamente hai dias maneiras de proceder. Usando a matriz (I)sx 5:, o resultado
¢é simplemente

11 0 2 3
01 O 11 =11
01 -1 -1 2

Alternativamente, podemos escribir w = au] + buj + cuj e usar as definiciéns.
Por exemplo,

2 =w(er) = auj(er) + buj(er) + cui(er) = a —b.
Do mesmo xeito, 1 =be —1 = b— ¢, recuperandose a solucién (a, b, c) = (3,1,2).
(c) Sexa (f*)p: a matriz de f* na dual da base canénica; cun pequeno abuso de

notacién, poremos B, para as bases canénicas de R? e R?, xa que non hai perigo
de confusién. Usando as matrices de cambio de base, temos que

(f")Bz8: = MBsss - (fF)B: - (D5

A matriz (I)g: s: foi calculada no primeiro apartado. Por outro lado,

1 0
(Dpz.5: = (]:[)th,Bv = <_1 1> :

Combinando estes resultados, temos que

1 1 0 2 0 10 2 1
(f)Bsp;=(0 1 0 11 =1 01

vIPu _1 1
01 -1 0 1 -1 2

Alternativamente, nas bases canénicas sabemos que f*(e}) = 2¢j +¢e5 e f*(e3) =
e3 — e5. En R? temos que vi = e} — e} e v} = e5. Imos calcular entén a imaxe de
v]. Entén
*) * *\ * *
f(u1) = fler) — fle) = 2e1 +e3
_ * *
= 2u] — u3.
Precisamente, (2,0, —1) é a primeira columna da matriz. Facendo o mesmo con
v5 obteriamos a segunda.

Problema 0.5. Sexa f: R?> — R? a aplicacién lineal definida por
f(z,y) = (32 — y,52 — 2y, —4z + 2y, =Tz + 3y).

Sexan vy, vy € R? os vectores v1 = (1,2) e vo = (1,1). Sexan wy,ws, w3, ws € R* os
vectores wy = (1,1, —1,—1), wy = (1,1, —-1,-2), w3 = (0,—1,1,1) e wy = (—1,1,0,0).

(a) Demostrar que B, = {vi,v2} e By = {wi,ws, w3, wy} son bases de R? e R*,
respectivamente. Calcular as sidas bases duais.

(b) Determinar a matriz da aplicacién dual f* nas bases duais obtidas no apartado
anterior.
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Solucién. (a) A comprobacién de que son base é rutineira e omitimola. Para achar
as bases duais, podemos proceder de varias maneiras. Por exemplo, sexa B} =
{v],v5} a base dual de B,. Se v] = ae] + e}, temos que

a+28=1

a+pB=0.
Resolvendo o sistema, quédanos que v] = —ej+e5. De xeito andlogo, vy = 2e]—e5.
Procedendo do mesmo xeito con B,,, e empregando cun pequeno abuso de notacién

novamente ej, ..., e} para a base candénica, obtemos que wj = e] +e5 + e}, wy =
* * * % * * * % *
e3 — ey, w3 =e] +e;+ 2e3 e wy = e; + e3.

(b) Como f(1,2) =(1,1,0,—1), pomos
(17 1707 _1) = 04(17 17 _17 _1) + 6(17 17 _17 _2) + 7(07 _17 17 1) + 5(_17 17070)

Isto quere dicir que as coordenadas de f(v1) na base B, son (1,1,2,1). De xeito
similar, f(v2) = f(1,1) = (2,3,—2,—4) ten coordenadas (—1,2,—1,—1). Polo
tanto, a matriz de f con respecto as bases B, e B, é

-1

2
11
-1

(R N -

polo que a matriz buscada é a transposta:

11 2 1
-1 2 -1 —-1)°

Problema 0.6. Sexa E un espazo vectorial, e fixemos w € E e ¢ € E*. Demostrar que
a aplicacién f : E — E dada por f(v) = v+ ¢(v)w é un endomorfismo, e calcular a
aplicacién dual f*.

Solucién. En primeiro lugar, vemos que f estd ben definida, dado que tanto v como
¢(v)w son elementos de E. Para ver que é lineal, observamos que

flutv) =u+v+o(u+vw=u+dww+v+o@w=f(u)+ f(v)

e que
fOu) = Au+ o(Au)w = Au + Ap(u)w = Af (u).

Para achar a aplicacién dual f*, observamos que por definicién ten que cumprir que

f*() = ¢ o f para toda 1. Iso é equivalente a dicir que f*(¢)(v) = (¢ o f)(v) para
todo v. Agora ben,

(o f)(v) =¢(v) + o(v)Y(w).
Polo tanto, se pomos f*(¢) = ¢ + ¥ (w) - ¢, resulta claro que
[T @) () = ¢(v) + o(v)Y(w),

co cal cumpre a definicién de aplicacion dual.
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Problema 0.7. Para cada o € R, sexa ¢o: R,[X] — R a aplicacién que a un polino-
mio P(X) lle fai corresponder o seu valor P(«). Sexan a, a1, ..., a, unha familia de
n + 1 nimeros reais diferentes.

(f)

Demostrar que as n + 1 aplicaciéns lineais ¢q,, .- ., ¢, son unha base do espazo
dual R, [X]*. Sexa B = {Py(X),..., P,(X)} a base de R,,[X] que a ten por dual.

Encontrar as coordenadas dun polinomio P(X) € R,,[X] na base B.

Demostrar que, dados n + 1 nimeros reais calquera Sy, ..., 3y, 0 polinomio
n
P(X) = Zﬁipi(X)
=0

é o0 1nico polinomio de R, [X] tal que P(a;) = §; para todo i =0,...,n.

Pomos agora n = 3 e para i = 0, 1,2,3 pomos «; = i. Encontrar a base {FP;(X)}
de R3[X] que ten como dual a base {¢g, p1, P2, ¢3}.

Sexan a < b dous nimeros reais. Demostrar que existe unha tnica (n + 1)-tupla
de ntimeros reais (zg, z1,...,2,) € R""! tal que

/b P(t) dt = zn:ﬁlp(az)
@ i=0

para todo polinomio P(X) € R,[X].

Calcular os coeficientes 7; € R* que corresponden & forma lineal fol P(t)dt de
R3[X] e aos niimeros «; = 0,1,2,3.

Solucién. (a) Definimos os polinomios g;(X) = [[, ,;(X — ), que tefien por raices

., . . ., . n
todos os a; a excepcién do ;. Se avaliamos unha combinacién lineal ) 7" § Aidq,
en ¢j(X) quédanos Ajg;(c;); como a; non é raiz de p;(X) necesariamente \; = 0.
Este razoamente vale para calquera j, polo que a combinacién lineal é novamente
a trivial. Isto demostra que os ¢, son base.

Escribamos P(X) = >""" ; i Pi(X). Se consideramos a avaliacién de ¢, en P(X)
quédanos P(«a;) = p;, polo que

P(X) =3 Plai) P(X).
=0

Suponamos que existe ¢(X) € R,[X], con ¢(X) # p(X), e de maneira que ¢(o;) =
B; para todo i = 0,1,...,n. Este polinomio ¢(X) escribese na base dada polos
P;(X) como ¢(X) = > q(eu)P(X). Como ¢(a;) = B, tense que ¢(X) =
Yo Bibi(X) = P(X).

Imos amosar tamén diias maneiras de resolver este apartado. Chamando Py(X) =
aogo + a1 X + ageX? + agz X3, temos que

Po(0) = 1, Py(1) = 0, Py(2) = 0, Py(3) = 0.
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Polo tanto, temos o sistema

1 0 0 0 apo 1

1 11 1 api o 0

1 2 4 8 ap2 - 0

1 3 9 27/ \aps 0
A solucién correspéndese con Py(X) = =X 3+6X62 —LLX+6

Alternativamente, podemos usar que Py(X) é un polinomio de grao 3 con raices
1, 2 e 3, polo que Py(X) = ap(X — 1)(X — 2)(X — 3). Impondo que Pp(0) =1
temos que 1 = —6«, e obtemos a mesma solucion.

De xeito analogo, temos que os outros polinomios da base son

X?—5X%4+6X . —X344X? - 3X X?—3X%+2X

Pi(X) = 5 , Py(X) 5 , P3(X) =

6

Dado P(X) € R,,[X], podemos escribir P(X) = > | P(c)pa,(X). Ao integrar

con respecto a z tense que

b b N b
/ Pt)dt = / S P0i)pe (1) dt = S Plas) - / po (£) dt.
a a 29 — a

Se definimos x; = fab P,,(t) dt, temos que

/bP(t) dt =z, Plo).
@ i=0

Polo establecido no apartado anterior, é suficiente integrar os polinomios que
achamos no apartado (d). Por exemplo,

3

1 1
— 5 1lz 1 1 11 3
To = pgxdx:/ (——Fm ———i—l)dx:———i—f———i—l:f.
/0 () o \ 6 6 24 73 12 8

Os valores buscados son (xg, x1, T2, x3) = (%, %, 51 2—14)



Capitulo 1

Polinomios

O obxectivo deste capitulo é introducir algins conceptos bésicos sobre polinomios que
seran tutiles posteriormente no estudo e clasificacién de endomorfismos. En particular,
estableceremos que moitas das propiedades sobre divisibilidade que se cumpren para o
anel dos niimeros enteiros tamén se poden estender aos polinomios.

1.1. Definicions basicas
De agora en adiante, sexa K un corpo arbitrario.

Definicion 1.1. O anel de polinomios nunha variable con coeficientes en K é o con-
xunto
K X]={f(X)=ao+a1 X +...+a, X" con a; € K}

coas operacions de suma e multiplicacién habituais.

Non faremos a comprobacién de que efectivamente é un anel conmutativo, por tratar-
se dun célculo rutineiro. Ademais, K[X] pode verse como un K-espazo vectorial de
dimensién infinita.

Definicion 1.2. O grao dun polinomio f # 0 é o maior enteiro n tal que a, # 0.
Escribiremos gr(f) ou deg(f) (polo termo inglés degree). O polinomio f = 0 non ten
grao definido; por convenio, poremos deg(0) = —co.

Un polinomio de grao n con a, = 1 chdmase mdnico.

Proposicion 1.1. O grao ten as seguintes propiedades.
(a) deg(f +g) < méx{deg(f),deg(g)}, con igualdade se deg(f) # deg(g).

(b) deg(fg) = deg(f) + deg(g).

O resultado anterior tamén se aplica cando algin dos polinomios (ou d&mbolos dous) é
igual a 0.

1.2. Algoritmo da divisién

A seguinte proposicién afirma que o algoritmo da divisién de nimeros enteiros tamén
funciona no anel de polinomios. A demostracién basearase en reproducir o algoritmo.

21
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Proposicién 1.2. Dados polinomios f(X),g(X) € K[X], con g # 0, existen polino-
mios ¢(X) e r(X) tnicos e tales que

F(X) = g(X)q(X) +r(X), deg(r) < deg(g).

Demostracion. Imos comezar vendo que se existen, os polinomios necesariamente son
unicos. De ter dias igualdades da forma

podemos restar unha da outra e obter
9(X)(q1(X) — 2(X)) = ro(X) — i (X).
Porén, se q1(X) — g2(X) # 0, temos que

deg(g(X)) > deg(r2(X) — ri(X)) = deg(g(X)(q1(X) — ¢2(X))) = deg(g(X)).

Polo tanto, ¢1(X) — ¢2(X) = 0 e de aqui deducimos que r1(X) = ra(X).
Imos comprobar agora a existencia. Se f = 0, o resultado é trivial pondo ¢(X) =
r(X) = 0. Senén, pomos

fX)=a+aX+...+a, X", g(X)=bp+0X+...+b,X™,

con an,by, # 0. Sen < m, entén f(X) = g(X) -0+ f(X) e o resultado é certo. Se
n > m, podemos escribir

an,

FX) = g(X) - 22X <y (X),
m
onde o polinomio r;(X) é 0 ou ten grao n; < n. Se r1(X) = 0 ou n; < m, pomos
q(X) = = X" e r(X) = ri(X).

No caso ny > m, iteramos o proceso novamente e pomos r1(X) = co+c1 X +. . .+cp, X™,
con ¢,, # 0; novamente,

Cn ny—m
ri(X) = g(X)FEX™M T = ry(X),

con r2(X) = 0 ou de grao ny < ny. En calquera caso,

F(X) = g(X) (X7 4 SEXMT 4y (X).
b bm

Se ny > m, hai que repetir o proceso novamente, pero como o valor n;—m é estritamente
menor despois de cada iteracién, acabaremos despois dun nimero finito de pasos cun
polinomio que serd ou ben 0 ou ben de grao menor que m. Polo tanto, despois de k
pasos teremos

n n—m n ni—m Cny,— Ng_1—m
FOX) = g0 (xS xemem g S meam (),
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Cando 7(X) = 0 diremos que f(X) é un multiplo de g(X). Grazas & existencia de
divisién euclidiana, podemos considerar os conceptos habituais de divisibilidade sobre
os enteiros como minimo comun multiplo, maximo comun divisor, algoritmo de Euclides
ou identidade de Bézout. Frecuentemente denotaremos o minimo comin multiplo como
lem, polas stas siglas en inglés, e o maximo comun divisor como ged.

Coas notaciéns do resultado anterior, o algoritmo de Euclides di que ged(f(X), g(X)) =
ged(g(X), r(X)); por outro lado, a identidade de Bézout asegura que existen polinomios
u(X) e v(X) tales que

u(X) - f(X) +v(X) - g(X) = ged(f(X), 9(X)).

Ademais, o algoritmo de Fuclides proporciona unha maneira construtiva de achar os
polinomios u(X) e v(X).

Exemplo. Consideremos o caso dos polinomios f(X) = X4+ X34+ 1e g(X) = X2 +1.
Entoén, en duas iteraciéns, o algoritmo de Euclides danos que

1=+ D@ - 1)+ (—x +2)
2?4 1=(—2+2)(-z—-2)+5 '

Polo tanto, ged(z* + 23 + 1,22 + 1) = 1, dado que calquera constante do corpo (en
particular o 5) divide un polinomio arbitrario. Procedendo agora en sentido inverso,

5=1-(2*+1)+(x+2) (—2+2)
=1- @+ +@+2) - @+ +1-@?+1)- (2 +2-1))
=(24+2)- @+ + 1)+ (2 322~z +3)- (2 +1).

Alternativamente,

T+ 2
5

—a3 — 32—z +3

3 (% +1).

1= (' + 23 +1) +

Exemplo. Igual que sucede no caso da aritmética modular, podemos considerar siste-
mas de congruencias co teorema chinés do resto. En concreto, sexan p;(X),...,prp(X)
polinomios en K[X], e qi1(X),...,pr(X) polinomios en K|[X]| relativamente primos
dous a dous. Pomos Q(X) = ¢1(X)g2(X) - - qrx(X). Entén, o sistema de congruencias
f(X) =pi(X) (méd ¢;(X)), coni € {1,...,k} ten solucién, e se fo(X) é unha solucién
particular, o conxunto de soluciéns é

fo(X) +Q(X) - K[X] = {/o(X) + QX)R(X) | R(X) € K[X]}.

Mais en concreto, sexa t;(X) o inverso de 2%% modulo ¢;(X). Entén, podemos escoller
X)= X)ti(X) - + oo (XDt (X .

Por exemplo, como sabemos que X2 + 1 e X + 1 son relativamente coprimos en Q[X],
podemos asegurar que existe un tinico polinomio médulo (X + 3)(X? +1) de xeito que

f(X)=X+3  (méd X2 +1)
f(X)=1 (méd X +1).
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En concreto, podemos dar expresions exactas para f(X), observando que o inverso de
X +1 médulo X2 +1é % e o inverso de X2 +1 =2 médulo X +1 é % Polo tanto,

(X +3)(1 - X)(X+1) +X2+1 X3 -2X? 4+ X +4

fo(X) = 2 5 2

Observamos ademais que é posible coller calquera outro polinomio obtido ao sumarlle
a f(X) un multiplo de (X + 1)(X2 +1).

1.3. Polinomios irredutibles

Definicién 1.3. Un polinomio non constante f(X) dise que é irredutible se os seus
unicos divisores son da forma k e k- f(X), con k € K.

En teoria de aneis, é habitual definir unha nocién de primo, dicindo que f(X) é primo
se sempre que divide a un produto g(X)h(X), entén divide a g(X) ou a h(X). Neste
caso, os dous conceptos son equivalentes, pero imos traballar polo de agora coa nocién
de irredutible. Por outro lado, é conveniente excluir da definicién o caso dos polinomios
constantes.

Proposicién 1.3. Todo polinomio f(X) # 0 de grao maior que 0 é produto de irre-
dutibles

Demostracion. Se f(X) é irredutible, o resultado é certo. En caso contrario, sexa g;(X)
un divisor de grao minimo entre os de f(X). Entén, g1(X) é irredutible, xa que todos
os seus divisores tamén o son de f(X). Podemos pér entén f(X) = g1(X) - f1(X). Se
f1(X) é irredutible, acabamos; en caso contrario, consideramos novamente un dos seus
divisores de grao minimo, g2(X), e escribimos f(X) = g1(X) - g2(X) - f2(X). Como
deg(f) > deg(f1) > deg(f2) > ..., o proceso remata despois dun niumero finito de
pasos. ]

Por dltimo, é importante observar que a descomposicion en irredutibles, como sucede
no caso dos enteiros, é tnica (salvo multiplicacién por constantes). Para demostrar o
resultado, imos usar que se p(X) divide o produto ¢(X)r(X) e ged(p(X),q(X)) = 1,
entén p(X) divide r(X). Isto vese aplicando a identidade de Bézout, que nos permite
considerar polinomios u(X) e v(X) tales que 1 = p(X)u(X) + ¢(X)v(X). Polo tanto,

r(X) = p(X)r(X)u(X) + ¢(X)r(X)v(X),

e o polinomio p(X) divide os dous sumandos da dereita e por conseguinte tamén divide
r(X).

Proposicién 1.4. Se f(X) = p1(X) - -pn(X) = ¢1(X) - - gn(X) e todos os factores
son polinomios irredutibles, entén n = m e os polinomios {p;(X)} son os mesmos que
os {g;(X)} salvo factores do corpo K.

Demostracion. Faremos inducién sobre n. Cando n = 1, é obviamente certo que m =1
e p1(X) = q1(X). Suponamos logo que o resultado é certo cando n < r — 1 e imos
establecelo para n = r. Dada a igualdade p;(X)---p,(X) = q1(X) -+ gm(X), temos
que p,-(X) divide o produto ¢1(X)(g2(X) - gm(X)). Se p,(X) non coincide con ¢ (X)
(salvo multiplicacién por factores de K), entén é relativamente primo con el e divide
a q2(X) - gm(X). Repetindo o razoamento, chegamos a que un ¢;(X) é igual a p,(X)
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salvo un factor de K, isto é, p,(X) = k- ¢;(X), con k € K diferente de 0. Suprimindo
este factor de ambos lados da igualdade, podemos aplicar a hipdétese de induccion e
concluir que cada un dos p;(X), con 1 < i <7 — 1 coincide cos g;(X) restantes e en
particular r = m. ]

Observamos que a proba deste resultado usa de forma esencial a existencia de divisién
euclidiana no anel de polinomios, dado que usamos a identidade de Bézout para de-
mostrar que se p(X) divide o produto ¢(X)r(X) e ged(p(X),q(X)) = 1, entén p(X)
divide r(X).

1.4. Raices de polinomios

Definicién 1.4. Un elemento k € K é un cero do polinomio f(X) se f(k) = 0. As
veces tamén se usa o termo radz.

Se L é un corpo de maneira que K C L, un polinomio p(X) € K[X] pddese ver de xeito
natural como un polinomio en L[X]; polo tanto, ten sentido falar das raices de p(X)
en L[X]. Por exemplo, dicimos que o polinomio X2 + 1 € R[X] ten raices +i € C, xa
que estamos considerando implicitamente que X2 + 1 € C[X] D R[X].
E habitual introducir a aplicacién lineal avaliacion en k, que denotaremos por avy e
que esta dada por

avy: K[X] — K, f(X)w— f(k).

Entén, k é un cero de f(X) se e soamente se f(X) estd no nucleo de avy.

Proposicién 1.5. Un elemento k € K é un cero de f(X) se e soamente se X —k divide

f(X).

Demostracion. Se f(X) = (X — k)q¢(X), avaliando en X = k temos que f(k) = 0.
Reciprocamente, suponamos que k € K é un cero de f(X), con f #0 (o caso f =0 é
trivial). Podemos considerar a divisién euclidiana e escribir f(X) = (X —k)-q(X) +r,
onde r € K. Avaliando en X = k, temos que 0 = f(k) = r, co cal X — k divide
F(X). O

Definicién 1.5. Se f(X) = (X —k)"™-g(X), con ged(X —k, g(X)) = 1, diremos que k
é unha raiz de f(X) de multiplicidade m. Se m > 1, diremos que k é unha raiz miltiple.

Definicién 1.6. Un corpo K é alzebricamente pechado se todo polinomio f(X) non
constante ten unha raiz.

Enunciamos agora o conecido como teorema fundamental da dlxebra. As probas mais
sinxelas do mesmo usan a teoria da variable complexa (o teorema de Liouville) ou o
concepto de grao topoléxico. Por esta razon, imola omitir polo de agora.

Teorema 1.1. O corpo dos ntimeros complexos, C, é alxebricamente pechado.

Corolario 1.1. Os factores irredutibles dun polinomio f(X) € R[X] tefien grao como
moito dous.

Demostracion. Sobre os niimeros complexos, o polinomio f(X) ten tantas raices como
o seu grao. Imos demostrar que se X —« € C[X] é un factor irredutible, entén X —a €
C[X] tamén o sera; para iso, é suficiente con observar que

0= f(a) = fla) = f(a).
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Polo tanto, (X — a)(X — &) é un factor de f(X), que se pode escribir como
(X —a)(X —a)=X?—(a+a)X + aa € R[X].
Dividindo por este factor e iterando o proceso, concluimos a demostracién. O

O caso dos polinomios sobre Q é polo xeral mais complicado. Se un polinomio ten
coeficientes enteiros, diremos que é primitivo cando o maximo comun divisor dos seus
coeficientes é 1. Nese caso, cimprese que o polinomio é irredutible sobre Q[X] se e
soamente se o é tamén sobre Z[X] (é o conecido como lema de Gauss). En Z[X| podemos
aplicar os resultados habituais de divisibilidade; por exemplo, que un polinomio moénico
ten todas as stas raices entre os divisores do termo independente.

Proposicién 1.6. Se P(X) e Q(X) son dous polinomios primitivos en Z[X], entén
o seu produto P(X)Q(X) tamén é primitivo. En particular, un polinomio primitivo
f(X) € Z[X] é irredutible se, e soamente se, f(X) é irredutible en Q[X].

Demostracion. O produto de dous polinomios con coeficientes enteiros tamén ten co-
eficientes enteiros. Pomos P(X) = Y7 ja; X" e Q(X) = Y., b; X" Suponamos que
P(X)Q(X) non é primitivo, polo que existe un primo p que divide todos os coeficientes.
Sexa a, o primeiro coeficiente de P(X) que non é divisible por p (é dicir, ag, a1, ..., a,—1
son multiplos de p, pero a, non) e sexa b, o primeiro coeficiente de Q(X) que non é di-
visible por p. Entén, temos que o coeficiente con X" % en P(X)Q(X) é ZH—j:H—s a;bj;
porén, se 1 < r ou se j < s, o produto a;b; é multiplo de p. Temos unha suma na que
todos os sumandos salvo un, a,bs, son multiplos de p. Polo tanto, ese coeficiente non
pode ser multiplo de p, o que é unha contradicion.

Sexa f(X) € Z[X] de maneira que admite unha factorizacién en Q[X] da forma f(X) =
g(X)h(X), onde tanto g(X) como h(X) tenen grao maior ou igual que 1. Podemos
supor que ningtin dos polinomios ¢g(X) ou h(X) ten todos os coeficientes multiplos
dun mesmo nimero primo p: se todos os coeficientes de g(X) fosen multiplos dun
primo p, ese primo terfa que aparecer nalgin denominador de h(X), xa que en caso
contrario f(X) non seria primitivo; nese caso, podemos cambiar a factorizacién de f(X)
a f(X) = (9(X)/p)(ph(X)), e iterar o proceso ata que ningin dos factores de g(X) ou
h(X) fose divisible por ningin primo.

Sexan agora r e s 0s menores enteiros positivos de maneira que rg(X) e sh(X) estan
en Z[X]. En particular, temos que (rs)f(X) = (rg(X)) - (sh(X)). Se rs = 1, entén
r = s = 1 e a factorizacién é automaticamente en Z[X]. En caso contrario, sexa p
un divisor de rs. Procedendo como no pardgrafo anterior, se nin rg(X) nin sh(X) son
miultiplos de p, chegamos a unha contradicién. Suponiamos entén que rg(X) é multiplo
de p. Se r fose multiplo de p, (r/p) seguiria cumprindo que (r/p) - g(X) € Z[X], o
que serfa unha contradicién coa definicién de r; sendén, todos os coeficientes de g(X)
serian muiltiplos de p, e supuxemos que iso non ocorria. Polo tanto, ten que suceder que
rs = 1.

A outra implicacion é evidente, xa que calquera factorizacién dun polinomio primitivo
en Z[X] da lugar a unha factorizacién en Q[X]. O

Este resultado é especialmente ttil cando se combina con outros resultados de irredu-
tibilidade en Z[X], como o chamado criterio de irredutibilidade de Eisenstein, no que
a idea principal é reducir os coeficientes mdédulo un primo p.

Proposicién 1.7. Sexa p un primo. Sexa f(X) € Z[X] un polinomio ménico da forma
f(X)=X"+a, 1X" ...+ a1 X +ag, de maneira que p divide ag, a1, ..., a,_1, pero
p? non divide ag. Entén f(X) é irredutible.
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Demostracion. Imos proceder por reducién ao absurdo, e supor que f(X) = g(X)h(X),
onde g(X) e h(X) son polinomios ménicos non constantes. Escribimos f(X) para re-
ferirnos & reducién de f(X) médulo p, de maneira que f(X) € (Z/pZ)[X]. Polo tanto,

en Z/pZ)[X] tense a igualdade

e polo resultado sobre a unicidade da descomposicién en factores irredutibles tense
que cumprir que g(X) = X’ e h(X) = X/, onde i +j = n e i,j > 1. Polo tanto,
g(X) =X+ bilei_l +...+bye h(X) = X7 + ijlXj_l + ...+ cg, onde by e ¢y son
multiplos de p. Como se cumpre que ag = bgcg, sucede que ag é un multiplo de p?, que
é unha contradicién. Por conseguinte, f(X) é irredutible. O

Exemplo. Polo criterio de Eisenstein, o polinomio ménico p(X) = X3+5X2+10X +15
é irredutible en Z[X] xa que 5 divide todos os coeficientes (salvo o coeficiente princi-
pal) e 52 non divide o termo independente. Polo lema de Gauss, o polinomio tamén é
irredutible en Q[X].

Exemplo. O polinomio X% + 3X3 + 2X?2 + 1 ¢ irredutible en Z[X], xa que a sia
reducién médulo 2 correspéndese co polinomio X4 + X3 +1, que é irredutible. Isto é asf
xa que non ten factores de grao 1, e de ser produto de factores de grao 2 teria que ser
(X2 + X +1)?2 = X%+ X2 +1, dado que X2+ X +1 é o tinico polinomio irredutible de
grao 2 en (Z/27)[X]. Este exemplo ilustra que a técnica de reducir médulo un primo p
pode ser 1til tamén en casos nos que o polinomio non é Eisenstein.

O tltimo caso no que estaremos interesados é o dos polinomios con coeficientes en Z/pZ,
sendo p un numero primo. Non faremos ningin resultado xeral, pero si comentaremos
algiins exemplos que ilustran diferentes posibilidades.

Exemplo. O polinomio X*+3X?+2 € (Z/5Z)[X] ten as raices 2 e 3. Polo tanto, por
Ruffini, vemos que

X' 43X2 2= (X -2)(X —3)(X%?+2),

e o polinomio X? + 2 ¢ irredutible xa que non ten ningunha raiz.
O polinomio X* + 3X? + 2 € (Z/7Z)[X] factoriza como

X4 4+3X%24+2=(X24+1)(X%+2),

pero tanto X2 + 1 como X? + 2 son irredutibles.
O polinomio X4 + 3X? + 2 € (Z/17Z)[X] ten 4 raices: 4, 7, 10 e 13. Por conseguinte,

X' 43X%242=(X —4)(X - 7)(X —10)(X —13).

Un tipo de polinomios cos que se traballard con frecuencia son os da forma f(X) =
X™—1 € C[X]. Polo tanto, convén introducir a seguinte notacién.

Definicién 1.7. Unha raiz complexa ¢ do polinomio f(X) = X™ — 1 chédmase raiz
n-ésima da unidade. Se n é o menor enteiro positivo para o que (" = 1, dise que ( é
unha raiz primitiva n-ésima da unidade.

Exemplo. As raices cuartas da unidade son +1 e =+i, xa que son as soluciéns de
X* —1=0. Entre esas, as raices primitivas son =%i.
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Problemas

Problema 1.1. Determinar un polinomio p(X) € C[X] de grao minimo tal que X?+1 |
p(X)e X3+1|p(X)-1.

Solucién. Da primeira condicién temos que p(X) = (X2 +1)g(X). Da segunda, temos
que X3 + 1 divide (X2 4 1)g(X) — 1. Polo tanto,

(X2 +1)g(X) —1= (X +1)r(X).

Imos amosar agora tres maneiras distintas de resolver o problema a partir de aqui.

(i)

A partir da igualdade anterior, podemos aplicar a identidade de Bézout (algoritmo
de Euclides xeneralizado), dado que o problema consiste en encontrar polinomios
q(X) e r(X) tales que

(X224 1)g(X) - (X3 +1Dr(X) =1,

o cal vai ser posible dado que X2 +1 e X341 non tefien ningtin factor irredutible
en comun. Realizando a divisién euclidiana temos que

X+1=(X2+DX+(1-X), X’41=01-X)(-X—-1)+2,

co cal
2=X>+14+(1—-X)(X +1)
= X214+ ((X3+1) - X(XZ+ 1) (X +1)
=X+ DX+ D)+ (X2+1D)(-X? - X +1).
Dividindo por 2 e reordeando os termos quédanos que
~X?2-X+1
2

—X—l).

(X2+1)-< 5

)-1=(x* 1) (
Polo tanto, o polinomio buscado é

X4 X3 - X+1
5 )

p(X) =

Observamos tamén que ¢(X) (e polo tanto p(X)) non pode ter grao menor, dado
que calquera outro que cumpra a ecuacién seria da forma % + a(X) -
(X3 +1), con a(X) € K[X], e se a(X) # 0 o polinomio sempre serd de grao polo
menos 3. Isto proba ademais que o polinomio que achamos é o tinico de grao 4
que cumpre a condicién.

Na ecuacién (X2 +1)q(X) —1 = (X3+1)r(X), o lado esquerdo ten que se anular
nas rafces de X2 +1 = (X +1)(X? - X +1) = (X + 1)(X + &)(X +§), con
¢ = HT‘/_T)’ Impondo estas condiciéns, e usando que &2 = £ — 1, resulta que
2q(=1) =1, §q(§) =1 e £q(&) = 1.

Dado que temos tres condicions, imos comezar buscando un polinomio de grao 2
(tres graos de liberdade). Pomos q(X) = aX? + bX + c. Impondo a condicién en
£ e &, temos

Eb+c)—(a+b)=1, &b+c)—(a+b)=1.
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Restando as duas ecuaciéns, (b+¢)(§ —&) = 0, co cal vemos que b+ ¢ = 0, e polo
tanto a +b = —1. A condicién en —1, & sta vez, dinos que 2a — 2b+ 2¢ = 1. Polo
tanto,
20 —2b+4+2c=1
b+c=0
a+b=-1.

Isto dinos que (a,b,c) = (—1/2,-1/2,1/2). Polo tanto, ¢(X) = % e

— Xt X3 X +1

p(X) = 5

Resulta doado comprobar que non existe ningin ¢(X) de grao 1 que cumpra a
condicion.

(iii) Por tltimo, podemos escribir
(aX?+bX +¢)(X*+1) —1=(X?+1)(aX +d)

e resolver o sistema de catro ecuaciéns, obtendo o mesmo resultado e sen usar
explicitamente nin a identidade de Bézout nin propiedades sobre os nimeros
complexos. Neste caso, observamos tamén que non é posible que ¢(X) tena grao
1. De ser asi,

(aX +b0)(X?+1)—1=c(X3+1).

De aqui, c =a,b=0,a =0eb—1 = ¢, que é un sistema incompatible. Polo
tanto, o menor polinomio ten grao 4 e é o presentado nos paragrafos anteriores.

Problema 1.2. Se p(X) € Z[X] e p(r/s) = 0, con (r,s) = 1, demostrar que r —s | p(1)
er+s|p(—1).

Solucién. Imos resolver o problema sen empregar directamente o Lema de Gauss,
senon adaptando a stia demostracion a este caso concreto. Da condicién do enunciado,

podemos escribir
p(X) = (X _ C)q(X) — M,

S S

onde ¢(X) € Q[X] (s6 podemos aplicar os resultados de divisién sobre polinomios en
Q, non en Z). Sexa M > 1 o menor enteiro positivo tal que Mq(X) € Z[X], e ponamos
Mq(X) = by X" + bp_1 X" 1+ ...+ b1 X + bo. Entén,

Msp(X) = (sX —r)(bp, X" + ...+ by),

onde todos os b; son enteiros. Imos suponer que M > 1 e chegar a unha contradicién;
para iso, consideremos que ten un divisor primo ¢g. Observemos que se ¢ divide todos os
b;, entén poderiamos cambiar M por M/q, o cal contradiciria a condicién de minimali-
dade sobre M. Do mesmo xeito ¢ non pode dividir simultaneamente r e s, dado que son
coprimos. Suponamos que ¢ 1 s, sendo o caso no que ¢ { r completamente anédlogo. Sexa
0 < k < n o maior enteiro tal que ¢ 1 bi. Se k = n, entén teriamos que o coeficiente en
X"t & sb,, que non é miltiplo de ¢, unha contradicién. M&is en xeral, o coeficiente
con X**1 & sby, — rbj,1. Pola definicién de k, temos que by é multiplo de ¢, e como
o coeficiente en X*+1 tamén o debe ser, sby, ten que ser miltiplo de g. Iso, porén, non
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é posible, dado que por construcién tanto s como by son relativamente primos con q.
Polo tanto, M =1 e ¢(X) € Z[X].

Agora as preguntas do enunciado son sinxelas. Avaliando en X = 1, temos que s-p(1) =
(s —1r)gq(1), que como ¢(1) é enteiro, é unha igualdade de nimeros enteiros. Temos que
r — s divide s - p(1), pero polo algoritmo de Euclides (s,r —s) = (r,s) = 1,0 cal r — s
divide p(1). Do mesmo xeito, avaliando en X = —1, temos que s-p(—1) = (—s—r)q(—1),
e novamente temos que 7 + s divide s - p(—1); como (s,7+s) = (r,s) = 1, r + s divide
p(=1).

Problema 1.3. Os seguintes apartados son independentes entre si.
(a) Descompoiier X4 + a? € R[X] en factores irredutibles.
(b) Descomponier (X + 1)" 4+ (X — 1) € C[X] en factores lineares.

(c) Demostrar que o polinomio X* — 9X?2 — 18X — 3 € Q[X] ¢ irredutible. Podemos
dicir o mesmo do polinomio X* —9X? — 18X — 9 € Q[X]?

(d) Demostrar que o polinomio X° 4+ X* —4X3 —3X%2 43X +1 € Q[X] é irredutible.

Solucién. (a) Suponamos sen perda de xeralidade que a > 0 (senén, cambidmolo
por —a), e sexa \/a a raiz cadrada positiva de a. Sobre os complexos, as raices do
; ; 3 5 7 . ;. o
polinomio son (gv/a, (5v/a, (v/a e ({v/a, onde (g é unha raiz oitava primitiva da
unidade. En concreto, (g = M Agrupando os factores conxugados, resulta
que

(X = Gov/a)(X — (IVa) = X2~ v2aX +a

(X — @Va)(X — §Va) = X* + V2aX +a.

Polo tanto, para un a xenérico,
X' +a® = (X* 4+ V/]20|X + |a])(X? = V/[2a]X + |a]).
(b) Pondo
(X 41" =—(X —1)" = ("/M"(X - 1)" = ("/"X — e™/™)",

temos dous nimeros que ao elevalos a n dan o mesmo. Polo tanto, o seu cociente
¢ unha raiz n-ésima da unidade, ¢é dicir,

X 41 =e¥mk/nEeriinx —emi/ny | =0,1,...,n—1.
Illando X, resulta

1+ e™i(2k+1)/n

—W, k‘z(),l,...,n—l.

Entén,
n—1 1 + emi(2k+1)/n
o emi(2k+1)/n _ 1)
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()

Para a primeira parte, a observacién clave baséase en que un polinomio con coefi-
cientes enteiros e relativamente primos entre si en Q[X] é irredutible se e soamente
se é irredutible en Z[X]. Por outro lado, se f(X) = g(X)h(X), podemos escribir
f(X) para a reducién médulo 3, e temos que

Neste caso, a reducién do polinomio médulo 3 é simplemente X*, co que de
existir unha factorizacién as correspondentes reduciéns serfan da forma X*, e en
particular o termo independente seria 0. Iso quere dicir que o termo independente
de g(X) e de h(X) é multiplo de 3, e o termo independente do polinomio orixinal
seria enton multiplo de 9, que non é posible.

Para a segunda parte, é suficiente con observar que

X' —9X% - 18X —9 = (X? +3X +3)(X? - 3X - 3).

Como no apartado anterior, é suficiente demostrar que f(X) ¢ irredutible sobre
Z[X]. Para iso, basta con encontrar un primo p de maneira que f(X) sexa irredu-
tible en Fp,[X]. Imos considerar p = 2. Como f(X) é de grao 5, se fose reducible
necesariamente a sda descomposicion ten que contar un factor de grao 1 ou de
grao 2. E inmediato comprobar que o polinomio non é divisible nin por X nin
por X + 1, dado que f(0) = f(1) = 1. Imos comprobar que f(X) tampouco é
divisible polo tinico polinomio irredutible de grao 2, X2 + X + 1; se o fose,

X+ X'+ X2+ X +1=(X?+ X+ 1)(X3 +aX? +bX + o).

Igualando termos, vemos que a = 0, b = 1 e ¢ = 0, pero iso é incompatible coa
igualdade de termos independentes. Por tanto, f é irredutible en F3[X] e tamén

en Q[X].

Problema 1.4. Un numero o € C chamase alxébrico se existe un polinomio ménico
p(X) € Q[X] de maneira que p(a) = 0.

(a)

(b)

7 3 7’ .
Probar que os ntimeros \@, V3 + 1, 5 — 3, V2 + /3 son alxébricos e encontrar
un polinomio con coeficientes racionais do cal sexan ceros.

Demostrar que para todo nimero alxébrico « existe un tnico polinomio monico
de grao minimo p(X) € Q[X]| de maneira que p(a) = 0. Demostrar que calquera
outro polinomio ¢(X) tal que ¢(a) = 0 cumpre que ¢(X) = p(X)a(X), para algiun
a(X) € Q[X]. Para os nimeros do apartado (a), cal é ese polinomio p(X)?

Solucién. (a) No caso de v/2 consideramos X2 — 2. Para a = v/3 4 1, pomos a —

1 = V3 e elevamos ao cadrado, obtendo a? — 2o — 2 = 0, co cal o polinomio
é X2 —2X — 2. Do mesmo xeito, se f = /5 —3, B+ 3 = /5 e elevando ao
cubo 33 4+ 962 4 278 +22 = 0, co cal o polinomio é X3 + 9X?2 + 27X 4 22 = 0.
Por tdltimo, se v = V2 + \/g, pomos vy — V2 = /3 e elevando ao cadrado temos
72 — 1 = 24/27; elevando novamente ao cadrado, v* —10y2 41, co cal o polinomio
buscado é X% — 10X?2 + 1.

Sexa « un numero alxébrico e p(X) un polinomio de grao minimo con p(«) = 0.
Sexa ¢(X) outro polinomio con ¢(a) = 0. En Q[X] aplicamos o algoritmo da

)
divisién, e podemos escribir ¢(X) = p(X)a(X) + b(X), con b(X) de grao menor
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ao grao de p(X). Avaliando en X = a temos que ¢(«a) = p(a)a(a) + b(«), e como
g(a) = p(a) = 0, ten que ser b(a) = 0. Polo tanto, b(X) serfa un polinomio de
grao menor a p(X) que anula a, o cal non é posible.

No caso do apartado anterior, os polinomios que demos son xa os de menor grao.
En case todos os casos é un comprobacion rutineira ver que non hai ningun de
grao menor; imos traballar o caso de X% —10X?2 + 1, que é o menos sinxelo. Para
iso, € suficiente ver que o polinomio é irredutible en Z. Como os tnicos divisores
do termo independente son +1 e ningin é unha raiz, non pode haber factores
lineais. De haber factores de grao 2, sucederia que

(X' —10X%241) = (X2 + aX + b)(X? + X +d),

con a,b,c,d € Z. Polo tanto, ou b =d =1 ou b =d = —1. Como o termo en
X3 é0, a = —c; considerando o termo en X2, temos que b+ d — a® = —10, co
cala? =104+b+d. Seb=d=1,a°>=12;ese b=d = —1, entén a®> = 8. En
ningun dos casos ¢ posible por tanto ter unha factorizacién en Z[X], e iso conclie
o problema.

Problema 1.5. Consideremos o polinomio P(X) = X* + 4. E P(X) irredutible en
Q[X]? Dar a factorizacién de P(X) en (Z/5Z)[X].

Solucién. En primeiro lugar observamos que o polinomio non ten raices enteiras, xa
que estas estarian entre os divisores do seu termo independente. Buscamos polo tanto
factorizacions da forma

Xt 44=(X?4+aX +b)(X*+cX +4d).
Igualando termos, quédanos que unha solucién posible é
Xt 4= (X?420+2)(X? - 22 +2).

Por conseguinte, P(X) non é irredutible. En (Z/5Z)[X], temos que os nimeros 1, 2, 3
e 4 son rafces, xa que 14 +4 =5, 24 +4 =20, 3% + 4 = 85 e 4* + 4 = 260. Polo tanto,

X' 44 = (X -1)(X —-2)(X —3)(X —4).

Problema 1.6. Consideremos o polinomio P(X) = X® — 1. Dar a factorizacién de
P(X) en C[X], en R[X] e en (Z/3Z)[X].

Solucién. No caso de C, temos directamente que

7
X8 —1=[[(x e,
k=0
onde ¢ = 1—\7; é unha raiz primitiva oitava da unidade.
No caso de R, temos dous factores de grao 1, X — 1 e X + 1, e tres factores de grao
2 que se obtefien agrupando os factores complexos correspondentes a raices complexas
conxugadas. Como (X —i)(X +i) = X2+ 1e

<X_i;2“'> (X_ii/;) = X2FV2X 41,
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concluimos que
X 1= (X - DX +D(X2+1)(X? = V2X +1)(X2 +V2X +1).
Finalmente, en Z/3Z, comezamos empregando as identidades notables e temos que
X8 —1=(X-D(X+D)(X*+1)(X*+1).

O polinomio X? +1 é irredutible xa que non ten raices. O polinomio X* + 1 tampouco
ten raices, pero cémpre analizar se factoriza ou non como produto de dous polinomios
de grao 2. Impondo que

X' 41=(X*+aX +b)(X?+cX +d)
e resolvendo o sistema, vemos que X% + 1 = (X? + X + 2)(X? — X + 2), polo que
XP-1=(X-DX+DX*+ DX+ X +2)(X* - X +2).

Problema 1.7. Sexa p un nimero primo, e consideramos o polinomio ¢(X) = XP — X.
Factorizar ¢(X) en (Z/pZ)[X].

Solucién. Polo pequeno teorema de Fermat, sabemos que a?~! = 1 (mdéd p) para
todo enteiro a relativamente primo con p. Multiplicando por a, temos que a? = a
(méd p). Esta congruencia tamén é certa para a = 0 (mdd p), xa que ambos lados
son congruentes con 0. Polo tanto, os elementos 0,1,...,p — 1 son todos eles raices de
XP— X. Iso quere dicir que X(X —1)--- (X —(p—1)) é un divisor de X? — X. Porén, se
un polinomio ménico divide a outro polinomio ménico do mesmo grao, necesariamente
tefien que ser iguais. Concluimos, polo tanto, que

XP—X=XX-1)---(X—=(p—-1)).
Problema 1.8. Determinar se as seguintes afirmaciéns son verdadeiras ou falsas.

(a) Un polinomio de grao 3 en Q[X] é irredutible se, e soamente se, non ten ningunha
raiz.

(b) Sexa m un nimero enteiro positivo. Un polinomio con coeficientes en Z/nZ ten,
como moito, tantas raices como o seu grao.

(c) Un polinomio en Q[X] sempre descompén en produto de polinomios irredutibles
de grao 1 ou de grao 2.

(d) Para todo ntimero primo p, o nimero de polinomios ménicos irredutibles de grao
2 en (Z/pZ)[X] ¢ KL,

(e) Existe un polinomio p(X) € Z[X] de xeito que

X0 =1+ (X — 1)(X — 2)(X — 3)(X — 4)(X — 5)(X — 6) + Tp(X).
(f) Non existe ningtin polinomio P(X) € Q[X] de xeito que

P(X)=X?  (méd X2 +X),
P(X)=2X  (méd X? - X).
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Solucién. (a) Verdadeira. Se un polinomio f(X) non é irredutible, entén f(X) =

g(X)h(X), onde g(X) e h(X) son polinomios non constantes. Entén, o grao de f
¢ a suma dos graos de g e h, e como dita suma é 3 e ambos son maioires que 0,
un deles terd necesariamente grao 1.

Falsa. En Z/6Z, o polinomio (X — 2)(X — 3) ten grao 2, pero ten 4 raices: 0, 2, 3
e 5. Outra opcién é considerar, por exemplo, o polinomio X? — 1 en (Z/87Z, que
ten as raices 1, 3, 5 e 7.

Falsa. O polinomio X3 + 2 é irredutible porque é 2-Eisenstein.

Verdadeira. Un polinomio ménico de grao 2 é da forma X2 4 aX + b, polo que
hai p - p = p? en total. Os redutibles son os que tefien unha raiz dobre, un total
de p; ou duas raices diferentes, un total de (g) Polo tanto, o niimero de ménicos

irredutibles é
2y (PY= (P _plp—1)
2 2 2 '

Verdadeira. Tense que, en (Z/7Z)[X], X% — 1 ten as raices 1, 2, 3, 4, 5 e 6, polo
pequeno teorema de Fermat. Polo tanto, a diferenza

X0 -1 —(X - 1)(X —2)(X = 3)(X —4)(X —5)(X —6)
¢ un polinomio en 7Z[X].

Falsa. A primeira condicién implica que se ten P(X) =0 (méd X) e P(X) =1
(méd X +1); a segunda, que P(X) =0 (méd X) e P(X) =2 (méd X —1). Polo
tanto, obtense o sistema de congruencias

P(X)=0 (méd X),
P(X)=1 (méd X + 1),
P(X)=2 (méd X —1);

como os polinomios X, X +1 e X — 1 son coprimos dous a dous, polo teorema
chinés do resto, hai solucién.



Capitulo 2

Aplicaciéns multilineais e
determinantes

Sexa K un corpo e E un K-espazo vectorial de dimensién n con base B = {v1,...,v,}.
O espazo dual de E, que denotamos como E*, é o conxunto das aplicaciéns lineais
f: E — K. A base B podémoslle asociar unha base do espazo dual, B* = {v],..., v},

que cumpre v} (vj) = J;;, onde §; ; é a delta de Kronecker, que vale 1 se i = j e 0 no
resto dos casos.

O obxectivo central deste capitulo é dar unha definicién conceptual do determinante,
impondo que cumpra determinadas condiciéns relativas & multilinealidade e 4s permu-
tacions de filas ou columnas. Para iso, deberemos desenvolver os conceptos de aplicacion
multilineal e grupo simétrico.

2.1. Aplicacions multilineais

Imos comezar este tema traballando unha xeralizacién da nocién de espazo dual.

Definicién 2.1. Unha aplicacion p-lineal ou tensor p-covariante de E é unha aplicacién
fiEx Y xE—K

que é lineal en cada unha das p componentes.

O conxunto das aplicaciéns p-lineais denétase como L,(EP, K) ou simplemente T, (E).
No caso p = 1, recuperamos o espazo dual: T1(E) = E*.

E sinxelo ver que a suma de dias aplicaciéons multilineais tamén o é, e o mesmo sucede
para o produto por escalares. Polo tanto, T),(E) ten estrutura de espazo vectorial. Ese
é o contido da seguinte proposicion.

Proposicién 2.1. O conxunto dos tensores p-covariantes, T,(E), ten estrutura de
espazo vectorial.

Demostracion. Cémpre ver que dadas ¢, € T,,(E) e A € K, tanto ¢ + 1 como Ag son
elementos de T),(F). Imos comprobar unicamente o caso de ¢ + v, dado que o outro é
totalmente andlogo.

35
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A sia vez, ver que @ + 1 é multilineal require ver que respecta as sumas e os produtos
por escalares en cada variable. Para a primeira, observamos que

(<p+¢)(931,...,xi+:c;,...,a:p)ch(xl,...,z:iJr:L";,...,mp)

+ (w2, )
= gO(ﬂfl, y L, 71"13) + @(-Th ,Ié, ’-Tp)
+¢(x17 s Ly ,.'Bp)‘i‘d](l’l, 7:1:/i7 7xp)

A primeira igualdade séguese da definicién de ¢ + 9; a segunda da linealidade de ¢ e
1; e a terceira da propiedade conmutativa de K e novamente da definicion de ¢ + .
A segunda comprobacién faise do mesmo xeito, observando que

(V) @1, .. 1Ty xp) = P(T1,y ooy BTy oo, Tp) + (21, iy Tp)
:/L'(p(xl7"'axi""7xp)+M'¢($17"'al‘i""7$p)
=p-(p+v)@1,...,Ti. .., Tp).

O]

Ademais, dadas duas aplicaciéns multilineais, tamén é posible definir o seu produto. E
o chamado produto tensorial.

Definicién 2.2. Sexa f € T,(E) e g € T,(E), con p,q > 0. O produto tensorial de f e
g, que denotamos por f ® g, é a aplicacién

f@g:EY xExE-'"xE—K

que cumpre que, se £ = (z1,...,2p) € EP ey = (y1,...,Yq) € E9, entén (f@9)(x,y) =
f(@)g(y).

O seguinte resultado baséase nunha comprobacion rutineira.
Proposicién 2.2. O produto tensorial ¢ ® 1) é un elemento de Tj,14(E).

Demostracion. Hai que comprobar que ¢ ®1 respecta a suma e o produto por escalares
en cada unha das variables. Faremos unicamente a comprobacion para a suma, dado
que a outra faise seguindo o mesmo razoamento. Sen perda de xeneralidade, imos
comprobar a bilinealidade na componente i-ésima, supondo que 1 < ¢ < p, sendo o
caso p+ 1 < i < p+ g completamente andlogo.

(g0®¢)(a:1,...,xi+:1:;,...,:cp+q) = o(z1,... a:i+x;,...,xp) “Y(Tpt1s - Tpiq)

= (o(T1, . Tiy ooy xp) F (@1, T Tp)
“P(Tp41, - Tpt)

=(p®Y)(T1,. .., Tis ..., Tpiq)

+ (@ ¥)(21,. .., /v <> Tptq)-

A primeira igualdade séguese da definicién de ¢ ® 1; a segunda da linealidade ¢; e a
terceira da propiedade distributiva de K e novamente da definiciéon de ¢ ® 1. ]
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Un dos exemplos méis importantes ocorre cando f,g € E* = T1(F). Entén, f®g: E x
E — K é aaplicacién lineal dada por (u®wv)(z,y) = u(x)v(y), e é un tensor 2-covariante.
Estes obxectos seran estudados con méis detalle en capitulos posteriores.

Observacion. O produto tensorial non é conmutativo. Por exemplo, se F ten dimen-
sién 2, podemos considerar f = v] +v; e g = v]. Entén, (f ® g)(vi,v2) = 0, pero
(g ® f)(v1,v2) = 1. Polo tanto, f ® g e g ® f son dous elementos diferentes de T5(F).

Porén, o produto tensorial si é asociativo e cumpre tamén a propiedade distributiva.
Imos resumir algunhas das stdas propiedades, cuxa comprobacion é inmediata. Sexan

[ eTy(E), 9.9 €eTy(E), he T,(E)e € K.
(a) (f®g)®@h=f®(g®h).
(b) (Af)@g=AMf®g)=f®(Ag)
€ fegtd)=fog+fagde(f+[)og=fog+[®g

O noso seguinte obxectivo é dar unha base de T),(E). Por simplicidade, imos comezar
traballando o caso no que E é de dimensién 2 e p = 2. Consideramos a base {v1,v2} de
E e imos considerar o seguinte conxunto de elemento de T5(E):

B = {v] @ v, v] ®@ v3,v5 @ v],v5 Q V3 }.

Para ver que B é base, cémpre ver que xeran o espazo T5(FE) e que son linealmente
independentes. Para ver que son xeradores, sexa f € T»(E). Entén

f(avy 4 bug, cvr + dvg) = acf(vi,v1) + adf (v1,v2) + bef (v, v1) + bdf (ve, ve).
Polo tanto, podemos pér
= flor,v1) v @07 + fv1,v2) - v] @3 + f(vz,v1) - v3 ®@ V] + f(v2,v2) - V3 ® V3.

Para ver que son independentes, procederemos por contradicion, supondo que temos
unha igualdade

@ =ai1-v] @V + a2 vy ® vy + a - vy @ V] + ax - vy ®vy = 0.

Considerando a avaliacién nos diferentes vectores da base, temos que ¢(vy,v1) = a1 =
0, p(v1,v2) = aj2 = 0, p(ve,v1) = az1 = 0 e (v2,v2) = azs = 0. Isto amosa que todos
os coeficientes da combinacién lineal son 0.

A demostracion esténdese de maneira inmediata ao caso xeral.

Proposicién 2.3. Sexa E un espazo vectorial de dimensién n e sexa {v1, ..., v, } unha
base stia. O espazo vectorial T,(E) ten dimensiéon nP e unha base estd dada polos
vectores

p

{03, ® -+ ®@v; bi<iy,...ip<n:

Demostracion. Dado un elemento f € T,(E), podemos escribir
P

f: Z f(Uil,...,’Uip)UZ@"'

1<i1,..ip<n

Qv

ip?
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co cal o conxunto proposto xera todo o espazo. De xeito similar, suponiamos que existe
unha combinacién lineal igual a cero da forma

— * p *
Y = E a/ily"'yip : Ui1® U ®vip =0.

1<i1,.oyip<n

Avaliando nas p-tuplas formadas por vectores da base, vemos que

0= Vi, i) = Gy,
co cal todos os coeficientes terian que ser 0. O

O seguinte obxectivo é definir o determinante, pero o espazo T,(E) resulta demasiado
grande para os nosos propésitos. Volvamos ao caso no que E ten dimensién 2 e p = 2.
Nese caso, T)(E) ten dimensién 4. O determinante vai ser, efectivamente, unha aplica-
cién multilineal D: F x E — K. Porén, imoslle esixir, polo menos, duas propiedades
adicionais:

(a) D(v,v) =0, para todo v € E.
(b) D(v,w) =—D(w,v), para calquera v,w € E.

De feito, ambas condiciéns son practicamente equivalentes, como recolle a seguinte
proposicién.

Proposicién 2.4. Sexa D € T),(E) unha aplicacién lineal que cumpre que D(v,v) =0
para todo v € E. Entén, D(v,w) = —D(w,v) para calquera v,w € E. O reciproco
tamén é certo se o corpo ten caracteristica diferente de 2, isto é, 2 # 0 en K.

Demostracion. Suponamos que D(v,v) = 0 para todo v € E. En particular, D(v +
w,v + w) = 0. Desenvolvendo a expresién temos que

D(v,v) + D(w,w) + D(v,w) + D(w,v) = 0.

Como os dous primeiros sumandos son cero por hipétese, cumprese que D(v,w) =

—D(w,v). Para o reciproco, suponamos que D(v,w) = —D(w,v) para todo v,w € E.
Collendo v = w, temos que 2D(v,v) = 0, que implica que D(v,v) = 0 sempre que a
caracteristica sexa diferente de 2. O

Estas condicions de linealidade e antisimetria simplemente expresan que o determinante
dunha matriz coas didas columnas iguais é igual a 0, e que permutar dias columnas
cambia de signo o determinante. Veremos que o conxunto das aplicaciéns multilineais
que cumpren estas ddas novas propiedades ten dimensién 1, co cal é suficiente dar os
valores de D sobre unha base ordenada (v, v2).

Para estender esta construcién, cémpre introducir o grupo de permutaciéns (grupo
simétrico) e o concepto de signo dunha permutacién.

2.2. O grupo simétrico

Definicion 2.3. Unha permutacion de p elementos é unha aplicacién bixectiva

s:{1,...,p} —{1,...,p}.

Ao conxunto destas permutaciéns chdmaselle grupo simétrico e denétase como Sy,.



2.2. O GRUPO SIMETRICO 39

Un elemento do grupo simétrico adoitamos representalo da forma

o ( 1 2 ... P )
s(1) s(2) -+ s(p)/)”
O nome de grupo simétrico vén do feito de que efectivamente, coa composicién, S, ten
estrutura de grupo. Se 0,7 € S, escribimos o7 := 0 o 7, e comprébase facilmente que

tamén é unha permutacion. A operacién é asociativa, ten elemento neutro (a identidade
t) e todo elemento ten inverso.

Proposicién 2.5. O grupo S, ten p! elementos.

Demostracion. Sexa o € Sp. O elemento o(1) pode ser calquera dos elementos do

conxunto {1,...,p}. Unha vez escollido este, o(2) pode ser calquera dos p—1 elementos
restantes; de xeito similar, o(3) non pode tomar nin o valor de (1) nin o de 0(2); e asi
ata chegar a o(p), para o cal s6 hai unha posibilidade. O

Os elementos mais importantes do grupo simétrico son os ciclos e as transposiciéns.

Definicién 2.4. Dados ay,ag, ..., ay elementos diferentes de {1,2,...,p}, denotamos
como v = (a1, ag,...,a,) € Sp & permutacion definida por

v(a1) = ag, y(az2) = as, ..., y(ar—1) = ar, v(a,) = a1, y(a) = a se a # a;.

Un elemento asi chdmase ciclo de lonxitude 7 ou r-ciclo. A stia lonxitude dendtase como

().

Proposicién 2.6. Calquera permutacién pédese escribir como produto de ciclos dis-
xuntos de maneira tnica (salvo a orde dos ciclos).

Demostracion. Sexa o € Sy, esexaaj € {1,...,p} un elemento calquera. Consideremos
a sucesién dada por a,4+1 = o(a,) para todo n > 1. Como os a; son elementos dun con-
xunto finito, chegard un momento no que se repitan. Sexa a,+1 = o(a,) o primeiro que
xa saise antes. Enton ten que ser necesariamente a,41 = a1, Xa que se a,+] = ag, con
2 <k <r,entén o(a,) = ar+1 = ar = o(ag_1); agora ben, como o é inxectiva, teriamos
que a, = ag_1, que sabemos que non é certo. Escribiremos v; = (aj,as,...,a,), que
cumpre 71 (a;) = o(a;) para todo i. Se os a; contenen todos os elementos de {1,...,p},
entén xa acabamos. En caso contrario, consideramos by € A,, diferente dos a; e proce-
demos como antes ata chegar a un ciclo 2 = (b1, ba,...,bs). Os ciclos son disxuntos, xa
que se bj = a;, entén by = 'y;_j (bj) = at79(bj) = o1 (a;) = A14i—j (méd r)» que é unha
contradicion. Iterando o proceso chegara un momento no que os ciclos conteran todos

os elementos de {1,...,p} e teremos unha expresién o = 741y - - -y, como produto de
ciclos disxuntos.

Para ver a unicidade, pofiamos o = y{7, -+ 7,,, con v} = (u1,us,...,u;). Podemos
suponer sen perda de xeneralidade que 7, contén u; e que v = (a,as,...,a,), con
a; = ug. Como v1(a1) = o(a1) = o(u1) = {(u1), vemos que os dous ciclos son o
mesmo. Iterando o proceso, concluimos que a descomposicién é tnica. O

Exemplo. Sexa

(1234567 809\
77\7 36 98 251 4 9

A sta descomposicién en ciclos dixuntos vén dada por o = (1,7,5,8)(2,3,6)(4,9), ainda
que tamén se poderia escribir o = (3,6,2)(5,8,1,7)(9,4).
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Definicién 2.5. Unha transposicion é un elemento de .S), que intercambia dous niimeros
e deixa fixos todos os demais.

Proposicién 2.7. Toda permutacién descompén como produto de transposiciéns.

Demostracion. Como toda permutacién descompdn como produto de ciclos, é suficiente
con ver que un ciclo v = (ay,as,...,a,) é un produto de transposiciéns. Iso pédese
conseguir pondo, por exemplo,
v = (a1,a2)(az,a3) - - - (ar-1, ar).
O

A seguinte proposicion establece que, ainda que a descomposicién en produto de trans-
posiciéns non ten por que ser unica, si o é a paridade do nimero de transposiciéns.

Proposicién 2.8. Sexan ¢ = o0109---0, = 7Ty Ts diuas descomposiciéons dunha
permutacion en produto de transposicions. Entén r e s tefien a mesma paridade.

Demostracion. Dada unha permutacién o, escribiremos N (o) para o nimero de ciclos
disxuntos nos que descompén, que é un enteiro ben determinado (isto incliie os ciclos de
lonxitude un). Para demostrar o resultado, facemos a seguinte observacién: se 7 é unha
transposicién, entéon N (7o) = N(o)+£ 1. Para iso, pomos 7 = (a, b) e cémpre distinguir
duas opciéns, segundo a e b estean no mesmo ciclo ou non. Se estdn no mesmo ciclo,
enton

TG = (a7b)(a7'"7x7bﬂ"'7y)72"'7k - (a7---ax)(ba---uy>72"'7ku
e o namero de ciclos aumenta en un; en cambio, se non estan no mesmo ciclo,

7o = (a,b)(a,...,x)(b,...,y)y3 vk = (ay..., 2, b, .. Y)V3 - Vi,
e o numero redticese en un.

Con esta observacién, podemos probar a proposicién. Como o, é unha transposicién,
N(oy) = p — 1. Polo tanto,

N(oy---0p)=p—7r (méd 2),
o cal mostra que p—r e p—s tefien a mesma paridade, e iso é suficiente para concluir. [
Exemplo. Consideremos a permutacién o = (1,7,5,8)(2,3,6)(4,9) do exemplo ante-
rior. Enton,

(L,5)o = (1,7)(5,8)(2,3,6)(4,9);
en cambio, cando consideramos dous elementos en ciclos diferentes,

(1,2)0 = (1,7,5,8,2,3,6)(4,9).

Definicion 2.6. Unha permutacién dise par ou impar segundo a paridade do ntimero
de transposicions nas que descompédn. O signo dunha permutacién o é +1 se o é par e
—1 se o é impar. Denotarase como sgn(o).

Outro concepto de interese para o estudo das permutacions é a orde.

Definicion 2.7. Sexa ¢ unha permutaciéon. A orde de o é o menor enteiro positivo r
tal que o” é a identidade.

Exemplo. O ciclo (1,2) ten orde 2 e o ciclo (1,2,3) ten orde 3. Mdis en xeral, o ciclo

(ai,...,a,) ten orde 7.
Se o =1 - -+ ¥+ é unha descomposicién de o en produto de ciclos disxuntos de lonxitudes
l1,...,4, entén a orde de o é o minimo comin multiplo dos #;. No exemplo anterior,

no que o = (1,7,5,8)(2,3,6)(7,8), temos que a orde é lem(4, 3,2) = 12.
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2.3. Aplicaciéons multilineais antisimétricas
Despois da discusion sobre o grupo simétrico, podemos volver a discusiéon sobre apli-

caciéns multilineais. Dado un elemento o € S, e f € T,(FE) escribiremos o - f para
referirnos ao elemento caracterizado por

(o f)x1,...,zp) = f(xgy, .. s T (p))-

Definicién 2.8. Sexa f € T,(E). Dise que f é simétrico se, para toda permutacién
o €Sy setenqueo- f=f,¢édicir,

f(x(f(l)7 ce 7:1;0'(p)) - f(xl, NN ,.Tp).

Do mesmo xeito, dise que f é antisimétrico se, para toda permutacién o € S, se ten
que o - f =sgn(o)f, é dicir,

f(@a(iys - Ta(p)) = sgn(o) f(x1,. .., 2p).

Chamamos Sp(E) C T,(E) ao conxunto dos tensores p-covariantes simétricos e A,(E) C
T,(E) ao conxunto dos tensores p-covariantes antisimétricos.

Proposiciéon 2.9. Suponamos que K é un corpo de caracteristica diferente de 2 e que

E é un K-espazo vectorial. Se f € A,(E) e vq,...,v, € E, cimprense as seguintes
propiedades:

(a) f(ur,..., 050,05, 0p) = —f(V1, .., Vs oo, Uiy oo, Up).

(b) Se un vector v; =0, entén f(vi,...,v;,...,v,) =0.

(c) Se v; = vj, entén f(vi,...,v5,...,0j,...,0p) =0.

(d) Sev; = Zi# a;v;, entén f(vi,...,vj,...,v) = 0.

Demostracion. A primeira propiedade é consecuencia de aplicar a definiciéon de forma
alternada cunha transposicién. A segunda séguese da linealidade de f, mentres que a
terceira é consecuencia directa de aplicar a propiedade (a). Finalmente, (d) demdstrase
combinando a linealidade de f coa propiedade (c). O

Cando un tensor f cumpre a propiedade (c), dise que é alternado. Como xa vimos, se a
caracteristica do corpo é distinta de 2, ambos conceptos son equivalentes; polo tanto, en
diferentes contextos falaremos de tensores antisimétricos e alternados como conceptos
equivalentes. Ademais, alternado implica antisimétrico, polo que é habitual traballar
con esa condicién.

Se E ten dimensién n, imos estudar as aplicaciéns multilineais alternadas de T,,(F),
isto é, as aplicacions multilineais F x SOXE S5 K que cumpren a condicién sobre o
signo presentada na definicién anterior.

Proposicién 2.10. O espazo A,(E) ten dimensién 1, isto é, dada unha aplicacién
D € A, (F), esta queda determinada polos valores que toma sobre unha base ordenada
(v1,...,v,) de E.
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Demostracion. Imos comezar vendo que unha aplicacién D € A, (F) queda determi-

nada polos seus valores sobre unha base ordenada. Para iso, consideremos vectores
n 7

(U, up), con u; = 35 a;;vj. Entén,

n n
D(ul,...,un):D E aljlvjl,...,g an]’n’t)jn

j1=1 jnzl
n
= E D(aljlvjl,...,anjnvjn)
Jise-sgn=1
n
= Y ayan, D(v, ).
j17“"jn:1
Ainda que os subindices ji,. .., j, poden tomar calquera valor en {1,...,n}, o suman-

do sempre se anulard se dous deles son iguais. Polo tanto, podemos sumar sobre as
permutacions de S, e obtemos a igualdade

D(uy,...,u,) = Z sg(0)a15(1) "+ * Ano(n)D(V1, - - - Un).
oESh

Polo tanto, de existir algunha aplicacién D € A, (E) con D(vy,...,v,) =k, parak € K,
a Unica posibilidade seria

D(u, ... up) =k - E Sgn(a)ala(l) © Qo (n)-
O'ESTL

Chamaéamoslle Dy, a esta aplicacién. Polo de agora, estableceuse que hai, como moito,
unha aplicacién multilineal antisimétrica que toma o valor k£ sobre a base. Queda por
comprobar que esta aplicaciéon cumpre tédalas propiedades que se esixen.
Imos empezar vendo que Dy, € A, (FE), o que é unha comprobacién inmediata vendo que
respecta a suma en cada coordenada, o produto por escalares e que aplicar unha permu-
tacién sigma multiplica o valor por sgn(o). Comezaremos comprobando que respecta a

. .o /! ! n .
suma, considerando que na coordenada i-ésima pomos u; + u;, onde u, = > =1 bijvj:

D(uy,... ui + 1. un) =k > sgn(0)aiaa) - (Giggi) + biogi)) * * Ano(n)
O'ESn
que é precisamente D(u1, ..., U, ..., up) +D(u1,...,ul, ..., u,). A comprobacién para
o produto por escalares é a mesma. Finalmente, temos que

(TD)(ula SRR un) = D(“T(l)? SRR uT(n))
=k- Z Sgn(a)aﬂ'(l)a(l) ©Qr(n)o(n)

gESy
=k- Sgn(T) Z Sgn(UT_l)alanl(l) ©Qpor—1(n)
O'eSn
= sgn(7)D(ug, ..., up).

Polo tanto, probamos que
K — A,(E), kw Dy

é un isomorfismo de espazos vectoriais: non pode haber dias aplicaciéns en A, (F)
para as cales a avaliacién en (v1,...,v,) dea k (é dicir, a aplicacién é inxectiva), pero
si construimos explicitamente unha que funciona, a que chamamos Dy, (a aplicacién é
entén sobrexectiva). Polo tanto A, (E) ten dimensién 1, como queriamos ver. O
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Ao valor D(uq,...,uy) construido na proba do resultado anterior chamarémoslle valor
do determinante dos vectores uy, ..., u, na base B, = {v1,...,v,}. Da demostracién,
séguese que o resultado de aplicar unha aplicacién multilineal non nula D € A, (F)
sobre n vectores é distinto de 0 se e soamente se estes forman unha base.

2.4. Determinantes

Nesta seccion, imos definir primeiro o determinante de n vectores, e logo estendemos
de xeito natural ese concepto ao caso dunha matriz ou dun endomorfismo.

Definicién 2.9. Sexa E un K-espazo vectorial de dimension n e base B, = {v1,...,v,}.
O determinante é a Unica aplicacién n-multilineal alternada que vale 1 ao avaliala en
(V1,...,0p).

De xeito equivalente, se uq,...,u, son n vectores de E, con u; = Z?Zl a;jvj, o seu
determinante na base B, é

det(uh cee 7un) = Z Sgn(a)ala(l) © pg(n)-
(Ui) O'ESn

Observamos tamén que a aplicacién
An(E) — K, D~ D(uy,...,up)

é lineal e bixectiva, dando lugar a un isomorfismo de espazos vectoriais de dimensién
1. Séguese, do feito de que D € A, (F) estea determinada polos valores que toma sobre
unha base ordenada, que o determinante de n vectores é 0 se e soamente se estes son
linealmente dependentes. O determinante tamén cumpre o resto de propiedades que
estudamos para as aplicaciéns multilineais alternadas.

Ao longo desta seccién, sexa A = (a;j) € M, (K) unha matriz n x n con entradas nun
corpo K.

Definicién 2.10. O determinante de A, det(A), definese como

det(A) = ) sg0(0)a10(1)320(2) * ** Ano(n)-
oESy

Sexa E = K"; escribindo a; = Z?Zl ajivj, temos que det A = det,,(a1,...,an), isto
é, o determinante dunha matriz coincide co determinante dos n vectores columna con
respecto &4 base candnica. Observamos que seria posible ter introducido directamente
o determinante dunha matriz deste xeito, sen a discusion previa sobre aplicacions al-
ternadas, pero pensamos que este acercamento permite entender mellor o porqué da
definicién.

Imos definir por tltimo o determinante dun endomorfismo f: E — FE de xeito que non
dependa da eleccién dunha base. Para iso, recordamos que a aplicacion lineal f induce
unha aplicacién dual f* de xeito que, dada w: E — K, pddeselle asociar f*(w): E — K
definida por f*(w) =wo f.

De xeito andlogo, para todo tensor n-covariante alternado D, a aplicacién

fXD): Ex " xE — K (u1,...,un) — D(f(u1), ..., f(un))
é un tensor n-covariante alternado. Temos polo tanto unha aplicacién

que ¢ lineal, e que de feito para n = 1 coincide coa aplicacién dual. Como A, (F) é un
espazo vectorial de dimensién 1, f* é un multiplo da identidade, isto ¢ f* =d-I4, (g)-
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Definicion 2.11. O determinante do endomorfismo f é a razén d que fai que a igual-
dade f* =d-I4, (g sexa certa, isto é, f* = (det f) - Id 4, (g)-
Fixemos B = {vi,...,v,} unha base de E e un tensor n-covariante alternado D # 0.

Temos que f* = (det f)L,, polo que f*(D) = (det f)D, e polo tanto
FDY o1 00) = DU 0) o f(00)) = det( (), S0 Dl ).

Observamos que no ultimo paso empregamos a mesma idea que ao demostrar que
D(uy,...,u,) determina unha aplicacién multilineal alternada. De aqui concliese que
det f = det(,,)(f(v1),..., f(vn)), e como este cilculo funciona independentemente da
base escollida, deducimos que o determinante do endomorfismo coincide co determi-
nante da matriz en calquera base.

2.5. Propiedades dos determinantes
Hai algunhas propiedades habituais dos determinantes que son evidentes pola sia de-
finicién como forma bilineal alternada.

(a) O determinante obtido ao multiplicar unha columna dunha matriz por un escalar
A € K é o determinante inicial multiplicado por .

(b) O determinante non cambia cando a unha columna lle sumamos un multiplo
doutra columna.

(¢) Ao permutar dias columnas o determinante cambia de signo.

Imos comezar probando unha proposicion doada, pero que non resulta completamente
inmediata a partir da construcién.

Proposicién 2.11. Sexa A' a matriz trasposta de A. Entén, det A = det A’

Demostracion. O resultado é consecuencia da seguinte cadea de igualdades:

det A = Z Sgn(a)ala(l)a20(2) *Qpo(n)

oESy

- Z Sgn(g)a0*1(1)1a0*1(2)2 ©Qo—1(n)n
O'ESn bl

= ) sgn(T)ar(1)18r2)2 Cr(nyn
TGS’n

= det A?

onde a segunda igualdade séguese de reordenar o produto en orde crecente de columna
e a terceira é consecuencia de sgn(o) = sgn(oc™1). O

A definicién que demos non é demasiado eficaz para o calculo de determinantes, e é mais

habitual usar a chamada regra de Laplace. Para presentala, sexa A e M,_;(K)

a matriz obtida eliminando a fila r-ésima e a columna s-ésima. Sexa tamén a), =
I

(1)t det (A=),

Proposicién 2.12. Tense que

zn: . det A sei=yj,
Aik Q) = . .
P / 0 se i # j.
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Demostracion. ITmos comezar co caso i = j. Sexa o3 € S, o ciclo dado por (¢t +
1,...,n),onde 1 <t <n (en concreto, o4(t) = t+1, o¢(t+1) = t+2 e asi ata o¢(n) = t).
(r;s)

Entén, sgn(o;) = (—1)""*. Esta notacién permitenos escribir A = (a;;”"), onde

(rs) _
ij = Qo (i)os(h)
Facemos a seguinte observacion. Identificando S, 1 ~ {0 € S,, | 0(n) = n}, hai unha
bixeccion

{c€S,|o(i) =k} > Sp1, o 7=0;" 00

A aplicacién estéd ben deﬁnidzli porque 7(n) = o, ' (o(05(n))) = o}, (0 (i)) = ak_l(k) =n;
por outro lado, 0 = oy7o; " ¢ a inversa da aplicacién, co cal é efectivamente unha
bixeccion.
Observamos agora que

det A = Z Sgn(a)ala(l)GZU(Q) © Qng(n)
oESy

= Z ik Z Sgﬂ(U)ala(l) s i—10(i—1)Fit+10(i4+1) *** Ana(n)
k=1

n
p— . _1 “ ..
= E aik g sgn(oy7o; )alo_kw;l(l) v (n)
k=1 TESH_1
n

(=D ai D> sen(T)as,)oer(1) ** Goyin—1)mpr(n-1)

k=1 TESn-1
n
_ _ )itk (i,k) (i,k)
=D (=) ai Z Sgn(T)alT(l)"'an—h(n—l)
k=1 TESH_1
n
= ajpay,.
k=1

Na terceira igualdade empregouse a substitucién o = o170, L. na cuarta, que o signo é
multiplicativo e que, polo tanto, Sgn(UkTO'i_l) = (—=1)"**sgn(r); por tltimo, a quinta é
consecuencia directa da definicién das matrices A®F),
Por outra banda, se ¢ # j, entén sexa B = (b;j) a matriz que é igual a A pero reem-
prazando a fila j-ésima pola i-ésima. Enton, polo apartado anterior,
n n
O=detB=> byby =Y anal,

k=1 k=1
onde usamos que sobre as entradas que non estdn na fila j-ésima as matrices A e B
coinciden. O

Exemplo. Imos considerar un exemplo da regra de Laplace para o calculo dun deter-
minante:

5 6
8 9

4 6

- = -34+12-9=0;

ol el o

1
4
- 78

co Ot N
O O W

en particular, poderiamos ter observado que o determinante era 0 sen facer ningin
célculo xa que a suma da primeira e da terceira columna coincide co dobre da segunda
columna (é dicir, hai unha relacién de dependencia lineal entre as columnas).
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Proposicién 2.13. Se f e g son dous endomorfismos de F e [ é o endomorfismo
identidade, ctiimprese que det(g o f) = det f - detg e detlp = 1. Do mesmo xeito,
dadas A, B € M, (K), con I, a matriz identidade, temos que det AB = det A - det B e
detl,, = 1.

Demostracion. Sexa D € A,(F) e sexan wi, ..., w, vectores arbitrarios de E. Entén

(go /) (D)(wi,...,wn) = D(g(f(w1)),...,9(f(wn)))
*(D)(f(’w )s oo S (wn))
(g*(D))(wh-- ywn) = ("o g") (D) (w1, ..., wn).

De aqui concluimos que (g o f)* = f* o g%, xa que (go f)* = det(go f)-Idy, (g e
frog® = (det f)-(detg)-Ida,(m)

No caso do endomorfismo identidade, temos que calcular o valor de I},(D) (w1, . .., wy),
pero é claro que coincide con D(wy,...,w,) = Iy, (g)(D)(w1,...,w,). Polo tanto,
Idy = 1d 4, (g), e usando a definicién de determinante temos o resultado do enunciado.
Unha vez temos o resultado demostrado para endomorfismos, é inmediato que tamén
se cumpre para matrices, dado que o determinante dun endomorfismo coincide co de-
terminante da matriz independentemente da base. O

A modo de notacién para capitulos seguintes, necesitamos facer a seguinte definicion.

Definicion 2.12. O conxunto das matrices n x n con determinante diferente de 0 e
entradas en K dendtase como GL,(K) e chdmase grupo lineal (de orde n). Tratase
dun grupo coa operaciéon dada polo produto de matrices. Cando n = 1, podemos pér
GL(K) = K*.

2.6. Rangos de matrices e sistemas de ecuaciéns

Sexa A unha matriz de tamano m X n e k un enteiro que cumpre 0 < k < min{m,n}.
Un menor de orde k de A é o determinante dunha matriz k£ x k obtida eliminando m —k
filas e n — k columnas de A. Recordamos que o rango de A é o maior nimero de filas
(ou columnas) que son linealmente independentes. Imos enunciar e probar o seguinte
resultado unicamente no caso de matrices cadradas, ainda que admite unha extension
natural a matrices non cadradas.

Proposicién 2.14. O rango dunha matriz cadrada A € M,,(K) é o méximo das ordes
dos menores non nulos de A.

Demostracion. Sexa r o rango da matriz, e sexan ji,...,j, as columnas coas que se
formou o menor, que identificamos con vectores a;,,...,aj,. Se p > r, os vectores son
linealmente dependentes e polo tanto un deles é combinacién lineal do resto; isto implica
que o determinante correspondente é cero.

Imos probar agora que hai un menor de orde r con determinante non nulo. Para iso,

consideramos r columnas que sexan linealmente independentes, a;, , ..., a;,, que existen
xa que o rango é r. Observamos agora que é posible escoller n — r vectores da base
canénica, €j, . ,,...,¢€j,, de maneira que {aj,,...,a;.,€j..,,-..,¢€j,} formen unha base

(isto é consecuencia do feito que r vectores linealmente independentes sé nos poden
permitir escribir como combinacién lineal deles un méximo de r vectores dunha base).
Polo tanto, o determinante dos vectores {a;,,...,a;,,€;. ,--.,€,} é distinto de cero.
Ademais, en cada unha das n — r columnas do final todos os elementos son cero, salvo
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un deles que vale 1. Se aplicamos a regra de Laplace ao calculo deste determinante
temos que coincide, salvo signo, co determinante r x r obtido ao eliminar das primeiras
r columnas as filas nas que algunha das n — r columnas finais tifia un 1. O

Imos agora enunciar e demostrar a regra de Cramer, que permite atopar as soluciéns
duns sistema de ecuaciéns.

Proposicion 2.15. Todo sistema lineal Ax = b de n ecuaciéns e n incégnitas, con
A € M, (K) invertible, é compatible determinado. As componentes z; da sia solucién

(x1,...,2,) € K™ estdn dadas pola férmula
det Az
T; =
" detA’

onde A; é a matriz A coa columna i-ésima cambiada polo vector b.

Demostracion. O feito de que o sistema sexa compatible determinado vén do feito de
que aigualdade Az = b é equivalente a x = A~1b, co cal a tnica solucién é precisamente
A7, Se x = (x1,...,2,) € a1,...,a, son as columnas de A, temos que o vector b se
escribe como z1aq + ...+ xna, = b. Polo tanto,

n
det(A;) = det(ay,...,a;-1, ijaj, i1y Qn)
j=1

n
= ZCE]' det(al, ey g1, aj, (7 P ,an)
j=1
= z;det(A),
onde usamos a definicién de A; e as propiedades dos determinantes. O

Observacién. Desde un punto de vista computacional, o calculo dos n + 1 determi-
nantes que se precisan para resolver un sistema por Cramer é moito mais custoso que
aplicar o método de Gauss.

Polo xeral, un dos nosos obxectos de interese van ser os sistemas lineais homoxéneos,
é dicir, nos que b = 0. Porén, especialmente no estudo da xeometria afin, ten sentido
considerar o problema xeral no que queremos resolver o sistema matricial Ax = b,
onde A € Myxn, T € Muxi € b € My,«1. En termos de operadores lineais, podemos
considerar que A é a matriz dunha aplicacién lineal

fi K" — K™, zw~ f(x).

Entén, a condicidon necesaria é suficiente para que o sistema tena algunha solucién é
que b € im(f), isto é, que para unha base {vi,..., v, } se cumpra

<f(vl)7 cee 7f(vn)ab> = <f(vl)7 cee 7f(vn)>

Se sabemos que o sistema ten algunha solucién, é dicir, b € im(f), podemos considerar
a aplicacién f do primeiro teorema de isomorfismo:

fo K™/ Ker(f) — im(f), [a] = [f(x)].

Se b € im(f) e f(xo) = b, calquera outra solucién de f(z) = b vird dada por x = z¢+v,
onde y € ker(f), isto é, o conxunto de soluciéns é zy + ker(f).
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2.7. Problemas
Grupo simétrico.

Problema 2.1.

_ (123456789 g
TT=\3 78945216 9
(12345678
27 \3 4168 275 8
_ (123456789 10\
99=\8 105249316 7 10

Calcular a descomposicién en ciclos disxuntos, unha descomposicién en produtos de

transposiciéns, a orde e o signo. Calculade tamén o199, 53°0 e o§11.

Solucién. Comezamos recordando que a orde dunha transposicién o é o menor enteiro
positivo n tal que o™ = ¢, onde ¢ é a identidade. A continuacién, para cada unha
das permutaciéns amosamos as descomposicions en ciclos disxuntos e en produto de
transposiciéns, asi como a orde e o signo.

= o1 = (1,3,8)(2,7)(4,9,6,5) = (1,3)(3,8)(2,7)(4,9)(9,6)(6,5). Orde 12. Signo +1.
oy = (1,3)(2,4,6)(5,8)(7) = (1,3)(2,4)(4,6)(5,8). Orde 6. Signo +1.

» 03 =(1,8)(2,10,7,3,5,4)(6,9) = (1, 8)(2,10)(10,7)(7,3)(3,5)(5,4)(6,9). Orde 6.
Signo —1.

Finalmente, calculamos as potencias que nos piden.

» Como 0}? =1d e 1000 = 83 - 12 + 4, temos que

0190 = %312 . 51 = ot = (1,3,8)%(2,7)%(4,9,6,5)" = (1,3,8).
= Como 0§ =1Id e 250 = 41 - 6 + 4, temos que
030 = 310 . 03 = 05 = (1,3)4(2,4,6)*(5,8)* = (2,4,6).
» Como 0§ =1d e 611 = 101 - 6 + 5, temos que

oSt = o016 52 — 52 = (1,8)(2,4,5,3,7,10)(6,9).

Problema 2.2. Demostrar as seguintes propiedades do signo.
a) Se ¢ é a identidade, entén sgn(c) = 1.

b) Se 7 ¢ unha transposicién, sgn(r) = —1.
(c

(
(
(d

)
)
) Se v = (a1,...,an) é un ciclo de lonxitude m, sgn(y) = (—1)™1
) sgn(oT) = sgn(o)sgn(r).

)

(e) sgn(o™") = sgn(o).
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(f) Fixada unha transposicién e, toda permutacién impar pdédese escribir como o
produto dunha permutacién par por €.

Solucién. (a) A identidade descompén como produto de 0 transposiciéns, que é un
nimero par, asi que o signo é +1.

(b) Unha transposicién é o produto dunha transposicién, que é un nimero impar, asf
que o signo é —1.

(¢) Observamos que v = (a1, a2)(ag,as) - (am—1,am), co cal v é o produto de m — 1
transposiciéns.

(d) Seoc =71y eT=20---0s, sendo y; e §; transposiciéns, entén a composicién
podese escribir como o7 = 1 - - - ¥,.01 - - - §s. Polo tanto, r 4+ s é par se e s6 se r e
s tenen a mesma paridade, ou o que é o mesmo, sgn(or) é +1 se e soamente se

sgn(o) = sgn(7).
(e) Polo apartado anterior, sgn(oco~!) = sgn(s) = 1.

(f) Sexa T unha permutacién impar, e sexa o = 7e. Polo apartado (d), o é par, e
climprese que oe = 72 = T.

Problema 2.3. Sexa n > 1 un enteiro. Demostrar que toda permutacion impar o € S,
se pode escribir como produto dunha transposicién e de ciclos de lonxitude tres. E tinica
esta descomposicion?

Solucién. Unha permutacién impar é produto dun nimero impar de transposiciéns.
Polo tanto, temos que

0 =T17T2 " T2k—1T2kT2k+1,

onde as 7; son transposicions. O produto de dias transposiciéns cun elemento en comin
son ciclos de lonxitude tres, xa que (a,b)(b,c) = (a,b,c). Se son disxuntas, entén

(a,b)(c,d) = (a,b)(b,c)(b,c)(c,d) = (a,b,c)(b,c,d).

Se aparellamos as 7; temos un produto de ciclos de lonxitude tres que deixa unha soa,
demostrando asi o resultado.
A descomposicién non é tnica. Por exemplo, pddese coller

(1,2,3,4) = (1,2)(2,3,4) = (1,2,3)(3,4).
Aplicaciéns multilineais.

Problema 2.4. Sexa F = R3. Probar que f : E x E — R a aplicacién definida por

f(z,y) = 221y3 — 3x2y3 + T2y1 — T3Y2

¢ multilineal (dito doutra maneira, ¢ un tensor 2-covariante). Expresalo na base {e] ®

* _ 4 £ * * kx4 A
ej}hi<ij<3, onde Be = {e1, €2, e3} ¢ a base canénica de E e B; = {e], €5, €5} é a stia base
dual. Encontrar a matriz de f na base B, definida como a que ten na entrada (7, j) o
valor f(e;,e;).

Solucién. Para ver que f é multilineal, compre ver que respecta a suma e o produto
por escalares en cada unha das variables.
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» Comprobacién de f(z +2',y) = f(x,y) + f(2',y):

fla 42 y) = 2(z1 + 27)ys — 3(x2 + 25)ys + (w2 + 25)y1 — (23 + 25)y2
= 211y3 — 3xay3 + Toy1 — T3Y2 + 20 Y3 — 3THY3 + THY1 — T3y
= f(z,y) + f(z'y).
» Comprobacién de f(Ax,y) = Af(z,y):

FQz,y) = 2(Az1)ys — 3(Az2)ys + (Az2)y1 — (Az3)y2 = A f(z, y).

» A comprobacién de f(z,y + ') = f(z,y) + f(z,y) é andloga 4 primeira.
» A comprobacion de f(z, A\y) = Af(x,y) é anédloga & segunda.
Na base candnica temos que
f=2e1®e3—3e3Qe3+e5 Q€] —e3@ ey,

o cal se comproba vendo que a avaliacién en calquera par (e;, e;) coincide coa dada no
enunciado.

A matriz dunha forma bilineal é a que ten por entrada (7, j) o resultado de facer f(e;, e;).
Neste caso temos

0o 0 2

1 0 -3

0 -1 0
Problema 2.5. Sexan u = {u1,...,un} e v = {v1,...,v,} bases do espazo vectorial E
conwj =), sju;. Seu” = (uj, ... ,un) ev* = (v],... ,vn) son as bases duais respectivas

e feTh(E)é tal que
F=2 djuf @us =) pigvi @},
4,3 4]

entén p;; = ZHS st )\kg

Solucién. Se v; = 3, stu;, temos que ut = 37, sJv}. Polo tanto,
f= Z Aoty ® uf
() o ()
_ Z (Z)\kgslsj)v ® vl
i

Igualando os coeficientes en v} ® v; para cada parella (i,7) tense a igualdade do enun-
ciado.

Problema 2.6. Sexa e = {e1,e3} unha base de R? e e* = {e},e5} a sta base dual.
Consideramos a aplicacién multilineal ¢ : R? x R? x R? — R definida por

p=eRe]Rel+e]ReI®e; —e]Re;Re] —e;Re] Vel +e5Res®e] +e5Re; R es.

Encontrar o((z1,22), (y1,12), (21, 22)). E ¢ un tensor simétrico?
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Solucién. Temos que

o((x1,x2), (Y1,y2), (21, 22)) = Z1Yy121 + T1Y122 — T1Y221
— T2Y121 + T2Y221 + T2y222.

En particular, ¢ non é un tensor simétrico. Se o fose, considerando por exemplo a
transposicién (2, 3) teriamos que (2,3)¢ = ¢, é dicir,

@((‘Tla 1‘2), (Zl’ ZQ)a (yla y2)) = (P((ﬁl, x2)7 (yl’ yQ)’ (Zlv 22))'

Isto non é certo; por exemplo, avaliando en ((1,0), (1,0),(0,1)) temos que ¢ da +1,
mentres que a avaliacién en (2,3)¢ dd —1.

Problema 2.7. Probar que se {ej, eg, e3} é unha base do espazo vectorial F, entén o
tensor

p=€e]®e]+2e] Ve; —e] ez +2e; el + 3e; ® e + 3ez ey — ez el € Th(E)
¢ simétrico e o tensor n = €] ®ej +e] Ve; —e5 ® e] — e3 ® e] ¢ antisimétrico.

Solucién. No caso de ¢, temos que comprobar que é invariante pola acciéon de cada
un dos dous elementos de Sz. No caso da identidade é inmediato. Imos analizar agora
o caso da transposicién (1,2). Comezamos observando que

90((311, Y2, y3), (561, z2, 903)) = x1Yy1 + 221Y2 — 21Y3 + 222y1 + 322y3 + 3x3Y2 — T3Y1-

Aplicando agora a transposicién (1,2), vemos que

(1, 2)p((21, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = ¢((y1, Y2, ¥3), (71, T2, 73))
=121 + 2y122 — Y123 + 2y271 + Y23 + 3Y3T2 — Y371.

En particular, (1,2)¢ = ¢, como queriamos ver.
No caso de 7, procedendo da mesma maneira temos que

(L2 =e@ej +e3@e] —ef®ey — e Qe =1).

E importante ter en conta que se ¢ = u] ® ... ® u,, non ¢ certo que o) = “2(1) ®...®
* . 4
Uy ()i © que se cumpre ¢ ) )
O'w = uo,fl(l) R...xQ ua,l(p).

I = 7, este fenémeno non se observa

Como para unha transposiciéon 7 se cumpre que 7
aqui.

Observacion. Para demostrar que é unha aplicacién bilineal é simétrica (resp. anti-
simétrica) é suficiente con ver que a matriz asociada a ela é simétrica (resp. anti-

simétrica).
Determinantes.

Problema 2.8. Calcular os seguintes determinantes:

1 2345 2 3 n
2 3 45 6 - 0 3 n
3456 71, -1 -2 0 n
45 6 7 8 :

5 6 7 8 9 -1 -2 -3 0
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Solucién. No caso da primeira matriz, podemos restarlle a cada fila a anterior, come-
zando polo final. Quedan entén catro filas nas que todos os elementos son iguais a 1,
polo que o determinante é 0.

No caso da segunda matriz, sumamoslle a primeira fila a cada unha das outras; deste
xeito, todos os elementos da diagonal inferior son iguais a cero (é unha matriz trian-
gular superior), e os elementos da diagonal son os nimeros naturais desde 1 ata n; o
determinante é por tanto n!, sexa cal sexa o valor de n.

Problema 2.9. Encontrar o determinante da matriz A = (a;;) € M, (K) con coefi-
cientes a;; = |i — j|.

Solucién. Podemos restar de cada fila a seguinte, comezando pola primeira e seguindo
ata chegar & peniltima, é dicir,

0 1 2 3 n—1 -1 1 1 1 1
1 0 1 2 n—2 -1 -1 1 1 1
2 1 0 1 n—3 -1 -1 -1 1 1
3 2 1 0 n—4| ~ | -1 -1 -1 -1 1"
n—1 n—-2 n—-3 n—4 ... 0 n—1 n—-2 n—-3 n—4 ... 0

Amosamos duas posibles maneiras de concluir. Unha delas é sumarlle a cada columna
a ultima, obtendo que o determinante que se quere calcular é igual a

0 2 2 2 o201
0 0 2 2 o201
0 0 0 2 o020 1)
n—1 n—-2 n-3 n—4 ... 1 0

Desenvolvendo pola primeira columna (é dicir, aplicando a regra de Laplace), o deter-
minante é igual a

o O
S N
N DN
N DN
—

(_1)n+1(n _ 1) _ (_1)n+1 (n . 1)2n—2_

Alternativamente, simaselle a primeira columna a todas as demais. Nese caso, obtemos
unha matriz triangular inferior que ten diagonal (—1,—2,...,—2,n — 1), polo que o
determinante é (—1)""!(n —1)272.

Problema 2.10. Encontrar o determinante da matriz A = (a;j) € My (K) con coefi-
cientes

{(—1)” s i # j
aij =

2 se i = j.
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Solucion. A matriz escribese como

2 -1 1 -1 - F1 +1
~1 2 -1 1 - 41 F1

1 -1 2 -1 - F1 +1
F1 41 ¥l £l -2 -1
+1 F1  +1 ¥l ... -1 2

Sumando a cada fila a anterior, comezando polo final, tense que o determinante é igual
a

2 -1 1 -1 - F1 +1
1 1 0 O 0 0
0 1 1 0 0 0
0O 0 0 0 1

0o 0 0 O 1 1

onde +1 = (—1)""L. Se agora lle restamos a cada columna a seguinte, comezando pola
pentltima, quédanos

n+l —(n—-1) n—-2 —(n-3) --- F2 =+l
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 e 0 0 |=p4+1.
0 0 0 0 0 1

Alternativamente, mediante transformaciéns elementais, podemos chegar a unha matriz
tridiagonal, na que na diagonal principal todos os elementos son 2 e nas outras duas
diagonais todos os elementos son 1. Se lle chamamos a, ao valor do determinante e
desenvolvemos pola primeira fila, chegamos de xeito inmediato a que

ap = 2ap_1 — Qp_2,

e a partir de ai podemos demostrar por inducién que a,, = n + 1, posto que a; = 2 e
ag = 3.

Problema 2.11. Sexa K un corpo de caracteristica diferente de 2. Demostrar que toda
matriz cadrada antisimétrica (¢ dicir, que cumpre que A® = —A) de tamafio n impar
ten determinante 0.

Solucién. Usando a condicién do enunciado e as propiedades dos determinantes, temos
que
(—1)"det(A) = det(—A) = det(A") = det(A),

onde a primeira igualdade é consecuencia da multilinealidade do determinante. Se n é
impar, — det(A) = det(A), o que implica que det(A4) = 0.

E importante observar que o resultado sé é certo cando de 2 det(A) = 0 se pode concluir
que det(A) = 0, isto é, cando 2 é diferente de 0; iso non sucede por exemplo en Z/27Z.

Problema 2.12. Dados a,b € R, consideramos a matriz A = (a;;) € M, (R) de xeito
que a; = a e a;;j = b se i # j. Achar o valor de det(A) e discutir cal é o rango de A
segundo os valores de a e b.



54 CAPITULO 2. APLICACIONS MULTILINEAIS E DETERMINANTES

Solucién. Restando a ltima fila & peniltima, a penultima 4 antepentltima, e asi ata
chegar a restarlle a segunda & primeira, temos que o valor do determinante non cambia
e que

a b - b a b b
b a b b—a a-—-b --- 0
b b ... «a 0 0 ... a—2"b

onde a ultima matriz ten, salvo na primeira fila, a — b na diagonal principal e b — a
na diagonal inmediatamente inferior & principal. Se agora lle sumamos & pentltima
columna a dltima, 4 antepeniltima a peniltima, e asi ata chegar a sumarlle & primeira
columna a segunda, temos que

a b b a+n—-1b (n—1)>b --- b
b—a a-—-b --- 0 0 a—> 0
0 0 ... a—2b 0 0 ... a—2b

Esta udltima matriz é diagonal superior, polo que o seu determinante é o produto dos
elementos da diagonal, isto é, (a + (n — 1)b)(a — b)" L.

» Sea#bea# —(n—1)b, orango é n, xa que o determinante é diferente de cero.

» Sea#bea=—(n—1)b, orango é n — 1, xa que as tres ultimas filas son inde-
pendentes. Isto pddese ver porque o determinante obtido ao eliminar a primeira
fila e a primeira columna é (a — b)"?(a + (n — 2)b).

» Sea=bea# —(n—1)b, orango é 1, xa que todas as filas son iguais, pero
diferentes de cero.

» Sea=bea=—(n—1)b, tense que a = b =10 e o rango é 0.
Problema 2.13. Sexan A, B € M3(R) de xeito que
det(A) = det(B) = det(A + B) = det(A — B) = 0.
Sexan A, i1 € R. Demostrar que det(AA+uB) = 0. E certo o resultado se A, B € M4(R)?

Solucién. Como A e B son matrices fixadas, podemos ver det(AA + uB) como un
polinomio de grao 3 nas variables A e u, polo que, en particular,

det(AA + uB) = aX3 + BN2p + yA\u? + 6p.

Cando (A, 1) = (1,0), sabemos que det(AA + puB) = 0, polo que necesariamente « = 0.
Analogamente, como det(B) = 0, tense que 6 = 0. Pondo agora (A, u) = (1, 1), quédanos
que

0=det(A+ B) =+,

e pondo ()‘7 M) = (17 _1)7

0=det(A—B)=—-F+1.
Sumando as dudas ecuacions, quédanos que v = 0 e, polo tanto, 8 = 0. Isto demostra
que det(AA + uB) = 0 para calquera eleccién de A e de p.
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En dimensién 4 o resultado non é certo. Sexan

0000 10 00
0100 00 0O
A= 0 01 0]’ B= 00 -1 0
00 01 00 01

Tense que det(A) = det(B) = det(A + B) = det(A — B) = 0, pero a matriz

A+2B =

o O O N
o O = O
Obl—‘OO
w o o o

ten determinante —6.

Problema 2.14. Comprobar a identidade seguinte, conecida como determinante de
Vandermonde:

1 ay a? - af!
1 ay a3 --- ay?
| = 1@ —ay).
: : i>]

1 a, a2 -+ a!
Usar este resultado para demostrar que se tq,...,t, son elementos dun corpo K, di-
ferentes de cero e todos diferentes entre si, entén, para todo m € Z, o conxunto de
vectores {(t¥,... %) con m < k <m +n — 1} é unha base de K.

Solucién. Imos discutir diias maneiras de abordar o problema. A primeira é por indu-
cién, supondo o resultado certo ata matrices de tamano n — 1 (os casos n =1 oun = 2
son triviais). Agora, a cada columna restdmoslle a anterior multiplicada por a;, indo
de dereita a esquerda; deste xeito, quédanos

1 0 0 0

1 ag—ar az(ae—ay) --- ag_Q(ag —ap)

1 oaz—ar aglaz—ar) -+ a3 (a3 —ar) =[] (@i — ).
) ) ) . Py

1 ap—ar ap(a,—ar) --- a 2(a, —ay)

Podemos aplicar a regra de Laplace e desenvolver pola primeira fila, e logo en cada fila
usamos a multilinealidade do determinante para sacar féra o factor a; — a1. Queda polo
tanto

1 ay a3 --- ay?

1 a3 a3 -+ ay?
(a2 —a1)(az —a1)--- (an —a1) |,

1 a, a® - a2

Usando agora a hipétese de inducién, temos o resultado desexado.

Outra alternativa para resolver o problema é observar que cando a; = a;, para algin
2 < i < n, hai duas filas iguais entén o determinante é 0. Ao desenvolver o determinante
usando a definicién, temos que é un polinomio de grao n — 1 en a,, co cal considerando
as outras variables fixadas ten como moito n— 1 raices, que se corresponden cos factores
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(an—a1)(an—az) - (an—an—1). Ao dividir por ese termo, temos agora un polinomio de
grao n—2 en a,_1, que nos permite extraer os factores (a,—1—ai)(an—1—az) - (ap—1—
an—2), e asi sucesivamente. Polo tanto, concluimos que o determinante é igual a C' -
Hi>j(ai — aj), onde @ é un polinomio. Agora ben, vistos como polinomios en varias

variables, tanto o determinante como [];- ;(a; — a;) tefien grao "(nQ_l), polo que C ten

que ser unha constante en K. A constante é un xa que o produto de todas as entradas
diagonais do determinante é agag --a" 1, que é tamén o termo que se obtén ao coller
o primeiro sumando de cada factor na expansién do produto.

Observacion. Un pode estar tentado de pensar que para polinomios en varias variables
se cumpre algunha xeneralizacion do teorema fundamental da alxebra que afirme que
todo polinomio (ou polo menos todo polinomio simétrico) se pode escribir como produto
de factores de grao 1. Por exemplo, en casos como X2 + Y?2 isto é certo: X2 +Y?2 =
(X +4Y)(X —iY). En cambio, se consideramos X2+Y?2—Z2, o resultado non é verdade:
para cada par (Y, Z), o polinomio tera dias raices sobre C, pero non existen expresién
polinémicas p(Y, Z) e ¢(Y, Z) que campran X2 +Y?2— 72 = (X —p(Y, 2))(X —q(Y, Z)).
Se tiveramos considerado X2 4+ Y2 + 2XY — Z2, tense que X2 + Y2 4 2XY — 72 =
(X+Y+Z)(X+Y —Z); desde un punto de vista xeométrico, o feito de que un polinomio
en varias variables non factorice quere dicir que o obxecto que representa ¢ irredutible,
é dicir, non ten wvariedades alrébricas (conxuntos representados por polinomios) de
dimension menor contidas dentro del.

Sobre a aplicacién proposta, para calcular o determinante da matriz que ten por colum-
nas as coordenadas dos vectores, comézase sacando factor comun de cada fila o nimero
t". O que queda ¢é o determinante de Vandermonde dos ntmeros t1,...,t,, que polo

tanto ¢ igual a [[i_; " [[,5;(t; —t;); estd claro que este nimero ¢ diferente de 0.



Capitulo 3

Estrutura das aplicaciéons lineais

Sexa K un corpo. Dada unha aplicacién lineal f: E — F' entre dous K-espazos vecto-
riais, pddense escoller bases dos dous espazos de maneira que a matriz correspondente
sexa moi sinxela. Por exemplo, se E e F' tenen a mesma dimensién podemos facer
que sexa unha matriz diagonal con uns e ceros. En cambio, para endomorfismos dun
mesmo espazo nos que se traballa coa mesma base, os problemas andlogos son mais
complicados.

En todo o capitulo, sexa K un corpo e F un espazo vectorial de dimension n. Ao longo
desta parte, imos traballar tres cuestions fundamentais.

= Diagonalizacion. Caracterizar os endomorfismos que admiten unha matriz dia-
gonal. Xeometricamente, iso quere dicir que hai n direcciéns linealmente indepen-
dentes nas que o endomorfismo se corresponde coa multiplicacién por un escalar.

s Alxebra de endomorfismos. Introducir a alxebra de endomorfismos e a no-
cién de polinomio anulador dun endomorfismo. Reformular a caracterizacién de
diagonalizacion nestes termos.

= Forma de Jordan. En certos casos nos que o endomorfismo non diagonaliza,
construir unha matriz en forma reducida. E o que se conece como forma de Jordan.

En calquera caso, non todos os endomorfismos admiten forma de Jordan, polo que
quedaran ainda casos por cubrir, algins dos cales seran tratados na parte final do
capitulo.

3.1. Diagonalizacién
Vectores propios e valores propios
Definicion 3.1. Sexa f: F — E un endomorfismo.

= Un vector v € E é un vector propio de f se v # 0 e existe un escalar A € K tal
que f(v) = Av.

= Un escalar A € K é un walor propio de f se existe un vector v # 0 para o cal

f(v) = Av.

A cada vector propio correspéndelle un tinico valor propio; pero para cada escalar poder
haber moitos vectores propios que o tefien como valor propio.

o7
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Definicién 3.2. Dado un endomorfismo f € End(F) e un escalar A\ € K, considérase
o endomorfismo fy := f — AId € End(E). O seu ntcleo é

Ey:={veFE| f(v)= v} =ker(f — AId),

que é un subespazo vectorial de E formado polo vector cero e todos os vectores propios
de f con valor propio A, en caso de haber algiin. Cando A é un valor propio, falamos
do subespazo propio de valor propio A.

Exemplo. Consideremos a matriz

()

Entén, o vector (1,1) é un vector propio de valor propio 7; en xeral, calquera vector
da forma (a,a), con a # 0, é un vector propio de valor propio 7. Por outro lado,
—3 tamén é un valor propio, e (—2,3) é un xerador do subespazo de vectores propios
correspondente.

Proposicién 3.1. Se Aq,..., A\, son valores propios dun endomorfismo, os subespazos
propios correspondentes estdn en suma directa:

r
ZE)”' :E)\l EBE,\2 D...0 E),.
=1

Demostracion. Faremos a demostracion por inducién sobre r. Como para 7 = 1 o
enunciado é trivialmente certo, suporémolo demostrado ata r — 1. Suponiamos entén
que existen v; € Ey; de maneira que vy +...+v, = 0. Aplicando f), = f—\,1d a cada
lado da igualdade temos que

0=fa,(o1+...4v)=A1—A)vi+ ...+ (A1 — A)vp—1.

Aplicando a hipdtese de inducién, temos que os vectores v;, para 1 < i < r — 1, son
independentes, e como os coeficientes \; — A, son diferentes de 0 xa que os valores
propios son diferentes, chegamos a que v1 = ... = v,_; = 0. De aqui dedicese que
v, = 0 e todos os vectores tenen que ser nulos. ]

E importante ter en conta que o feito de estar en suma directa tamén implica que a
descomposicion dun elemento v € E como suma dos diferentes subespazos, se existe, é
Unica, é dicir, se

v=v1+...+v, =w; +...+w, conv,w; € Ey,,

enton v; = w; para todo 7. Polo tanto, se A1,..., A, son valores propios dun endomor-
fismo f € End(E) e para un certo \;, B; = {vi1,...,vit,} ¢ unha base do subespazo
propio E},, entén a unién dos conxuntos U;_, B; ¢ unha familia de vectores linealmente
independentes.
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Polinomio caracteristico

Definicién 3.3. O polinomio caracteristico dunha matriz cadrada A = (a;;) € M, (K)
¢é o polinomio

all — X ai12 e A1n
as ax —X ... as
Char(4; X) = det(A — XId) =| . "
anl an2 oo Qpp — X

O polinomio caracteristico dun endomorfismo f € End(F) dun espazo de dimensién
finita definese como o da matriz do endomorfismo dunha base B de E calquera.

En certas referencias definese o polinomio caracteristico como det(X Id —A), pero o
unico que cambia iso é o signo (facendo dese xeito que sempre sexa moénico). O seguinte
resultado resume as propiedades principais do polinomio caracteristico. Recordamos
que para unha matriz A € M, (K), a traza de A, Tr(A), é a suma dos elementos da
sua diagonal.

Proposiciéon 3.2. Sexa f un endomorfismo e A a stia matriz asociada nunha base
fixada. O polinomio caracteristico cumpre as seguintes propiedades.

(a) Char(f;X) estd ben definido (non depende da base do endomorfismo).

n

(b) Char(f;X) ten grao n e o coeficiente principal é (—1)".
(c) O coeficiente de X"~ ! en Char(f; X) é (—1)" "1 Tr(A).
(d) O termo independente de Char(f; X) é det(A).

Demostracion. (a) Imos comparar o polinomio caracteristico de f en dias bases B e
B’ con matrices asociadas A e B, respectivamente. Sexa B = P~'AP, onde P é
a matriz de cambio de base. Entén, o polinomio caracteristico na base B’ cumpre
que

Charg (f; X) = det(P71AP — X1

(P n)
=det(P'AP — P7Y(XTI,)P)
= det(P71(A - X1,,)P)
= det(P) ! det(A — XT,,) det(P)
= det(A — X1,,).

Como non depende da base, poremos simplemente Char(f; X).

(b) O coeficiente principal é o produto dos coeficientes que acompanan a X en cada
entrada da matriz, isto é, (—1)".

(c) O coeficiente de X! ¢é o seu coeficiente no polinomio []1; (a;; — X), que corres-
n—1

ponde a coller a suma de todos os elementos (—1)"""a;;.
(d) O termo independente é o resultado de pér X = 0, co cal queda simplemente o
determinante da matriz A.

O]



60 CAPITULO 3. ESTRUTURA DAS APLICACIONS LINEAIS

Cando estea clara a identificacién, falaremos indistintamente do polinomio caracteristi-
co da matriz ou do endomorfismo, isto é, trataremos Char(A4; X) e Char(f; X) como
dous obxectos andlogos.

Proposicién 3.3. Un escalar A € K é un valor propio de f se, e soamente se, é unha
raiz do seu polinomio caracteristico.

Demostracion. Un escalar A € K é unha raiz do polinomio caracteristico se, e soamente
se, det(A—AI) = 0, isto é, cando o nicleo do endomorfismo dado por A— Al é non trivial.
Isto é o mesmo que dicir que existe v # 0 con (A — A)(v) = 0, ou, equivalentemente,
Av = A\v, que é precisamente a definicién de valor propio. ]

Definicion 3.4. Sexa A € K un valor propio do endomorfismo f. Definense as seguintes
nociéns:

(a) A multiplicidade alzébrica de A, mq(N), é a sia multiplicidade como raiz do poli-
nomio caracteristico de f.

(b) A multiplicidade zeométrica de X\, my(\), é a dimensién do subespazo propio E.

Convén ter en conta, & hora de realizar os calculos, que a dimensiéon de E coincide con
n —rango(f — A1d).

Exemplo. Consideremos o endomorfismo f que na base candnica ten por matriz
1 2 3
A=10 1 4
0 0 1

O seu polinomio caracteristico 6 Char(4; X) = —(X — 1), co que a multiplicidade
alxébrica de 1 é 3. Para determinar a multiplicidade xeométrica, achamos o nicleo de
A — 1, isto é, resolvemos
0 2 3 T 0
00 4|(yl=10
0 00 z 0
Polo tanto, ker(A —1I) = ((1,0,0

~—

). Polo tanto, a multiplicidade xeométrica é 1.

En xeral, este fenémeno que observamos no exemplo anterior ddse mais en xeral: a
multiplicidade xeométrica nunca é superior 4 alxébrica. Porén, a sia demostracién
require un lema previo sobre determinantes.

Lema 3.1. Sexa A = (ai;) € M, (K) unha matriz da forma

X |Y
A_O Z)’

con X € M,(K) un bloque cadrado de orde r, Y € M, () € Z € M@n_p)x(n—r)-
Entén, det(A) = det(X) - det(Z).

Demostracion. Recordemos que det(A) = g sgn(0)a14(1) " no(n)- S€ para algin
r+1 < i < nseten que o(i) € {1,...,r}, entén a;,; = 0, co cal os tinicos o
que temos que considerar son aqueles da forma o = 779, con 71 € S, e 7o € Sy,
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Aqui, identificamos S, coas permutaciéns de {1,...,7} e S,_, coas permutaciéns de
{r+1,...,n}. Entén,

det(A) = Z Sgn(o-)aln(l) © Qe () A4 re(r4+1) T Gnra(n)
(T177-2)ES7‘XS7177‘

= ( Z Sgn(ﬁ)amu)"'am(r)>( Z Sgn(T2)a7’+172(7"+1)“'an’rz(n)>
T1IES: T2E€ESn—r

= det(X) det(Z2).

O

Proposicion 3.4. As multiplicidades alxébrica e xeométrica dun valor propio A cum-
pren as desigualdades

1 <mg(X) <mg(A).

Demostracion. Por definicién de valor propio, existe v # 0 en E)y, co cal a desigualdade
mg(A) > 1 estd clara. Sexa agora {v1, ..., v} unha base de F), e sexa vg41, ..., v, unha
extension a unha base de E. Entén, a matriz de f na base {v1,..., Vg, Vks1,...,0n} é
a matriz por bloques dada por

(AT | Ar
\Op—pyx | A2/’

A

onde Ay € My (n—r) € A2 € M(_p)x(n—k)- O seu polinomio caracteristico é
Char(4; X) = (A — X)* - det(Ay — XT,,_1),

co cal temos que a multiplicidade alxébrica de A é polo menos k, e de feito a igualdade
dése cando A non é unha raiz de det(Ay — XI,,_g). ]

Condicions de diagonalizacién

De cara & seguinte definicién, recordamos que GL,,(K) é o conxunto das matrices n x n
con coeficientes en K e con determinante diferente de 0.

Definicion 3.5. Sexa f un endomorfismo de E. Dise que f diagonaliza se E¥ ten unha
base de vectores propios de f. Do mesmo xeito, unha matriz A € M,,(K) diagonaliza
se existe P € GL,(K) tal que P~'AP é diagonal.

Proposicion 3.5. O endomorfismo f diagonaliza se, e soamente se, cumpre simulta-
neamente as seguintes ddas condicions.

(a) O polinomio caracteristico de f descompén en factores lineais sobre K:
Char(f; X) = (=1)"(X = A)™ - (X = A)™,
sendo \; raices diferentes e mi + ...+ m, = n.

(b) Para todo valor propio A;, mq(A;) = mg ().
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Demostracion. Supofiamos primeiro que diagonaliza. Sexa {v;1,...,v1m, } unha base
ordenada correspondente ao primeiro vector propio, A1; {v21,...,V2m,}, unha base
ordenada de Ao; e asi sucesivamente ata \,. Entén, a matriz nesa base é diagonal e ten
na diagonal os valores propios \; repetidos m; veces; polo tanto

r

Char(f; X) = [ (A — X)™.

=1

Para cada indice k, o subespazo propio E), é o subespazo (vj1i,...,Vkm,) € polo
tanto a sta dimensién é my; isto é asi porque os vectores vy ; pertencen a este espazo,
son linealmente independentes por ser parte dunha base e polo resultado anterior, a
multiplicidade xeométrica non pode ser superior & alxébrica (ou dito doutro xeito, unha
combinacion lineal dos vectores v; j, con ¢ > 2, non pode ser un vector propio de valor
propio Aj).

Alternativamente, podemos demostrar o resultado directamente sen empregar as pro-
posiciéns anteriores: se houbera outro vector v =, Z;”:’I zijvi; € By, , entén

f) = szijf(vij) = Z inj)\ivij = AU = Ag Zzﬂizjvij-
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Por unicidade da expresion dun vector nunha base, dedicese que A\;x;; = A\;x;; e polo
tanto x;; = 0 para todo 1 % k e v 86 pode ter componientes non nulas nos vectores Vkj-
Suponamos finalmente que se cumpren as ddas condiciéons do enunciado. Entén, a unién
das bases dos subespazos propios contén n vectores independentes (xa que vectores
propios de valores propios diferentes son linealmente independentes) e polo tanto é
unha base de vectores propios do espazo. O

Deste resultado é evidente que se o polinomio caracteristico ten n raices diferentes,
enton o endomorfismo diagonaliza. Nese caso, ademais,

E:E)\l@---@E,\n,

co cal temos unha descomposicién do espazo nunha base de vectores propios.

Exemplos de diagonalizacién

O procedemento para diagonalizar unha matriz A ou un endomorfismo f é o seguinte.

(a) Encontrar o seu polinomio caracteristico. Se non descompén en factores lineais,
entén o endomorfismo non diagonaliza.

(b) Para cada unha das raices do polinomio caracteristico, achar a stia multiplicida-
de xeométrica e unha base de vectores propios. Se a multiplicidade xeométrica
non coincide coa alxébrica para algin valor propio, entén o endomorfismo non
diagonaliza.

(c) Se o polinomio caracteristico descompén e todas as multiplicidades alxébricas
coinciden coas correspondentes xeométricas, entén a matriz A = PDP~!, onde
P é unha matriz que ten por columnas os vectores propios e D a matriz diagonal
que ten por entradas os valores propios correspondentes aos vectores propios da
mesma columna.
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Imos facer tres exemplos.

» O polinomio caracteristico non descompdn completamente. Sexa A € M3(R) a
matriz

1
A=10
0

= o O
O = O

O polinomio caracteristico ¢ Char(4; X) = —(X — 1)(X? + 1). Como o factor
X2 4+ 1 non descompén en R[X], a matriz non diagonaliza.

En cambio, si diagonaliza en C. Nese caso, os valores propios son 1, ¢ e —i.
Como cada un ten multiplicidade alxébrica 1, sabemos que as multiplicidades
xeométricas tamén seran 1 e a matriz vai diagonalizar. En concreto, temos que
E, =((1,0,0)), E; = ((0,1,7)) e E_; = {(0,1, —3). Polo tanto,

1 00 10 0\ /10 0\/1O0 !

0O 0 1]=(01 1 0 ¢« O 01 1

0 -1 0 0 ¢« —i/ \0 0 —i/ \0 ¢ —i
s Algunha multiplicidade zeométrica € menor que a correspondente alrébrica. Sexa

B € M3(R) a matriz

4 3 1
B=1-3 -2 1
0 01
O polinomio caracteristico é Char(B; X) = —(X — 1), co cal 1 é o tinico valor

propio e a stia multiplicidade alxébrica é 3. Para achar a multiplicidade xeométrica
facemos ker(B — I), isto é, resolvemos

3 3 1\ [z 0
-3 =3 1||y| =10
0 0 0/ \z 0

As condiciéns que obtemos son x +y = 0 e z = 0, e polo tanto o subespazo de
vectores propios é o xerado por ((1,—1,0)). Como a multiplicidade xeométrica é
1, non coincide coa alxébrica e a matriz non é diagonalizable. Observamos que
non terfa sido preciso calcular os xeradores de ker(B—1I) e seria suficiente observar
que, como B — I ten rango 2, o ntcleo ten dimension 1.

» Cumprense as dias condicions de diagonalizacion. Sexa C € M3(R) a matriz

5 =3 -3
C=|3 -1 -3
3 =3 -1

O polinomio caracteristico ¢ Char(C; X) = —(X — 2)?(X + 1), co cal os valores
propios son 2, con multiplicidade 2; e —1, con multiplicidade 1. Imos calcular
agora as multiplicidades xeométricas e os subespazos de vectores propios. En
concreto, temos que

ker(C' — 2I) = ((1,1,0), (1,0, 1))
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ker(C' 4+ 1) = ((1,1,1)),

polo que en ambos casos a multiplicidade alxébrica coincide coa xeométrica. Te-
mos entdén que
-1

5 =3 -3 1 11 20 0 1 11
3 -1 =3]=(1 01 02 0 1 01
3 -3 -1 011 0 0 -1 011

E importante observar que sempre hai liberdade & hora de escoller a base de
ker(fy), o que se fai especialmente visible no caso no que a multiplicidade é maior
ou igual que dous.

Antes de rematar a seccién, imos salientar dous aspectos importantes. O primeiro é
que nestes exemplos é moi claro como certas cantidades asociadas a un endomorfismo
(ou a unha matriz) son invariantes por cambio de base. Unha delas é o determinante,
que é o produto dos valores propios (termo independente do polinomio caracteristico);
outra delas é a traza, que é a suma dos valores propios (salvo signo, termo con X" !
no polinomio caracteristico).

O segundo aspecto a destacar é que a forma diagonal pode resultar 1til para certos
célculos matriciais. Por exemplo, se C = PDP~!, con D diagonal, temos que

c" = (PDP Y. (PDPY) . (PDP7Y) .Y (PDPY) . (PDP™!) = PD"P~!,

4 3
-2 -1
mos que os valores propios de A son \; =2 e Ay = 1. O subespazo propio para o valor
propio 2 estd xerado por (3, —2), e para o valor propio 1 estd xerado por (—1,1). Polo

tanto,
3 =1\ /2 0\ /1 1
4= (5 ) E NG s)
Por conseguinte,

An — 3 =1\ /2" 0\ /1 1\ _ 3.2"—-2 3.2"-3
S\-2 1 0 1)\2 3) \-2.2"+2 —2.2"n4+3)°
Nos exercicios explicarase como empregar esta mesma idea para o calculo da raiz ca-

drada dunha matriz (ou, méis en xeral, doutras funciéns como a exponencial, o seno
ou 0 coseno).

Exemplo. Consideramos a matriz A = . Entén, para calcular A™, observa-

3.2. Polinomio minimo e subespazos invariantes

Polinomio minimo

Na seccion anterior, vimos que cando un endomorfismo f diagonaliza con valores propios
Al, ..., A\r, entén o espazo E é a suma directa

E:EM@-'-@E/\T :kerfh@...@kerj}\r.

Estudaremos agora outros obxectos que nos permitirdn considerar descomposiciéns
analogas en situaciéns nas que non se cumpran as condiciéns de diagonalizacién.

Para ese propésito, compre introducir primeiro certa notacion. Sexa f un endomorfismo.
Podemos considerar as stas potencias f0 =1d, f! = f, f2 = f o f e asf sucesivamente,
tendo f7 = f o f"~! para calquera n.
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Definicion 3.6. Sexa K un corpo. Unha dlzebra F sobre K é un espazo vectorial cunha
operacion bilineal F' x F' — F' (xeralmente chamada produto) que cumpre as seguintes
propiedades, onde z,y,z € F' e a,b € K:

» Propiedade distributiva pola dereita: z(y 4+ z) = zy + zz.
» Propiedade distributiva pola esquerda: (y + z)x = yz + zx.
» Compatibilidade coa multiplicacién por escalares: (ax)(by) = (ab)zy.

Se a alxebra admite unha descomposiciéon F' = ®,>0F, con F, - Fy C F,.4, a alxebra
dise que é graduada.

Un morfismo de dlrebras ®: F — F é unha aplicacién lineal que tamén respecta o
produto, é dicir, ®(zy) = ¢(x)P(y).

Exemplo. As matrices con entradas nun corpo K son unha alxebra. Do mesmo xeito,
os endomorfismos dun espazo vectorial E tamén forman unha alxebra. O anel de po-
linomios K[X] tamén constitie unha dlxebra, que como veremos a continuacién, esté
moi relacionada coa alxebra de endomorfismos.

Outro exemplo que traballamos neste curso son os tensores covariantes, que ademais
tenien unha gradacién (considerando como produto o produto tensorial). No tltimo
tema introduciremos, tamén no contexto dos tensores, a alxebra exterior.

Definicion 3.7. Sexa f un endomorfismo. A aplicacién avaliacion en f é o morfismo
dado por

Op: K[X] — End(E), p(X)=>Y aX'=p(f)=> af’
1=0 1=0

E sinxelo comprobar que ® ¢ ¢ un morfismo de élxebras. O préximo obxectivo serd
estudar o seu nicleo. Para a imaxe de p(X), pomos ®;(p(X)) ou simplemente p(f).

Definicién 3.8. Un polinomio p(X) € ker(®y) dise que é un polinomio anulador de f.

Proposicion 3.6. O conxunto de polinomios anuladores diferentes de cero é non balei-
ro. Ademais, existe un inico polinomio Min(f; X) non nulo, ménico e de grao minimo

no nicleo de ®;. Ademais, calquera outro elemento do nicleo de ®; é un multiplo de
Min(f; X).

Demostracion. Se a dimensién de E é n, o espazo vectorial de endomorfismos ten
dimensién n?, co cal non todas as potencias poden ser linealmente independentes e ten
que existir unha combinacién lineal non trivial dos f* que dea 0. Isto demostra que o
conxunto dos polinomios anuladores diferentes de cero non é baleiro.

Entre todos os polinomios que anulan f, consideremos un de grao minimo, p(X). Se
q(X) é outro polinomio que anula f, podemos facer a divisién euclidiana e temos
polinomios a(X) e b(X), con deg(b(X)) < deg(p(X)) e tal que

¢(X) = p(X)a(X) + b(X).

Como ¢(f) = 0ep(f) =0, entén tamén pasa que b(f) = 0; pero temos que se b # 0, b é
un polinomio non nulo de grao menor que p(X) que anula f, o cal é unha contradicién.
Polo tanto, b = 0. Se impomos que o polinomio sexa monico, estd claro que s6 hai
un de grao minimo, xa que calquera outro seria multiplo del e non é posible obter un
polinomio moénico multiplicando outro ménico por unha constante. ]
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A demostracién pédese acurtar empregando o feito de que K[ X| é o que se coniece como
un dominio de ideais principais. A modo de notacién, no caso do polinomio minimo, en
vez de escribir ® ¢(Min(f; X)) = 0, indicaremos simplemente Min(f; f) = 0, e o mesmo
no caso do polinomio caracteristico.

Exemplo. Se E # {0} e f =0, temos que Min(f; X) = X. Se f = Id, entén cimprese
que Min(f; X) = X — 1. En cambio, se E = {0}, entén calquera polinomio anula o
unico endomorfismo g de E, polo que Min(g; X) = 1. Este é ademais o tinico caso no
que o polinomio minimo é 1.

Consideremos os endomorfismos cuxas matrices na base candnica son

100
A:((l) _01), B:<(2) g) C=1010
0 0 2

Un polinomio anulador de A é X? 4 1, que tamén é o polinomio minimo. O polinomio
minimo de B é (X — 2)(X — 3) = X2 —5X + 6. O polinomio minimo de C é (X —
1)(X —2) = X2 —3X + 2. Non é complicado ver que para unha matriz diagonal con
entradas A1, ..., A,, o produto [[;_;(X — ;) é un polinomio anulador, que é de feito o
minimo se eliminamos os factores repetidos.

Sexa agora v € F un vector calquera; en moitas ocasiéns, vainos interesar impor unha
condicién menos restritiva que a anulacién do endomorfismo f, e vainos chegar que se
anule ao avalialo nun vector ou nun subespazo vectorial. Polo tanto, podemos considerar
a aplicacién

Dpo: K[X] — B, p(X) = p(f)(v).

O nicleo de @y, estd formado por aqueles polinomios tales que p(f)(v) = 0, e co-
mo sucedia no caso anterior, hai unha nocién de polinomio minimo para o par (f,v),
Min(f,v; X), isto é, calquera outro que anule v serd un miltiplo do minimo. Enuncia-
mos agora a seguinte proposicion, que tamén se pode formular de xeito analogo no caso
de Min(f; X).

Proposicién 3.7. Sexa Min(f,v; X) = X® + ... 4+ a1 X + ap o polinomio minimo do

par (f,v). Entén, os vectores v, f(v),..., f*}(v) son linealmente independentes, pero
en cambio os vectores v, f(v),..., f571(v), f{(v), para calquera t > s, son linealmente
dependentes.

Demostracion. Se v, f(v),..., f$~(v) fosen linealmente dependentes haberfa un poli-

nomio p(X) de grao menor que s tal que p(f)(v) = 0. Iso é contraditorio coa definicién
de Min(f,v; X).

Se t = s, Min(f,v; f)(v) = apv + a1f(v) + ... + f*(v) = 0, co cal os vectores son
linealmente dependentes. Para t > s procedemos por inducién, usando como hipétese
que 1= (v) € (v, f(v),..., f*71(v)). De aqui temos entén que

FHw) e (fv), (), .., £ (v)) C (v, f(v),..., £ (v),
e a conclusion do enunciado é certa. ]

Das condiciéns da definicién, temos que o polinomio minimo Min(f; X) é un multiplo
de Min(f,v; X) para calquera v € E.
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2 0
0 3
cambio, se consideramos o vector v; = (1,0), temos que X — 2 é anulador xa que

-3 ) )

Do mesmo xeito, X — 3 é un anulador para o vector va = (0,1). Mdis en xeral, coas
ideas introducidas na seguinte seccién, temos que unha condicién necesaria para que un
vector tefla un polinomio minimo de grao menor que o do endomorfismo é que pertenza
a un subespazo invariante por f diferente do total (no caso dun endomorfismo que
diagonaliza, que sexa combinacién unicamente dalgins vectores propios, pero non de
todos eles).

Exemplo. Antes vimos que o polinomio minimo de B = < > é X2 —-5X +6. En

Subespazos invariantes

Nas primeiras seccidns deste capitulo estudamos os vectores propios. Un vector propio
v dun endormofismo f cumpre que F' = (v) é un subespazo vectorial de dimensién 1
que cumpre que f(F) C F, é dicir, a imaxe do subespazo estd contida dentro del. En
moitas ocasiéns non serd posible dar unha descomposiciéon en subespazos de dimensién
1 que sexan invariantes por f, pero si poderemos falar méis en xeral de subespazos (de
dimensién posiblemente maior) que se quedan invariantes polo endomorfismo f.

Definicién 3.9. Sexa f € End(FE). Un subespazo vectorial F' C E dise que é invariante
por f se f(F) C F. Neste caso, f induce un endomorfismo de F', que se denota por f|F

fIF: F—F, v~ f(v)
e que se acostuma chamar restricion de f a F'.

As veces enténdese que a restriciéon a un subespazo é simplemente a aplicacién f: F —
E que envia v a f(v); para non introducir notacién innecesaria, e porque serda o méis
habitual no noso contexto, aqui s6 imos empregar esa notacién para os subespazos
invariantes.

Como comentamos antes, o subespazo xerado por un vector propio é un subespazo
invariante de dimension 1, ou mais en xeral  vectores propios linealmente independentes
xeran un subespazo invariante de dimensién r (en particular, este sempre é o caso se
os valores propios son distintos). Outro caso que terd especial relevancia ao estudar a
forma de Jordan serd o xerado polas sucesivas aplicacions dun endomorfismo f a un
vector, isto é, {v, f(v),..., f51(v)}, sendo s o grado do polinomio minimo Min(f, v; X).

Proposicién 3.8. Sexa Min(f|F;X) o polinomio minimo da restricién de f a un
subespazo invariante F'.

(a) Min(f|F; X) divide Min(f; X).

(b) Se G é outro subespazo invariante e ged(Min(f|F; X), Min(f|G; X)) = 1, entén
tense que F'N G = {0}.

(c) Para todo p(X) € K[X], os subespazos ker(p(f)) e im(p(f)) son invariantes por
f

(d) Se Min(f; X) = p(X)q(X), con ged(p(X),q(X)) =1, E = ker(p(f)) @ ker(q(f))-
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Demostracion.  (a) Min(f; X) cumpre que Min(f; f)(v) = 0 para todo v € E. Polo
tanto, Min(f; f)(v) = 0 para todo v € F; o polinomio ménico de grao minimo

que cumpre esa propiedade é Min(f|F’; X), que polo tanto ten que ser un divisor
de Min(f; X).

(b) O subespazo F'NG tamén é invariante (comprobacién rutineira), e polo apartado
anterior, o seu polinomio minimo divide tanto Min(f|F; X) como Min(f|G; X), e
como son polinomios relativamente primos entre si, o polinomio minimo de FNG
ten que ser 1. Iso quere dicir que F NG = {0}.

(¢) Imos facer primeiro a comprobacién para ker(p(f)). Sexa v € ker(p(f)). Enton,
temos que comprobar que f(v) € ker(p(f)), que se ve observando que

co cal temos a conclusiéon desexada.

(d) Comezamos vendo que im(q(f)) C ker(p(f)). Para iso, sexa v = ¢(f)(u); entén

p(f)(v) = p(f)q(f)(u) = Min(f; f)(u) = 0. Polo tanto, v € ker(p(f)). Polo
primeiro teorema de isomorfismo aplicado ao endomorfismo ¢(f), temos que

n = dimker(q(f)) + dimim(q(f))
< dimker(q(f)) + dimker(p(f))
= dim(ker(q(f)) @ ker(p(f))) < n,

onde a ultima igualdade é consecuencia do segundo apartado, xa que o polinomio
minimo de ker(p(f)) é un divisor de p(X) e o de ker(q(f)) é un divisor de ¢(X),
co cal son coprimos. Polo tanto, todas as inclusiéns tenen que ser igualdades e
temos que E = ker(p(f)) @ ker(q(f)).

O

Este resultado dinos que unha factorizacién en irredutibles do polinomio minimo induce
unha descomposicion do espazo vectorial correspondente. Por exemplo, se o endomor-
fismo f estd dado pola matriz

2 00
A=(0 2 0],
00 3

temos que Min(f; X) = (X — 2)(X — 3) e entén E = ker(f2) @ ker(f3), onde fo e
f3 refirense & restricion de f aos subespazos propios para os valores propios 2 e 3,
respectivamente.

O subespazo ker(p(f)) é simplemente o conxunto de vectores v tales que p(f)(v) = 0;
en particular, p(f) sempre é un multiplo de Min(f, v; X).

Antes de poder demostrar o primeiro teorema de descomposicién, necesitamos estable-
cer que o polinomio minimo da restricién de f a cada un deses espazos €, efectivamente,
o factor correspondente de Min(f; X).
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Lema 3.2. Sexa Min(f; X) = p(X)q(X), con ged(p(X),q(X)) =1ep(X) e ¢(X) méni-
cos. Logo, a restricién de f a ker(p(f)) e ker(q(f)) cumpre que Min(f|ker(p(f)); X) =
p(X) e Min(f[ker(g(f)); X) = ¢(X).

Demostracion. Polo que vimos antes, p(X) e ¢(X) son polinomios anuladores das res-
triciéns de f a cada un dos subespazos; entén, o polinomio minimo ten que ser un
divisor deles. Sexan r(X) e s(X) os divisores correspondentes de p(X) e ¢(X) que
son os polinomios minimos das restriciéns a ker(p(f)) e ker(q(f)), respectivamente. En
particular (X )s(X) é un divisor de Min(f; X).

Ademais, 7(X)s(X) é un anulador de f:se v € E e v = v; + v2, con vy € ker(p(f)) e
va € ker(q(f)), temos que

r(X)s(X)(v) = s(X)r(X)(v1) + r(X)s(X)(v2) = 0+ 0 = 0.

Polo tanto, r(X)s(X) é un multiplo de Min(f; X). Isto quere dicir que r(X)s(X) e
Min(f; X) son iguais, xa que non pode pasar que dous polinomios ménicos sexan cada
un deles miultiplos do outro. Polo tanto, p(X) = a(X)r(X) e ¢(X) = b(X)s(X), con
a(X) e b(X) polinomios ménicos. Como p(X)gq(X) = r(X)s(X), concliese que a(X) =
b(X) =1 e tense que r(X) = p(X) e s(X) = ¢(X). O

Podemos enunciar agora o primeiro teorema de descomposicion.

Proposicién 3.9 (Primeiro teorema de descomposicién). Se o polinomio minimo de
f€End(E) é

Min(f; X) = m(X)™ ---mp(X)",
con my(X),...,m,(X) factores irredutibles, entén o espazo E é suma directa de subes-
pazos invariantes ¥ = F1 @ ... ® E,, de forma que o polinomio minimo da restricién
de f a E; é m;(X)™. Esta descomposicién é unica e cimprese que E; = ker(m;(f)™)
paratodoi=1,...,r.

Demostracion. Dos resultados anteriores, a existencia da descomposicion estd clara.
Suponiamos agora que temos unha descomposicién arbitraria £ = E1 @ ...® E, da que
s6 sabemos que o polinomio minimo da restricién de f a F; é m;(X)™ . Polo visto antes,
isto quere dicir que E; C ker(m;(f)™). De aqui, temos que

n=dim#F; +... +dimE,
< dimker(mi(f)") + ...+ dimker(m,(f)"") = n.

O]

Exemplo. Consideremos os endomorfismos que tefien por matrices na base canénica
2 00 2 10
A=10 2 0|, B=1]0 2 0
0 0 3 0 0 3

Non ¢ dificil ver que Min(4; X) = (X —2)(X —3) e Min(B; X) = (X —2)%(X - 3). O
resultado anterior dinos entén que o endomorfismo dado por A dé lugar & descomposi-
ciéon E = ker(A — 2I) @ ker(A — 3I), mentres que o dado por B orixina a descomposicién
E = ker((A — 21)?) @ ker(A — 31).

A importancia deste teorema radica en que para entender un endomorfismo f, é entén
suficiente entender a sia restriciéon a cada un dos subespazos.
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Proposicién 3.10. Se A é un valor propio de f, entén X — X\ divide Min(f; X).

Demostracion. Se A é un valor propio, entén o nticleo ker(f — A) é un subespazo inva-
riante non trivial. O seu polinomio minimo é X — A, co cal para calquera v dese espazo
temos que Min(f,v; X) = X — A, e sabemos que o polinomio minimo do endomorfismo
Min(f; X) é un multiplo de todos os Min(f,v; X). O

Proposicién 3.11. Un endomorfismo f € End(F) diagonaliza se, e soamente se, o seu
polinomio minimo descompén en factores lineais non repetidos.

Demostracién. Suponiamos primeiro que Min(f; X) = (X — A1) --- (X — A;), con todos
os )\; diferentes entre si. Enton, polo primeiro teorema de descomposicién, £ = Fq @
...® E,, con E; = ker(f — \;Id) o subespazo de vectores propios de valor propio A;.
Existe polo tanto unha base de vectores propios de F formada a partir de bases de cada
un dos subespazos propios.

Vexamos agora o reciproco, supondo que E ten unha base de vectores propios, que
podemos agrupar en funcién do valor propio: {v11,...,v1,m, } para A;, e asi ata chegar
a {vr1,...,Urm,} para A.. Nese caso, podemos pér E; = (v;1,...,Vim,) € temos que
E=FE ®...®FE,. Ademais, o polinomio minimo de f|E; é X — \;, co cal cada un dos
X — \; é un factor de Min(f; X). Porén, (X — A1) --- (X — ;) é un polinomio anulador,
xa que se v = vy + ...+ v, con v; € F;, temos que

(f =A1) - (f = An)(v) =0,
xa que cada un dos factores f — \; anula a compoiiente v;. O

Exemplo. Imos considerar a diferenza entre os endomorfismos dados polas matrices

100 110 110
A=|0o 1 0|, B=lo 1 0], c=[(0 11
00 1 00 1 00 1

Tense que Char(A; X) = Char(B;X) = Char(C;X) = —(X — 1)? e resulta doado
ver que (X — 1)% é un polinomio anulador para os tres endomorfismos. En particular,
o polinomio minimo de cada un deles é un divisor de (X — 1)3, polo que podemos
ver que Min(4; X) = X — 1, Min(B; X) = (X — 1)? e Min(C; X) = (X — 1)3. En
termos da descomposicién en subespazos, isto quere dicir que se E = R3, temos que
E =ker(A—1), E = ker((B—1)?) e E = ker((C —1)3); é dicir, mentres que no caso de
A a propia matriz é suficiente para proporcionarnos unha descomposicién do espazo, no
caso da segunda e da terceira hai vectores que estdn no nicleo de (B —1)% ou (C' —1)3,
pero que non pertencian aos nucleos de B —1 ou C — I, respectivamente. A matriz A é
a Unica que diagonaliza das tres, pois o seu polinomio minimo descompén en factores
lineais non repetidos.

Teorema de Cayley—Hamilton

Polo de agora, vimos que se f € End(FE) diagonaliza, o espazo F é a suma directa
dos subespazos de vectores propios e que o polinomio minimo descompén en factores
lineais, un por cada factor X — )\;, sendo \; os vectores propios. En xeral, nos casos
nos que o endomorfismo non diagonalice, non é obvio como achar o polinomio minimo.
Nesta seccion explérase esa cuestion, atopando un polinomio anulador que polo tanto
nos permite buscar o minimo entre os seus divisores.
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Imos comezar cunha comprobacion rutineira, considerando unha matriz xenérica e o
seu polinomio caracteristico,

A= (i Z) . Char(4; X) = X2 — (a+d)X + (ad — bc).

Entén, neste caso, podemos comprobar que A% — (a + d)A + (ad — bc) = 0, isto &,
a?+bc bla+d) a’?+ad bla+d) 10 00
(c(a+d) d2+bc>_<c(a+d) d2+bc)+(“d_b6) (0 1>_<0 0)'

Este resultado particular das matrices 2 x 2 pode estenderse a matrices de orde calquera,
ainda que a comprobacion non é tan rutineira. E importante salientar que o polinomio

100
caracteristico non ten por que ser o minimo. Por exemplo, se consideramos [0 1 0],
0 0 2

entén o polinomio caracterfstico é —(X — 1)?(X — 2), mentres que o polinomio minimo
é (X —1)(X —2).
O primeiro resultado que amosa a relacién entre os dous conceptos é o seguinte.

Proposicién 3.12. Sexa A un escalar e f € End(F). Entén, as seguintes tres propie-
dades son equivalentes.

(i) A é un valor propio de f.
(ii) A é un cero de Min(f; X)
(iii) A é un cero de Char(f; X).

Demostracion. A tnica propiedade que non demostramos polo de agora é que se A é
unha raiz de Min(f; X), entén é un valor propio (e polo tanto un cero do polinomio
caracteristico).

Se A é un cero de Min(f; X), entén Min(f; X) = (X — A)m(X), e existe algin vector
v € E tal que m(f)(v) # 0, xa que en caso contrario o polinomio minimo seria m(X).
Entén o vector w = m(f)(v) ten vector propio A xa que

(f = Ald)(w) = (f = Ald)m(f)(v) = Min(f; f)(v) = 0.

Polo tanto, A é un valor propio.
O

O seguinte obxectivo é ver que o polinomio caracteristico sempre é un polinomio anu-
lador. Imos dar primeiro unha versién simplificada deste feito no caso particular no
que o polinomio caracteristico descompoén totalmente en factores lineais. Logo faremos
a proba xeral. Porén, convén observar que este resultado é suficiente para establecer
o teorema de Cayley—Hamilton sobre os complexos ou sobre outros corpos nos que un
polinomio descompén completamente en factores lineais.

Proposicion 3.13. Sexa f un endomorfismo que cumpre que tanto o seu polinomio
caracteristico como o seu polinomio minimo descomponen en factores lineais. Entén, o
polinomio caracteristico é un polinomio anulador de f.
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Demostracion. Sexa Min(f; X) = (X —A1)™ --- (X — A\)™ o polinomio minimo e sexa
E=FE &...® E, a descomposiciéon habitual en subespazos invariantes. Temos que
a matriz correspondente a f é unha matriz con bloques diagonais, de maneira que se
Char(f|E;; X) é o polinomio caracteristico da restricién de f a Ej;, entén Char(f; X) =
Char(f|E1; X) - - - Char(f|Ey; X). Cada Char(f|E;; X) descompén en factores lineais
e os seus ceros son ceros do polinomio minimo de Ej;, polo que Char(f|E;X) =
(z — X\;)™, sendo m; a dimensién de F;. Se demostramos que n; < m; teremos que
Min(f; X)| Char(f; X) e podemos acabar. Para probar iso, como (X — ;)™ é o po-
linomio minimo da restricién de f a F;, hai un v; € E; tal que (f — ;)" (v;) = 0
pero (f — X)) (v;) # 0. Entén o polinomio minimo de v; é (X — \;)™ e polo visto
anteriormente v;, f(v;), ..., f% 1(v;) son linealmente independentes. Polo tanto, n; é
menor que a dimensiéon de E;, é dicir, que m;. O

Este resultado ¢é suficiente para achar o polinomio minimo en moitos casos.

Exemplo. Sexa
210
B=1(0 2 0
0 0 3

a representacion matricial dun endomorfismo sobre os complexos. Sexa v; = (1,0,0) e
vy = (0,0,1). Como v; e vy son vectores propios de valores propios 2 e 3, temos que
(X —2) e (X — 3) son factores do polinomio minimo. Pero como o endomorfismo non
diagonaliza (a multiplicidade alxébrica de 2 non coincide coa xeométrica), o polinomio
minimo ten que ter grao como pouco 3. O polinomio caracteristico é (X — 2)2(X — 3),
polo tanto este ten que ser tamén o minimo.

Antes de pasar ao resultado principal da seccién, precisamos do seguinte resultado sobre
determinantes.

Lema 3.3. Sexan Ag, A1,...,A,_1 elementos de K. Entén, dada a matriz
/0 0 0 -0 \
10 0 —A1
A=101 0 -2 ’
00 ... 1 —An_1

ctimprese que Char(4; X) = (—1)"(X™ + A1 X" L+ 4+ M X + Ag).

Demostracion. O resultado demoéstrase por inducién en n. Suponamos que se cumpre
para matrices (n — 1) x (n — 1), e sexa ¢(X) = (—=1)" 1 X" L+ X\, 1 X" 24+ ...+ \q).
Desenvolvendo pola primeira fila, temos que
Char(4; X) = (=X)g(X) + (=1)" " (=)o)
= (=D (X" + A1 X NX ).

O]

Imos dar agora a demostracién xeral do resultado, que é o que se cofiece como teorema
de Cayley—Hamilton.
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Teorema 3.1 (Cayley—Hamilton). Toda matriz cadrada anula o seu polinomio carac-
teristico. E dicir, se f € End(E), entén Char(f; f) =0.

Demostracion. A proba baséase nos seguintes dous resultados, que demostraremos en
primeiro lugar e que logo usaremos para concluir que o teorema de Cayley—Hamilton é
certo.

(i) Sexa f € End(FE) de maneira que v, f(v), f2(v),..., f* *(v) é unha base de E.
Entén Char(f; f) =0.

M N
(ii) Se A é unha matriz por bloques 0 iz de maneira que M e P cumpren
Cayley—Hamilton, entén A tamén o cumpre.
Para a primeira propiedade, observamos que se v, f(v),..., f" 1 (v) é unha base, temos
algunha relacién da forma f"(v) + > 77 4 Ajfi(v) = 0; alternativamente, podemos pér
>0 A f7(v), con A\, = 1. Polo tanto, na base v, f(v),..., f" *(v), o endomorfismo
ten por matriz
[0 0 =X\
10 0 —-A1
01 0 —A2
00 ... 1 | —=A1

Nesta base temos que o polinomio caracterfstico ¢ Char(f; X) = (—1)" > A\ X"
Vexamos que Char(f; f) se anula en todos os vectores da base {v, f(v),..., f* 1(v)}.
Para iso, observamos que

Char(f; f)(f*(v) (ZAf)f’“
- (Z A (0)
1=0
_ fk<zn: S (v)
=0

= f*0) =

onde se empregou que (Z?:o A fi) (v) = 0 para todo v. Polo tanto, o polinomio carac-
teristico anula todos os elementos da base e é un polinomio anulador do endomorfismo.
A segunda propiedade é consecuencia directa do Lemal[3.1] que afirma que o determinan-
te de A é det(M)-det(P). Mais concretamente, Char(A; X) = Char(M; X)-Char(P; X).
Entén

Char(A; A) = Char(M; A) Char(P; A)

_ (Char(M; M) | x '\ (Char(P; M) | *

0 | Char(M;P)) \ 0 | Char(P; P))
_ * \ [Char(P; M) | =\

Char(M;P)) \ 0 | 0)

Il
/T\/‘“\/"
olo o

% .
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Para demostrar agora o teorema Cayley—Hamilton podemos proceder por inducién
sobre a dimensién de E. De feito, xa probamos o resultado para dimensién 0, 1 ou 2.
Suponamos logo que a dimensiéon de E é n > 0 e escollamos v € E diferente de 0.
Entén, collemos o maior 7 tal que v, f(v),..., f"~!(v) son linealmente independentes,
pero hai unha relacién de dependencia lineal entre v, f(v),..., f"(v). Como v # 0,
necesariamente r > 1. Se r = n, concluimos pola primeira parte. Senén, completamos
{v, f(v),..., f7~%(v)} a unha base de E, na cal a matriz asociada é unha matriz por
M N
0 P
hipétese de inducién, tanto M como P cumpren o teorema de Cayley—Hamilton, polo
que podemos concluir. ]

bloques A = , con M un bloque 7 x r e P un bloque (n—17) x (n —r). Pola

Exemplo. Consideramos a matriz

1=(1 1) e M@

que non ten valores propios racionais. Temos que Char(A; X) = X2 4+ 2X + 2, o que
quere dicir que A% +2A 4 21 = 0.

Un dos aspectos importantes do teorema de Cayley—Hamilton é que nos dd un po-
linomio que anula a matriz; polo tanto, o polinomio minimo pédese buscar entre os
seus divisores. Por outro lado, o uso do teorema pddese empregar para achar a matriz
inversa. No exemplo anterior, como A% 4+ 24 +2I = 0, tense A(A + 2I) = —2I, polo que

ATl = —%(AJr 2I0).

3.3. Forma de Jordan

Polo de agora, vimos que hai dias obstruciéns para que un endomorfismo diagonalice:
que o polinomio caracteristico non tenia suficientes raices, ou que para algin valor propio
non haxa suficientes vectores propios (¢ dicir, que o polinomio minimo tefia algunha raiz
multiple). O obxectivo desta seccién é describir unha maneira de proceder no segundo
caso. Imos analizar un caso limite que ilustra este fenémeno. Sexa ¢ # 0 un nimero

, . 1 . .
real. Enton, a matriz ((8) O) ten dous valores propios diferentes, € e 0, con vectores

propios asociados (1,0) e (1, —¢), respectivamente. Entén,

e 1\ (1 1\ (e 0\ /1 &t
(0 0> - <0 —g> (0 0> (0 —51> '

O problema cando ¢ tende a 0, o vector propio asociado a € tende a (1,0), que é o
mesmo vector propio que o asociado a 0. Polo tanto, a matriz de cambio de base deixa
de ser invertible e temos unha singularidade. A forma de Jordan é unha alternativa
a este problema, que permite atopar bases candnicas para un endomorfismo que non
ten suficientes valores propios, pero no que o polinomio caracteristico ainda ten tantas
raices como o seu grao.

A modo de notacién, diremos que un polinomio descompén completamente cando ten
tantas raices como o seu grao, contando multiplicidades. Un corpo no que isto sempre

sucede dise que é alxebricamente pechado. Por exemplo, C é alxebricamente pechado,
pero non é o tnico exemplo.
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Vectores propios xeneralizados

Antes de comezar, observamos que, polo primeiro teorema de descomposicion, € suficien-
te tratar por separado cada un dos subespazos asociados aos diferentes valores propios
dun endomorfismo. Recordemos que pomos f) = f — All. Se o polinomio minimo é o pro-
duto de factores da forma (X — \;)™, podemos considerar de forma independente cada
un dos nticleos ker(fy)™:. Mais concretamente, se Char(f; X) = (—1)" [T/, (X — A\)™,
enton

E = P ker((f — AId)™),
A

posto que polo teorema de Cayley-Hamilton o polinomio caracteristico é un multiplo
do polinomio minimo. O obxectivo desta seccién é estudar, para cada A, o subespazo
ker((f — AId)™).

Para introducir a forma de Jordan, imos comezar estendendo a definicién de vector
propio a través da seguinte xeralizacion.

Definicion 3.10. Sexa A un valor propio do endomorfismo f. Un wvector propio ze-
neralizado de valor propio A é un vector non cero v € V de maneira que ff(v) =0
para algun k > 1. Un ciclo de vectores propios zeneralizados de valor propio A (tamén
chamado ciclo de Jordan) é unha sucesién de vectores non nulos vy, ve,...,v, con
(o) =vp1, .oy fa(ve) = v1 e fa(vr) = 0. O vector v, chamase xzerador do ciclo.

Exemplo. Sexa

2 3
A=10 2
0 0

N Ot >

Consideremos os vectores v3 = (0,0,1), v = (4,5,0) e v1 = (15,0,0). Entén, (A —
2Mvg = ve, (A — 2D)vy = v1 e (A — 2I)v; = 0. Polo tanto, (v1,v2,v3) é un ciclo de
Jordan para o endomorfismo representado por A.

Observamos tamén que a matriz na base (vs,ve,v1) estd dada por

210
0 21
0 0 2

E dicir, é unha matriz con entradas na diagonal e con uns na diagonal superior.
Nun ciclo de Jordan de valor propio A, cada vector vy pertence a ker(f¥)\ ker( fffl),
e o primeiro vector vy é un vector propio de valor propio A. Dise que dous ciclos de

Jordan son independentes se os subespazos que xeran estdn en suma directa.

Proposicién 3.14. Sexa wv1,...,v, un ciclos de Jordan de valor propio A para un
endomorfismo f € End(FE). Entén:

(a) Os vectores v; son independentes.
(b) Para calquera escalar u € K, o subespazo (vi,vs,...,v,) é invariante por f,.

(c) Se u# A, entén f, é un automorfismo do espazo xerado polos r vectores v;.
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Demostracion. (a) Para demostrar o primeiro apartado procedemos por inducién so-

bre a lonxitude do ciclo. Se £ = 1, é inmediato. Suponidmolo agora certo para ciclos
e lonxitude £—1 e collamos unha combinacién lineal da forma zv1+. ..+ zpv, = 0.
Aplicando fy, vemos que

f)\(iL‘lvl + ...+ xgvg) = 2oVl + ...+ TpUp_1.

Como os vectores vy, ...,vs—1 son independentes pola hipdtese de inducién xo =
...=xy =0, e entén o coeficiente con x; tamén é 0.

Temos que f, = fn+ (A — p)Id, polo que podemos ver que f, = (A — p)vy e
fu(vi) = viz1 + (A — p)v; para todo 2 < ¢ < r. Isto demostra a invariancia do
subespazo.

A matriz de f, na base formada por v, ..., v, ten os valores A — ;1 na diagonal e
uns na diagonal superior. Polo tanto, o seu determinante é (A—pu)", que é diferente
de 0.

O

Chamaselle bloque de Jordan & matriz da restricion do endomorfismo f ao subespazo
xerado polos v;. E unha matriz en My () da forma

.

A

onde A é o valor propio correspondentes aos vectores propios xeneralizados v;.

Definicion 3.11. Unha base de Jordan para un endomorfismo f é unha base formada
pola unién de ciclos de Jordan para este endomorfismo.

A matriz de Jordan dun endomorfismo serd, polo tanto, unha matriz por bloques na
que cada peza € un ciclo de Jordan:

Jk1(/\1)
Tra() 0
Jks (/\3)

0

Jk’e (/\f)

A descomposicion candnica de Jordan

De cara a introducir a descomposicion canénica de Jordan, procedemos considerando
unha taboa da seguinte maneira.

Cada columna representa un ciclo de Jordan.
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= Situamos as columnas en orde descendente segundo a sta lonxitude.

= Na columna i-ésima, con 1 <4 < r, situamos o vector propio v; 1 na fila inferior,
v;,2 na seguinte fila, e asi ata chegar a v; ¢, na fila £;-ésima.

» En particular, altura de cada columna é igual 4 lonxitude do ciclo.

= Se unha columna sé ten un elemento quere dicir que o ciclo unicamente consiste
dun vector propio.

Proposicién 3.15. Sexa g € End(F). Entén, para cada enteiro £k > 1, temos as
seguintes propiedades.

(a) ker(g*) C ker(ght!).
(b) Se ker(g*) = ker(g"*1), entén ker(g"+1) = ker(g"+?),

(c) A aplicacién ¢: ker(g"*1)/ker(g*) — ker(¢¥)/ker(¢g*~!) definida por ¢([v]) =
[g(v)] estd ben definida e é inxectiva.

Demostracion. (a) Se v € ker(gF), entén ¢gF(v) = 0 e polo tanto 0 = g(g*(v)) =
k+1
9" (v).

(b) Se ker(¢g*) = ker(g"*!) e v € ker(g¥*2), entén g¥+2(v) = g**1(g(v)) = 0. Polo
tanto, g(v) € ker(¢¥t!) = ker(g¥) e sucede que g*(g(v)) =0
resulta que v € ker(gh+1).

(c) En primeiro lugar observamos que se v € ker(g"*1), entén g(v) € ker(¢g¥) xa que
d*(g(v)) = g*¥T1(v) = 0. Ademais, se [u] = [v], entén u — v € ker(g"*) e polo tanto
g(u—v) € ker(g*1), co cal [g(u)] = [g(v)]. Isto asegura que ¢ est4 ben definida. A
linealidade é inmediata a partir da definicién. Para ver a inxectividade, se ¢([v]) =
[g(v)] = [0], entén g(v) € ker(gF~1). Iso quere dicir que g¥(v) = g1 (g(v)) =0 e
polo tanto [v] = 0.

O

O seguinte resultado di que os ciclos de valores propios pédense estruturar nun edificio
no que os diferentes pisos son familias de vectores de ker(f{) de maneiras que as stas

clases son independentes médulo o subespazo ker( g\_l).

Lema 3.4. Sexa A un valor propio de f € End(FE). Parai =1,...,7, sexan v; 1, ..., iy,
ciclos de Jordan de valor propio A de lonxitudes decrecentes: £1 > ¢ > ... > {,.
Se para cada j = 1,...,¢; as clases [v;;| son linealmente independentes no cociente

ker( ff\) / ker( fi_l), entén todos os vectores v; ; son linealmente independentes en E.

Demostracion. Procedemos por inducién sobre ¢1. Se £; = 1, entén temos un tnico
piso e a coleccion consta unicamente de vectores propios.
Consideramos agora unha familia de £’ ciclos de lonxitudes £}, con ¢; = ¢;+1. Collemos

unha combinacién lineal
K 4

> > wijvig =0,

i=1 j=1
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e veremos que todos os coeficientes son cero. Aplicando o endomorfismo f) a cada lado,
deducimos a igualdade

ko4 k41
YO miifaig) =D ) wijiavi, = 0.
i=1 j=1 i=1 j=1

Isto é unha combinacién lineal dos vectores da familia de & < k' ciclos que se ob-
tefien eliminando o ultimo vector de todos os ciclos da familia de partida. Dito doutra
maneira, estamos eliminando o ultimo piso dos bloques de Jordan. Esta nova familia
ten o primeiro ciclos de lonxitude ¢; = ¢; — 1. Ademais, segue cumprindo a condi-
cién sobre independencia lineal nos cocientes ker(f)/ ker( ff\_l), xa que a aplicacion
ker( i“)/ker(fi) — ker(fi)/ker(fi_l) inducida por f) é inxectiva e polo tanto pre-
serva a condicién de independencia lineal.

Pola hipétese de inducion, todos os coeficientes desta combinacion lineal son cero, e
polo tanto todos os coeficientes x; ; da combinacién lineal inicial con j > 1 tamén son
Ccero. 0

O seguinte resultado é o que adoita denominarse como segundo teorema de descompo-
sicion.

Teorema 3.2. Sexa f € End(E) un endomorfismo tal que o seu polinomio carac-
teristico descompdén completamente. Para cada valor propio A de multiplicidade m, o
subespazo ker(f{") ten unha base de Jordan.

Demostracion. En primeiro lugar, observamos que se pode estudar cada subespazo
por separado, buscando bases de Jordan cuxa lonxitude coincida coa multiplicidade
alxébrica do valor propio; unha base de Jordan nunca pode ter tamano maior, porque
se ese fose o caso, ao considerarmos o polinomio caracteristico da forma de Jordan,
teriamos que a multiplicidade alxébrica é mais grande do permitido.

Hai unha cadea de subespazos ker(fy) C ker(f?) C ... que nalgiin momento esta-
biliza (de feito, con exponiente < m). Sexa ¢ < m o menor enteiro positivo tal que
ker(f{) = ker( ff“). Consideramos como antes unha taboa, enchéndoa por pisos e co-
mezando por arriba. No piso £-ésimo pomos vectores de maneira que a sia clase sexa
unha base de ker(f5)/ ker( ff_l). Calculamos as stas imaxes por fy e colécanse no piso
inferior. Grazas aos resultados anteriores, as clases destas imaxes tamén son indepen-
dentes en ker( ff_l) / ker( ffi_Q). Completamos estas clases ata que formen unha base
de ker( ffi_l) / ker( ff_z) engadindo clases de ker( ff_l), e desta maneira completamos o
piso £ — 1. Isto é posible porque f) induce unha aplicacién inxectiva entre os cocientes
correspondentes.

Repetimos o proceso ata chegar a base, procedendo dese mesmo xeito. Unha vez te-
mos os vectores v;; do piso j tales que as stas clases son unha base no cociente
ker(ff{)/ker(fx_l), calculamos as stas imaxes fy(v;;) = v;j—1 e poéfiense no piso in-
ferior. As clases destes vectores son independentes no cociente ker( i_l) / ker( §_2)
porque a aplicacién inducida por fy, ker(f{)/ker( i_l) — ker( i_l)/ker(f§_2), é in-
xectiva. Logo, complétase o piso (j — 1)-ésimo engadindo vectores de ker( i_l) de
maneira que as clases de todos sexan unha base do cociente ker( i_l) / ker( 1_2).

O lema anterior asegura que, unha vez completada a tdboa desta maneira, os vectores
que a forman serdn independentes e, por dimensién, seran unha base de ker(f{"), que
esta formada por unha union de ciclos de Jordan. O
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Exemplo. Imos ilustrar as ideas do lema e do teorema nun exemplo. Sexa f un endo-
morfismo tal que Char(f; X) = (X —2)!®. Entén, sabemos que existird un 1 < m < 18
tal que (f —21Id)™ = 0; o menor m con esa propiedade é o exponente de (X — 2) no
polinomio minimo. Suponamos que ao calcular as dimensiéns dos ntcleos obtemos os
seguintes valores:

» dimker(f —21d

) =
» dimker(f —21d)%? =
» dimker(f —21d)3 =
)t =

» dimker(f —21d)* =

Polo tanto, o polinomio minimo é (X —2)*. Para facer a matriz de Jordan, consideramos
dous vectores que sexan linealmente independentes en ker(f — 21d)*/ker(f — 21d)3, e
chamdamoslles v1 4 € v2 4.

A continuacién, consideramos vq,3 = f2(v14) € v23 = fa(v2.4). Estes vectores son lineal-
mente independentes en ker(f —21d)3/ker(f —21d)2, e completdmolos cun vector vs 3
para ter unha base do espazo. Alternativamente, {v1 4, v24, 013,023,033} é unha base
de E/ker(f —21d)%.

Definimos v 2,v2,2,v32 como as imaxes de v13,v23,v33 por fo, e completamos con
vectores v4.2, V52, V62 para ter unha base de ker(f — 21d)?/ ker(f — 21d).

Por tltimo, para cada ¢ = 1,...,6, sexa v;1 = f2(v;2), e consideramos un novo vector
v7,1 que forme xunto cos seis anteriores unha base de ker(f — 21d).

Desta maneira, os ciclos de Jordan podémolos interpretar en forma da seguinte taboa.

V14 | V24

V1,3 | V2,3 | V3,3

V1,2 | V2,2 | V3,2 | V42 | Us2 | V62

V1,1 | V2,1 | V3,1 | V4,1 | Us1 | Vel | V71

A forma de Jordan, polo tanto, constara de 2 bloques de tamano 4, Js 4, un bloque de
tamano 3, Jo 3, 3 bloques de tamano 2, Js 2, e un bloque de tamano 1, J3 1:

O O N

2 10 9 1
J2,4 - ) J2,3 == 0 21 ) JQ,Q = <0 2> ’ J271 = (2)
0 0 2

S O N =
N = O
N = OO

0
Mais en xeral, calquera taboa de Jordan tera as seguintes propiedades.
= A altura é a lonxitude dos ciclos mais longos.

» A anchura é a dimensién do subespazo ker(f)) dos vectores propios ordinarios
(isto é, a multiplicidade xeométrica).

A dimensién de ker(f¥) é o nimero de vectores que hai ata o piso k incluido.

O ntimero de columnas de altura > ¢ é a dimensién de ker(f)/ker(fi 1).

O numero de columnas de altura exactamente igual a £ é

2 dim ker(f§) — dimker( ~1) — dim ker( Hl).
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Da demostracién do teorema, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.1. Sexa f € End(F) de maneira que Char(f;X) descompén comple-
tamente, e sexa A un valor propio de f. Enton, a multiplicidade de A\ como raiz de
Min(f; X) é igual ao menor enteiro positivo k tal que ker(f —AI1d)¥ = ker(f — A1d)*+1,
Alternativamente, k£ é o menor enteiro positivo de maneira que a dimensién de ker(f —
Md)F é igual a m,(N).

Exemplo. Se na descomposicién en ciclos de Jordan hai un tnico ciclo de Jordan de
valor propio A, o exponente de A como raiz do polinomio minimo é precisamente a
multiplicidade alxébrica.

Mais concretamente, observamos que unha base de vectores propios xeralizados para
un valor propio A de multiplicidade alxébrica m) ten cardinal m). Para demostralo,
sexa F\ o subespazo invariante xerado por todos os vectores propios xeralizados de
valor propio A. O polinomio caracteristico de f|F) divide ao de f; como o primeiro é
(—1)dimE) (X — X\)4m(F) temos que dim(Fy) < my. Como esta desigualdade se cumpre
para calquera valor propio A, polo primeiro teorema de descomposicién

E = Dker((f = 2)™);
A

tense que
dimE =) "dimFy <Y m) =dimE,
A A
e polo tanto todas as desigualdades tenen que ser igualdades.
Unha primeira consecuencia da existencia de bases de Jordan é o seguinte resultado.

Proposicion 3.16. Un endomorfismo admite unha base de Jordan se, e soamente se,
o seu polinomio caracteristico descompdén completamente. Se A e B son dias matrices
co mesmo polinomio caracteristico, que descompdén completamente, A e B representan
o mesmo endomorfismo se, e soamente se, tenen a mesma forma de Jordan, salvo a orde
das caixas.

Demostracion. A primeira parte da proposicion é inmediata a partir do resultado ante-
rior. Para a segunda, se diias matrices tefien a mesma forma de Jordan, entén P~1AP =
Q 'BQ = J, para algunhas P,Q € GL,(K). Por tanto B = (PQ"1)"1A(PQ~!) e am-
bas matrices son conxugadas. Para o reciproco, se ambas son conxugadas e se cumpre
B = P~ 'AP, entén teflen o mesmo polinomio caracteristico, que por hipétese des-
compo6n completamente. Para cada valor propio A o ntmero e medida dos ciclos de
Jordan de valor propio A unicamente depende dos rangos das matrices (A — AI)¥ e
(B — AI)* para todo k > 0. Como

(B—AD)* = (P71AP — A\I)F = P1(A — AD)FP,

o rango destas matrices son os mesmos. O

Exemplos de calculo de matrices de Jordan

O procedemento para o calculo da base de Jordan dun endomorfismo f serda sempre o
seguinte.

1. Calcular o polinomio de Jordan do endomorfismo f e achar as stas raices.
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2. Para cada raiz, achamos o menor enteiro positivo k tal que a dimensién do nicleo
de (f — M1d)" sexa igual 4 multiplicidade alxébrica.

3. Para ese k, consideramos vectores de E de maneira que formen unha base de
ker(f — AId)¥/ker(f — AId)*~!. Iso ddnos os vectores do piso k na téboa de
Jordan.

4. Para cada ¢ entre kK — 1 e 1, procedemos do seguinte xeito: calculamos a imaxe
por fy dos vectores no piso i + 1 e completamos con tantos vectores de E como
faga falta ata ter unha base de ker(f — AId)?/ ker(f — AId)*~L.

Comezamos considerando a matriz

\
N

A= |-

N
O = N

1
2
0

t

Neste caso, Char(A; X) = —X (X —1)2, co cal os valores propios son 0 e 1. O valor propio
0 ten multiplicidade alxébrica 1, co cal é suficiente con achar ker(A) = ((0,—1,2)). En
cambio, ker(A—1) = ((1,—1,5)), e polo tanto, o 1 ten multiplicidade xeométrica 1. Isto
automaticamente dinos que o polinomio minimo é Min(A4; X) = X (X — 1)2, posto que
ten que ser un divisor del coas mesmas raices e ao mesmo tempo non pode ter todas as
raices simples xa que non diagonaliza.

Achamos agora ker(A — )2, e é suficiente coller un vector que estea nese nticleo pero
non no de A—1I. Sexa v = (1,2,0). Entén v; = (A—D)vy = (1, —1,5). Polo tanto, unha
descomposicién da matriz é

-1

-2 21 0 11 0 0 0 0 11
-7 4 2|=1-1 -1 2|0 |1 1){-1 -1 2
5 00 2 5 0/ \0 | 01 2 50
Sexa agora
110 O 2
111 -1 -4
B=]11 2 -1 -3
1 21 0 -1
000 0 1
O polinomio caracteristico é Char(B; X) = —(X — 1)°. Ademais,
010 0 2 101 -1 -4
101 -1 -4 000 0 O
B-I=|111 -1 3|, (B-D?=|10 1 -1 —4
121 -1 -1 2 0 2 -2 -8
000 0 O 000 0 O

Podemos ver que dimker(B — 1) = 2, dimker(B — I)?> = 4 e dimker(B — 1)3 = 5.
O polinomio minimo é entén (X — 1)3. Sabemos entén que a base de Jordan estard
formado por vectores (v1,va,vs, v4,v5), de maneira que (v1,ve2,v3) € (v4,v5) son ciclos
de Jordan. Comezamos achando vz encontrando un elemento de ker((B — I)3), pero
que non estea en ker((B — I)?). Podemos tomar por exemplo vz = (1,0,0,0,0). Entén,
vy = (B — vy = (0,1,1,1,0) e v1 = (B —)ve = (1,0,1,2,0). Para achar vs, temos
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que completar vs a unha base de ker(B —1I)?/ ker(B —1I). Por exemplo, podemos coller
vs = (3,0,1,0,1) e entén vy = (B — D)vs = (2,0, 1,3,0). Observamos que a eleccién de
vy é correcta porque € linealmente independente con vo no cociente, é dicir,

vs = avg + buy + cuy

non ten soluciéns (aqui, collemos v1 e vy como base de ker(B —1)) posto que tanto para
v9, V1 € U4 a quinta componente é 0 e iso non é o caso para vs.

Polo tanto,

110 0 2 10123 /110]00 /1012 3"
1 11 -1 —4 01 00o0|l0o11]0o0l]l0o1oO0O0OOVO
112 -1 -3|=]11011]lo01|00]|1 1011
121 0 -1 21030k000 11}21030
000 0 1 00001/ \0o00] 01/ \000O071

A téboa de Jordan cos vectores por ciclos ten a forma seguinte.

U3
V2 | Us
V1 | V4

O seguinte corolario é inmediato a partir dos resultados anteriores sobre a construcién
das matrices de Jordan.

Corolario 3.2. Sexa f € End(E) un endomorfismo que admite forma de Jordan e
sexa A un valor propio de f. Sexa k o0 menor enteiro positivo tal que ker((f — AId)*) =
ker((f — A1d)**1). Entén, k é o tamaifio do maior bloque de Jordan de f.

3.4. Aplicacions e extensions da forma de Jordan

Imos explorar agora dudas aplicaciéns habituais da forma de Jordan: a resoluciéns de
recorrencias e o calculo da exponencial dunha matriz, que se emprega na resoluciéon de
ecuaciéns diferenciais ordinarias.

Calculo de subespazos invariantes

Unha das aplicaciéns habituais da forma de Jordan é achar os subespazos invariantes
por un endomorfismo f. O primeiro teorema de descomposicién dinos que podemos
tratar cada valor propio por separado, polo que nos imos restrinxir ao caso dun valor
propio A. O seguinte resultado establece que a forma de Jordan dun subespazo invariante
estd contida na forma de Jordan de E.

Proposicién 3.17. Sexa f € End(E) con polinomio caracteristico Char(f; X) = (A —
X)" esexa F' C E un subespazo invariante por F. Sexa (v; j),conl1 <i<rel <j <Y
unha base de Jordan para F. Entén, a base de Jordan de F' pode estenderse a unha
base de Jordan de E, é dicir, existe unha base de Jordan de E da forma (u;;), con
1<i<s,1<j<my,r<s, i <mjeuj=v;paral <i<rel<j<{. (Na
descomposicion en ciclos de Jordan de E non estamos requirindo agora que os ciclos
estean ordenados pola sta lonxitude.)
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Demostracion. Comezamos observando que o nimero de bloques de tamano maior ou
igual que k£ na restricion a un subespazo F' é menor ou igual que os que existen en
E. Para ver iso, observamos que, chamando ¢, = dimker(f — A1d)*|F — dim ker(f —
A1d)*=1|F, temos

¢ = dim(ker(f — Md)*|F — ker(f — A1d)* 1| F)
< dim(ker(f — A1d)* — ker(f — A1d)*1)
= dimker(f — AId)* — dimker(f — A 1d)*F~1

Isto demostra que a forma de Jordan da restricién a F estd contida na forma de Jordan
de E (alternativamente, que no piso j da restricién a F' hai como moito tantos vectores
como na forma de Jordan de E).

Ademais, dada unha base de Jordan dun subespazo, esta pédese completar iterativa-
mente a unha base de Jordan de todo o espazo. Para iso, imos ciclo a ciclo: se o ciclo k&
ten lonxitude s na restricién ao subespazo, miramos se o vector v; s ten unha preimaxe
por fy; se a ten, chamamoslle a ese vector v; s41 € procedemos asi mentres sexa posible
atopar unha preimaxe. [so ddnos uns cantos ciclos de Jordan completos, e a partir de ai
procedemos do xeito habitual completando as bases de ker(f — A1d)?/ ker(f — A1d)7~!
empezando polo piso superior para obter xeradores e producindo novos ciclos desa ma-
neira. A posibilidade de completar pédese entender en termos da primeira observacién
da proba, pola cal o nimero de vectores nun piso concreto sempre é menor ou igual ao
considerarmos a restricién ao subespazo. O

No caso no que Min(f; X) = p(X)q(X), con ged(p(X),q(X)) = 1, temos polo primeiro
teorema de descomposiciéon que

E =ker(p(f)) @ ker(q(f)).

Se F' C FE é un subespazo invariante, temos que Min(f|F;X) = p/(X)¢'(X), onde
P(X) [ p(X) e ¢(X) | g(X). Nese caso,
F = ker(p'(f)| ) @ ker(q'(f)| ).

Polo tanto, para achar os subespazos invariantes de F chega con calcular os de ker(p(f))
e os de ker(q(f)). Iso fai que a situacién sexa especialmente sinxela cando hai un tnico
bloque de Jordan para cada valor propio. Porén, cando hai mais dun, a situacion volvese
mais complicada, como exploraremos nos exercicios.

Exemplo. Ao igual que antes, sexa f un endomorfismo tal que Char(f; X) = (X —2)!8,
con

» dimker(f —21d) =

» dimker(f —21d)%? =
» dimker(f —21d)3 =
» dimker(f —21d)* =

Consideremos agora o subespazo que ten por descomposicién en ciclos

V1,3

V1,2 | V2,2 | V3,2

V1,1 | V2,1 | V31 | V4,1 | Vs
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Podemos completar cada un deses ciclos obtendo imaxes por f) mentres sexa posible,
e chegamos a

V14 | V2.4

V1,3 | V2,3 | V3,3

V12 | V2,2 | V32 | V42 | Us52

V1 | V2,1 | V31 | V4,1 | Us1

Agora temos que ker(f — A1d)*/ker(f — A1d)? xa ten dimensién 2, co que non hai
que engadir novos vectores ao piso 4; o mesmo pasa co piso 3; en cambio ker(f —
A1d)?/ker(f — A1d) ten dimensién 6, mentres que no piso 2 sé hai 5 vectores. Com-
pletamos a base cun novo vector vg 2, e definimos vg1 := fi(ve2). Finalmente, como
ker(f — AId) ten agora 6 vectores, completamos a base cun tltimo vector vz ;.

Exemplo. No caso do endomorfismo xa traballado e dado pola matriz

-2
A= |-

|
O = N

1
21,
0

at

temos unicamente 6 espazos invariantes.
» O subespazo trivial que consta unicamente do {0}.
= Dous subespazos de dimensién 1, os xerados por cada un dos vectores propios.

= Dous subespazos de dimensién 2, o xerado polos dous vectores propios e o xerado
polo ciclo de Jordan de tamno 2.

= O subespazo de dimensién 3 igual ao espazo total.

No caso do endomorfismo do exemplo anterior representado pola matriz

110 0 2
111 -1 -4
B=]11 2 -1 -3
121 0 -1
000 0 1

temos 12 subespazos invariantes que se obtenien a partir da forma de Jordan. Sexa
{v1, v2,v3,v4,v5} a base de Jordan construida con anterioridade.

» O subespazo trivial que consta unicamente do {0}.

» Dous subespazos de dimensién 1, (v1) e (vy4).

» Tres subespazos de dimensién 2, (v, ve), (v4,v5) € (v1,v4).

» Tres subespazos de dimensién 3, (v, vy, v5), (v1,v2,v4) € (v1, V2, v3).
» Dous subespazos de dimension 4, (vy,va, vg, v5) € (v1, V2, V3, V4).

= O subespazo de dimensién 5 igual ao espazo total.
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Porén, estes non son os tnicos. Por exemplo, no caso de dimensién 1, podemos coller o
xerado por calquera vector da forma Av; + pvg, donde (A, u) # (0,0).

Nos exercicios, veremos como atopar todos os subespazos invariantes en situacions
nas que hai mais dun ciclo de Jordan para un mesmo valor propio. Non presentamos
ningin método xeral, sendén que o mais doado pasa por unha anélise individual de cada
situacion.

Outro exemplo habitual de aplicaciéon da forma de Jordan é o calculo de potencias n-
ésimas. Para iso, como sucedia no caso da diagonalizacion, tense que é suficiente saber
calcular as potencias dos bloques de Jordan. Neste caso, podemos ver, por exemplo por
inducién que

n A1 o0\" /A oAl (B)an?
n n—1 2
(3 i) —(AO ”;_1), 0x 1] =[0 A it
0 0 A 0 0 A"

En xeral, se temos un bloque r x r na diagonal que esta i posiciéns por riba da diagonal
principal teremos (') A"~
Resolucién de recorrencias

Definicion 3.12. Unha recorrencia lineal homoxénea é unha sucesién na que se dan
os termos ag, aq,...,ap_1 € se cumpre unha ecuacién da forma

Ontk + Qk—10ptk—1 + - .. + @1ap+1 + apa, =0, para todo n > 0.

Podemos representar esta recorrencia mediante a igualdade matricial

An+k /_akfl —Qg—2 ... —Q] —060\ An+k—1
Ap+k—1 1 0 .o 0 0 Ap+k—2
pik—2 | = 0 1 .. 0 0 Aptk—3

Ap41 0 0 .. 1 0 an

Sexa A a matriz de coeficientes. Procedendo como no caso da demostracion de Cayley—
Hamilton, tense que

Char(A; X) = (—1)™(X" + ap 1 X" 1 4 ...+ a1 X + ag).

Polo tanto, ao facer A", a matriz de Jordan terd na diagonal as raices do polinomio
X" 4+ ap 1 X" '+ ...+ ag, e o tamano do maior bloque de Jordan dunha raiz A
estard limitado superiormente pola multiplicidade de A como raiz do polinomio. Mais
concretamente, tense que se las raices do polinomio son Aq,..., A, con multiplicidades
mi, ..., My, respectivamente, entén

mi—1\yn myr—1\yn
an=(a10+ ...+ a1mX™ )N+ .o+ (ar1 4o F A, XA
Os coeficientes a; ; obténense ao impoiier as condiciéns iniciais.

Exemplo. Consideramos a recorrencia dada por ag = 4, a1 = 0, ag = 5 € apq3 =
3an+1 + 2a, para todo n > 3. Entén, temos que

n

An+2 0 3 2 as
ans1 | =1 0 0 a1
Qn, 010 ag
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Facendo a forma de Jordan da matriz obtense que

03 2 —1 2 4\ /-1 1] 0\ /1/9 2/9 -8/9
1 0o0ofl=( 1 -1 2 0 -1 ] 0] 1/3 —-1/3 —2/3
010 -1 0 1)\ 0o o] 2/\1/9 2/9 1/9
Polo tanto,
Ant2 -1 2 4\ /(- n(-1)"! 0 1/9  2/9 —8/9\ /5
1 | =1 1 -1 2 0 (—1)" 0 1/3 —1/3 —=2/3] (0
an -1 01/ \ 0 0 2" \1/9 2/9 1/9) \4

Operando, vemos que
ap = (—n+3)(—=1)" 4+ 2™

Esta mesma técnica pédese empregar para resolver ecuacions non homoxéneas, nas que
ademais dos termos lineais temos contribuciéns da forma py(n)\", onde A € K é un
escalar e p)(X) € K[X] é un polinomio. Imos explicar o procedemento cun exemplo.

Exemplo. Consideramos a recurrencia dada por ag = 0 e ap+1 = a, + n2"™ para todo
n > 1. Entén, temos que

on+l =10 2 0 on
(n+ 1)2n+! 0 2 2/ \n2»
Polo tanto,
Ani1 10 1\"/ a
on+l =10 2 0 21
(n+1)2n+ 0 2 2 1-2!
Facendo a forma de Jordan da matriz obtense
1 0 1\" 1 2 0\ /1] 00 /1 2 -1
020 ={oo0 1|fo]21]]0 -1 1/2
02 2 022/\0oo0o2/\0o 1 o0

Procedendo como no exemplo anterior obtemos que

a, = n2" — 2"t 4 2.

A exponencial dunha matriz

Pasamos agora ao estudo das aplicacidns & resolucién de ecuacions diferenciais ordina-
rias, o que require definir a exponencial dunha matriz. No que resta de seccién, sexa
K =R ou K = C, ainda que mais en xeral podemos traballar con calquera corpo no
que tefiamos unha topoloxia axeitada que nos permita falar de converxencia.

Definicién 3.13. Sexa A € M,,(K) unha matriz. A ezponencial de A, que se denota

como e ou exp(A), é a matriz de M,,(K) dada pola serie de potencias

00
€A = E
k=0

onde A° é a matriz identidade. A serie sempre converxe, polo que a exponencial esta
ben definida.

| —

k
IA’

o
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Resulta doado comprobar que se A = diag(A1,...,\,), entén e = diag(eM, ..., eM).
No caso das matrices de Jordan, a situacién é maéis sutil. Por exemplo, sexa

S O O
SO > =
S > = O
> —_ o o

un bloque de Jordan de valor propio A e tamafio 4. Entén, tendo en conta que

A" n)\n—l (Z))\n—2 (g)An—fﬂ

Jn — 0 A" nAP1 (g))\"_Q
0 0 A" nAnt o
0 0 0 A"
tense que
11 4 %
01 1 =+
J_ A 2!
T 4oo 11
00 0 1

A aplicacién principal do célculo da matriz exponencial é a resoluciéon de ecuaciéns
diferenciais ordinarias. No caso de dimension 1, a solucién de

¥ =Xx, z(0)=umx

é da forma z(t) = zoe*. Isto mesmo segue a ser certo en dimensién arbitraria. Repre-
sentamos por x o vector de soluciéns, que temos que interpretar como unha n-tupla da
forma (z1(t),...,z,(t)), e pomos x" para referirnos 4 sia derivada. Sexa A € M, (R).
Dado un sistema de ecuacions diferenciais ordinarias da forma

x = Ax, x(0) = zo,
a stia tnica solucién é x(t) = e*xg.

Exemplo. Consideramos o sistema de ecuaciéns

r =x+y
vy =y
Z =—z

coas condiciéns iniciais (z(0),y(0), 2(0)) = (1,1,1). A matriz do sistema é

11 0
A=[0o 1 o],
00 -1

que xa estd en forma de Jordan. Polo tanto, a solucién do sistema é

x(t) el tet 0 1 (t+1)et
y(t) - 0 et 0 1 = et
z(t) 0 0 et 1 et
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Forma de Jordan real

Imos considerar por ultimo o caso no que K = R e o polinomio caracteristico non
descompén completamente. Sexa F un R-espazo vectorial e f € End(FE). Nese caso,
sabemos que se A é un valor propio con multiplicidade alxébrica mq()), entén A tamén
é un valor propio e mg(\) = mu()). Non s6 iso: se consideramos unha base formada
por ciclos de Jordan para A, podemos considerar os conxugados de cada vector e obter
as{ unha base de ciclos de Jordan para \. Iso é unha consecuencia directa do feito de

que o endomorfismo f estd definido sobre R, polo que (f — AId)*(v) = (f — AId)* (D).

Proposicién 3.18. Sexa {vi,...,v,.} un ciclo de Jordan para f € End(E) de valor
propio A. Tense que {v1,...,7,} é un ciclo de Jordan para f € End(E) de valor propio
A Ademais, sexan R(A) e I()) as partes real e imaxinaria de A, respectivamente,
R(A) = 222 e F(N) = 252, e sexan

(3 () - ()

Para ¢ = 1,...,r, sexa wy;_1 = % e wy = ”12;1{’1 Entén, a matriz de f na base
{wi,...,wy é da forma

Cy Iy ... 02 09

02 Cy ... 02 09

02 0o ... C) Iy

Oy 0o ... 09 Cy

Demostracion. Imos comezar calculando a imaxe de w1 e wy por f. Para iso, observamos
que v| = wy + 1wy e ¥ = wy — twe. Entén,

— A 5\ —
flan) = 7 (F57) = HESEE = RO - S
-7 AU — A\ D
Fws) = f(H) = A (0w + RO
2 2
Imos agora estudar a imaxe de wg;—1 € wa;, con 2 < ¢ < r. Nese caso,
V; + U;
flwai—1) = f(T) = R(N)wai—1 — S(AN)wa; + wai—3
V; — U;
flwy) = f(T) = SN wai—1 + R(\)wa; + wa;—s.

Exemplo. Consideramos a matriz con entradas reais

0 -2
A= .
(%)
Os seus valores propios son A1 = 1+i e Ay = 1 —1i. Os vectores propios correspondentes

1= (=2,1+1i) evy = (—2,1 —i). Polo resultado anterior, na base dada por
wp = (—=2,1) e wg = (0,1), a matriz de Jordan é

(1)
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Exemplo. Consideremos a matriz con entradas reais

0 1 -1 0
0 -1 01
B= 1 1 00
0 -2 01
Os valores propios son Ay = i e Ao = —i, ambos con multiplicidade alxébrica 2 e

multiplicidade xeométrica 1. Sexa (v1, v2) un ciclo de Jordan para i e sexa (v, v4) o ciclo
correspondente para —i. Collendo v; = (4,0, 1,0), vo = (0,1 44,1, 27), v3 = (—1,0,1,0)
evs = (0,1 —1,1,—27) temos que a matriz nesa base é

10 0
0« 0 O
00 — 1
00 0 —i

Podemos polo tanto coller wy = R(v1) = (0,0,1,0), we = I(v1) = (1,0,0,0), wy =
R(v2) = (0,1,1,0) e wg = J(v2) = (0,1,0,2). Polo tanto, obtemos nesa base a forma
de Jordan real:

—_ o O
O R = O

o o o

0
1
0
0

3.5. Problemas

Vectores propios e diagonalizacion.

Problema 3.1. Achar os valores propios racionais, reais e complexos das seguintes
matrices:

3 -13 10 1 —15 —17 1 -7 1
1 -3 10|, 1 -7 -6/, 4 0 1
0 1 3 -1 5 3 —4 28 —4

Solucién. No primeiro caso, o polinomio caracteristico é
(X2 -9 (X +3)+10+3B3-X)=—(X —1)(X —4)(X +2),

polo que os valores propios son 1, 4 e —2, os tres racionais (e polo tanto tamén reais e
complexos).
No segundo, o polinomio caracteristico é

—X3—3X%2 -3X +2=—(X+2)(X?+ X +1).

A tnica raiz racional e real e X = —2; por outro lado, o polinomio X2+ X + 1 ten ddas
raices complexas, que son X = %‘/_ﬁ?’ Polo tanto, a matriz ten tres valores propios
complexos e unicamente un racional ou real.
No terceiro caso, o polinomio caracteristico é

—X? - 3X% = -X*(X +3),

polo tanto os valores propios (xa sexa sobre os racionais, os reais ou complexos) son o
—3 e 0 0 (este tltimo dobre).
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Problema 3.2. Encontrar os valores e vectores propios das matrices seguintes e dicir
se son ou non diagonalizables.

2 0 0 20 1 2 20 4 0 20
-3 -1 3], 42 -1, 0 -3 0|, [-1 01
3 3 -1 10 -2 17 2 0 -2 0

Solucién. O polinomio caracteristico da primeira matriz, & que chamaremos A, é
Char(A; X) = —(X — 2)2(X + 4). O subespazo de vectores propios correspondente ao
valor propio —4 é ((0,1,—1)); o correspondente ao valor propio 2 é ((1,0,1),(0,1,1)).
Como as duas multiplicidades alxébricas coinciden coas xeométricas, a matriz diagona-
liza.

Para a segunda matriz, 4 que chamamos B, temos que Char(B; X) = —X3+4+12X 16 =
—(X +3)(X +1)(X —2). Como todos os valores propios tenien multiplicidade alxébrica
1, a matriz diagonaliza. O subespazo de vectores propios correspondente a X = —3 é
((1,—-1,-1)); o correspondente a X = —1 é ((1,—1,1)); e o correspondente a X =2 é
((0,1,0)).

Se C é a terceira matriz tense que Char(C;X) = —X? — 3X? = —X%(X +3). A
multiplicidade xeométrica do valor propio 0 é 1, e o seu subespazo propio é o xerado
polo vector (2,0, 1); polo tanto, a matriz non é diagonalizable. O subespazo de vectores
propios correspondente a X = —3 é ((8,—1, 3)).

Finalmente, se D é a cuarta matriz, Char(D; X) = —X3 —4X = —X(X? +4). Os
valores propios son 0 e as raices de X2 44 = 0, en caso de existir. Polo tanto, para que
a matriz diagonalice coémpre que —4 tena raiz cadrada. En particular, D non diagonaliza
nin sobre os racionais nin sobre os reais. O subespazo de vectores propios asociado a
X =06 ((1,0,1)). Sobre C, temos que o subespazo de vectores propios asociado a
X = 2i (resp. X = —2i) é ((—1,—i,1)) (resp. (—1,14,1)).

Problema 3.3. Encontrar a matriz na base canénica dun endomorfismo f € End(R?)
tal que:

(i) f(e1) + f(es) = e1 +es.
(ii) f(e1) + f(e2) = e1 + ea.

(iii) Calquera vector non nulo na intersecciéon U NV, onde U = {(z,y,2) € R? |
z4+y—2x=0}eV ={2,0,3),(1,0,1)), é un vector propio de valor propio —1.

Solucién. O subespazo V pode escribirse como V = {(z,y, z) € R? | y = 0}, co cal
Unv ={(1,0,2)).

Polo tanto, as condiciéns do enunciado afirman que (1,0,1), (1,1,0) e (1,0,2) son
vectores propios con valores propios 1, 1 e —1, respectivamente. Iso quere dicir que nesa
base a matriz é diagonal, cos correspondentes valores propios na diagonal. A matriz na
base candnica é simplemente

-1

1 11 1 0 O 1 11 3 -2 =2
010 0 1 0 010 =10 1 0
1 0 2 0 0 -1 1 0 2 4 —4 -3

Problema 3.4. Sabendo que (1,2) e (1,3) son vectores propios dunha matriz real
A € M3(R) de valores propios —1 e 3, respectivamente, calcular A™ para n > 1.
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Solucién. Usando as condiciéns do enunciado, podemos escribir

P AV EOWAEE A
- \2 3 0 3/)\2 3 '
Elevando agora & potencia n, temos que
o (1) (DT 0N (8 S0 (=230 3- (<17 3t (—1)"
- \2 3 0o 3 )\-2 1) \-6:-3"+6-(-1)" 3-3"—-2(-1)")"
Problema 3.5. Demostrar que os endomorfismos f,g : Ma(R) — M3o(R) definidos
por

fy=at e g=(] g)a
son ambos diagonalizables e encontrar unha base de vectores propios para cada un.

Solucién. Consideremos a base habitual con

(10 (01 (00 (00
“A=\00)% N0 0) " \1 o) \o 1)

Entén, a matriz de f na base canénica vén dada por

o O O
o= OO
o O = O
— o O O

que ten polinomio caracteristico (X — 1)3(X + 1). Sé temos que comprobar que a
multiplicidade xeométrica do vector propio 1 é 3; iso é equivalente a ver que M — I ten
rango 1; pero iso é evidente xa que

0 0 00
0 -1 10
M_H_o 1 -1 0
0 0 00

(duas filas iguais a cero e a terceira é igual 4 segunda cambiada de signo). Alternativa-
mente, podemos ver que o polinomio minimo non ten raices repetidas, é dicir, é igual
a X2 — 1; é unha comprobacién totalmente rutineira ver que M? = 1.

No caso de g, a matriz na base candnica é

o= OO
o O O
o O O
o O = O

cuxo polinomio caracterfstico 6 X4 —2X2 +1 = (X2 —1)2 = (X — 1)%(X + 1)2. Temos
de novo dias maneiras de proceder. A primeira delas é vendo que tanto 1 como -1 tefien
multiplicidade xeométrica 2, ou o que é o mesmo, que

1 0 1 0 1010
0 -1 0 1 010 1
N=T=1f 1 o 1 o N*I={{ 01 0
0 1 0 -1 010 1
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tefien ambas rango dous. En ambos casos é obvio, por ser a primeira fila un multiplo
da terceira e a segunda da cuarta. Alternativamente, podemos observar que N2 =1 e
que polo tanto o polinomio minimo é X2 — 1.

Problema 3.6. Determinar exemplos de endomorfismos f de R3 que verifiquen as
condicions que se especifican e, en cada caso, calcular o seu polinomio caracteristico.

(a) Que tena os vectores propios (1,0,0), (1,1,0) e (1,0, 1) con valores propios 2, 1 e
—1, respectivamente.

(b) Que tefia niicleo ker(f) = ((0,0,1)) e tal que W = {(z,y,2) € R® | x +y = 2}
sexa 0 subespazo xerado polos vectores propios de valor propio 2.

(c) Non diagonalizable e tal que (1,0,0) e (0, —1,1) sexan vectores propios de valor
propio —1.

Solucién. (a) Usando as condiciéns do enunciado, a matriz na base canénica é

-1

1 11 2 0 O 111 2 -1 3
A=10 1 0 01 O 010 =({0 1 O
0 01 00 -1 0 01 0 0 -1

O polinomio caracteristico é Char(A4; X) — (X —2)(X — 1)(X + 1).
(b) Aplicando as condiciéns do enunciado, resulta que a matriz buscada é
010\ /000 /010" (200
B=10 01 0 2 0 0 01 =10 2 0
1 11 0 0 2 1 11 2 20
O polinomio caracterfstico é Char(B; X) = —X (X — 2)2.

(¢) Completamos a base que contén os dous vectores do enunciado co (0,0, 1). Nesta
base, a matriz é da forma

-1 0 a
0 -1 b1,
0 0 -1

e a condicién para que a matriz non diagonalice é que a e b non sexan ambos
cero, Xa que € a Unica situacién na que a multiplicidade xeométrica do —1 seria
igual a 3. Na base candnica, a matriz é

—1 a a
C= 0 b—-1 b
0 0 -1

O polinomio caracterfstico ¢ Char(C; X) = —(X + 1)3.
Problema 3.7. Consideramos o endomorfismo f : Cs[t] — Cs[t] dado por
Fp(®) = p(t) +p(1)(t = 3) = 2p'(1)(t = 1)

Encontrar os valores propios e os vectores propios de f e discutir se o endomorfismo
diagonaliza.
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Solucién. Na base {1,t,t2 >} a matriz do endomorfismo é

-2 -1 1 3

1 0 -3 -5
o 0 1 0
0o 0 0 1

O polinomio caracteristico ¢ (X —1)2(X +1)2, polo que para ver que diagonalice temos
que achar a multiplicidade xeométrica dos valores propios 1 e —1.

= Comezamos con A = 1. Nese caso, a multiplicidade xeométrica é 2 e unha base
do subespazo propio estd dada por vy = (2,-3,0,1) e vy = (1,-2,1,0).

= No caso de A\ = —1, a multiplicidade xeométrica é 1 e o tinico vector propio é
(-=1,1,0,0).

Polo tanto, o endomorfismo f non diagonaliza.

Problema 3.8. Encontrar a forma diagonal dun endomorfismo f € End(R®) que
cumpre as seguintes catro condicions.

(i) fler) + fle2) + fles) = (1,1,1).
(if) f(e1) = fle2) = f(1,1,-2).
(iii) f
(iv)

Solucién. Da terceira condicion sabemos que f diagonaliza e que os tnicos valores
propios posibles son 0 e 1. A primeira condicién dinos que v; = (1,1,1) é un vector
propio de valor propio 1. A segunda, que f(0,1,—1) = 0, polo que vy = (0,1, —1) é un
vector propio de valor propio 0. Por tltimo, a cuarta condicién afirma que vz = (1,2, —1)
é tamén un vector propio, que pode ter valor propio 0 ou 1.

Polo tanto, {v1,v2,v3} é unha base de vectores propios, é os valores propios correspon-
dentes son (1,0,a), onde a € {0,1}.

O subespazo {(z,y,2) € R3 |y + 22 =0} N{(1,1,0),(1,0,1)) é invariante por f.

Problema 3.9. Sexa A € M3(R) unha matriz con traza t. Demostrar que se ¢t é un
valor propio de A, entén A™ = t™~1 A para todo natural m > 1.

Solucién. O polinomio caracteristico dunha matriz A € M2(R) é X? — Tr(A)X +
det(A). Se ten unha raiz real, ambas o son, e o polinomio descompén como (X —)(X —
u). Como t = Tr(A) e t +u =t, ten que ser u = 0.

Se t = u = 0, o polinomio caracteristico é X?2. Consideramos unha base na cal o
primeiro vector é un vector propio de valor propio 0; facendo o cambio de base, temos
que existe unha matriz invertible P e un real a de maneira que

-1 . 0 a
par- (0 7).

2
Como <8 8) =0, entén A™ = 0 para calquera m > 2 e a igualdade do enunciado é

sempre certa.
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Se t # 0, entén a matriz diagonaliza e nunha base de vectores propios temos que

-1 ([t 0
pap= (1)
Polo tanto, da igualdade

A me (T O\ g [t O
P AP_(O 0>—t (OO

séguese que A™ =t LA,

Problema 3.10. Sexa B. = {ey,...,e,} unha base dun espazo vectorial E e sexa
f € End(E) un endormofismo que non é identicamente cero de maneira que

n
fler)=...= f(en) = Zaiei.
i=1
Demostrar que f é diagonalizable se e soamente se Y ;" | a; # 0.
Solucién. Consideramos a base B, = {vi,...,v,}, con v; = e; e v; = e; — e1, para
todo ¢ = 2,...,n. Temos que
flug) =...= f(vy) =0,

mentres que
n n

f(v1) —;aiei —;ai(ei—ﬁ)%— ( ai)% = ( az‘)“z“f‘lz;aivi-

=1 1=1 1=

Polo tanto, a matriz de f na base B, ¢

Z?:lai 0 ... 0
a9 0O ... 0
an 0 ... 0

O polinomio caracteristico de f é

n

Char(f; X) = (—1)"X""1(X = Y ay),

=1

polo que a multiplicidade alxébrica de 0 é

ma(O)z{n_l se Y. ,a; #0

n en caso contrario.

A multiplicidade xeométrica sempre é m,(0) = n — 1, xa que a matriz ten rango 1, por
ter n — 1 columnas identicamente nulas e outra que é diferente de cero, xa que estamos
supondo que o endomorfismo non é nulo. Polo tanto, o endomorfismo diagonaliza se, e
soamente se, mq(0) = my(0), e iso é equivalente a y ;- | a; # 0.

Alternativamente, podemos traballar na base candnica e observar que a multiplicidade
xeométrica do 0 é sempre n — 1, polo que a alxébrica s6 pode ser n — 1 ou n, e serd un
valor ou outro dependendo da traza da matriz.
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Polinomio minimo e teorema de Cayley—Hamilton.

Problema 3.11. Determinar os endomorfismos f de R? que tefian un tnico valor
propio real con multiplicidade alxébrica 1, ntcleo ker(f) = ((0,0,1)) e tal que W =
{(z,y,2) € R?| & =y + 2} sexa un subespazo vectorial invariante.

Solucién. Consideremos unha base formada por un elemento do ntcleo e por dous
vectores de W, por exemplo {(0,0,1),(1,0,1),(1,1,0)}. Nesa base, a matriz é
0 0O
0 a b,
0 ¢ d

e a condicién de que tefia un tnico valor propio real é que (a — d)? + 4bc < 0. Polo
tanto, os endomorfismos son todos os da forma

-1

011 0 0 O 011 a b 0
0 01 0 a b 0 01 = c d 0];
110 0 ¢ d 110 a+c b+d 0

como queremos que s6 haxa un valor propio e o polinomio caracteristico 6 —X (X2 —

(a +d)X + ad — bc), tense que cumprir ademais que (a — d)? + 4be < 0.

Problema 3.12. Sexa f o endomorfismo de R3 definido por
fz,y,2) =(x+y,z+ay —z,—x +y — bz).

(a) Determinar os valores de a e b para os cales o vector (1,1,0) é un vector propio
de f e o subespazo {(z,y,2) € R® | y + 2 = 0} é un subespazo invariante por f.

(b) Determinar os valores de a e b para os cales 1 é un valor propio de f. Para que
valores 1 é valor propio de f con multiplicidade alxébrica 27

Solucién. (a) Como f(1,1,0) = (2,1 + a,0), o vector (1,1,0) é un vector propio
se e soamente se ¢ = 1. Unha base do subespazo descrito no enunciado esté
formada polos vectores (1,0,0) e (0,1,—1); chega con impor que a imaxe dos
vectores da base pertenza tamén ao subespazo. Por un lado, f(1,0,0) = (1,1, -1)
sempre pertence; por outro, f(0,1,—1) = (1,a + 1,1+ b), e tense que cumprir
que a + b+ 2 = 0. Isto quere dicir que b = —3.

(b) A condicién de que 1 sexa valor propio quere dicir que f — Id ten un nticleo non
trivial. A matriz na base canénica é

0 1 0
1 a-1 -1
-1 1 -b—-1

O seu determinante é b+ 2, polo que 1 é valor propio se, e soamente se, b = —2.
Nese caso, temos que o polinomio caracteristico é —(2 — X)(1 — X)(a — X). A

multiplicidade alxébrica de 1 sera 2 se, e soamente se, a = 1.

Problema 3.13. Sexa f € End(F) e sexa F' C FE un subespazo invariante. Sexa f|F €
End(F') a restricién do endomorfismo ao subespazo F. Demostrar que o polinomio
caracteristico Char(f|F; X) divide ao polinomio caracteristico Char(f; X).



96 CAPITULO 3. ESTRUTURA DAS APLICACIONS LINEAIS

Solucién. Consideramos unha base de F' e ampliamola a unha base de todo o espazo F.
Como F' é un subespazo invariante, f(F') C F, e a matriz de f con respecto a esta base

¢é da forma é f) ,onde A é un bloque cadrado de tamano igual 4 dimensién de F

e D é outro bloque cadrado de dimensién igual & dun complementario de F'. Polo tanto,
Char(f; X) = Char(A4; X)-Char(D; X), e como o polinomio caracteristico non depende
da base escollida, Char(A4; X') = Char(f|F; X). Isto demostra que Char(f|F’; X) divide
Char(f; X).

Problema 3.14. Sexa f € End(F) e sexa F' C E un subespazo invariante. Sexa
G = E/F o espazo vectorial cociente correspondente. Comprobar que a aplicacién
fr : G — G definida por fr([v]) = [f(v)] estd ben definida e é un endomorfismo de G.
Demostrar que

Char(f; X) = Char(f|F; X) Char(fr; X).

Solucién. En primeiro lugar, observamos que f(F) C F. Para ver que fr estd ben
definida, temos que ver que non depende da eleccién do representante, é dicir, se v—v' €
F, entén f(v) — f(v') € F. Iso é asi porque f(v —v') € F xa que F é invariante
por definicién. Por outro lado, é inmediato comprobar que fp é lineal, polo que é
un endomorfismo. Consideramos unha base de F, {vi,...,v,} e amplidmola a unha
base de todo o espazo E, {vi,...,vp,Vr41,...,0,}. Como F é un subespazo invariante,
61 ZB; ,onde A é
un bloque cadrado de tamano igual & dimensién de F' e D é outro bloque cadrado de
dimensién igual & dun complementario de F'. Agora ben, observamos que as clases de
{Ur41,...,v,} son unha base de G e polo tanto D é unha matriz de fF nesa base. Iso é asi
porque, chamando x;; 4s columnas da matriz, temos que, para calquera r +1 < k < n,

T n
flog) = Zﬂfikvi + Z Tik Vi
i=1

i=r+1

f(F) C F, e a matriz de f con respecto a esta base é da forma

como a primeira suma esta en F', tense que

n

Fr(lon]) = Y wulvi]

i=r+1
Temos entén que
Char(f; X) = Char(A; X) Char(D; X) = Char(f|F; X) Char(fr; X),
CcOomo queriamos Ver.

Problema 3.15. Sexa f un endomorfismo dun R-espazo vectorial £ de dimensién
finita. Demostrar que o endomorfismo f ten como minimo un valor propio se e soamente
se existe como minimo un subespazo invariante por f de dimensién impar.

Solucién. Para resolver este problema, imos usar que todo polinomio de R[X] de grao
impar ten polo menos unha raiz; iso pode verse usando que as raices complexas que
non son reais vernien por pares (é dicir, se « é raiz, o seu conxugado &) ou aplicando o
teorema de Bolzano. Polo tanto, se f ten algiin valor propio ten algin vector propio e,
polo tanto, ten rectas invariantes, que son subespazos de dimension 1.
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Sexa agora F' un subespazo de dimensién impar invariante por f. Nunha base obtida
ao ampliar unha base de F' a todo o espazo F, a matriz de f é unha matriz por bloques

da forma 61 g , onde A é a matriz de f|F na base F. Polo tanto, o polinomio

caracteristico de f é o produto dos polinomios caracteristicos das matrices A e D. O
polinomio caracteristico de A ten grao impar e, polo tanto, ten algunha raiz real, que
¢ un valor propio do endomorfismo f.

Problema 3.16. Sexa E un espazo vectorial de dimension finita e sexa f : £ — FE
un endomorfismo que cumpre f2 = f.

(a) Demostrar que f diagonaliza.
(b) Demostrar que E = ker(f) @ im(f).

(¢) Dar unha férmula para expresar un vector v de E como suma dun do ntcleo e
outro da imaxe.

Solucién. (a) Temos que o polinomio minimo ¢ un divisor de X? — X = X (X — 1),
que descompoén completamente e non ten raices repetidas. Polo tanto, diagonaliza.

(b) Se X? — X é o polinomio minimo, polo primeiro teorema de descomposicion,
E = ker(f) @ ker(f — Id). Agora ben, temos que ker(f — Id) = im(f). Para ver
iso, se v = f(u), entén

(f = 1d)(v) = (f = 1d)(f(u) = (f* = f)(u) = 0;

reciprocamente, se (f — Id)(u) = 0, entén v = f(u) € im(f). Polo tanto, E =
ker(f) @ im(f). Se o polinomio mfnimo é un dos divisores de X? — X chégase &
mesma conclusién analizando cada un dos casos.

(¢) E suficiente con observar que v = (v — f(v)) + f(v), onde v — f(v) € ker(f) e
f(v) € im(f).

Problema 3.17. Probar que unha matriz cadrada A de orde n con entradas reais e
diagonalizable sobre os niimeros complexos en calquera dos seguintes casos.

(a) Se ten inversa e esta cumpre que A~ = 2, — A3/2.
(b) Se as matrices A% e A% + A — I, son inversas unha da outra.
(c) Se o seu polinomio caracteristico é igual a —X° — X3 4+ X2 + 1.

Solucién. En primeiro lugar, observamos que sobre os complexos calquera polinomio
descompdn completamente, polo que é suficiente comprobar que o polinomio minimo
non ten raices repetidas. Se un polinomio anulador non as ten, entén como o minimo é
un divisor, tampouco as tera.

(a) Temos que A* —4A4 4+ 2 =0, polo que X* —4X + 2 ¢é un polinomio anulador. Se

tivera raices dobres, estas serfan tamén raices da sda derivada, que é 4(X3 — 1).

E inmediato ver que este polinomio ten por ceros 1, 1+ 5 _3, ¢é ningun deles anula

X% —4X 4+ 2.
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(b)

(c)
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Temos que A%(A3 + A —1,) = I, polo que X° 4+ X3 — X? — 1 é anulador.
Observamos que

X4 x3 X2 1=(X-1)(X*+ X3 +2X?+ X +1),

co cal hai que establecer que X%+ X3 +2X? 4+ X + 1 non ten raices dobres. Hai
agora varias maneiras de proceder. A primeira é observar que

X'+ X3 42X2 4 X +1=(X2+ D)(X2+ X +1),

, .14/ — ,
e observar que as raices son polo tanto +i, i2 3.A segunda é notar que se un
polinomio ten raices dobres, entén tamén son raices da sia derivada, e usando o

algoritmo de Euclides podemos ver que

ged( X+ X3 4 2X2 + X +1,4X3 +3X? +4X +1) = 1.

A terceira é observar que P(X) = X* + X3 +2X2 + X + 1 é un polinomio
palindromico, é dicir, que os coeficientes son simétricos. Nestes casos podemos
considerar a variable Y = X + X ! e escribir P(Y) = Y2+ Y. As raices son Y =

0,1 e os valores de X son por tanto as raicesde X + X' =0ede X + X1 = 1.

1+v-3
5 -

E dicir, as raices do polinomio son =+,

Polo teorema de Cayley—Hamilton sabemos que o polinomio caracteristico é anu-
lador, e vimos no apartado anterior que ese polinomio non ten raices dobres.

Problema 3.18. Unha matriz A € M,,(K) dise que é nilpotente se existe un enteiro
k > 1 tal que AF = 0. Sexa A unha matriz nilpotente.

Demostrar que A é conxugada dalgunha matriz triangular superior estrita (é dicir,
unha matriz (u;;) con entradas u;; = 0 se i > j).

Demostrar que A™ = 0.

Encontrar o polinomio caracteristico da matriz A e, usando este, encontrar o da
matriz A + 1,,.

Calcular det(A +I,,).

Demostrar que det(A + B) = det(B) para toda matriz B € M,,(K) que conmute
con A.

Solucién. (a) E obvio que a condicién de ser nilpotente depende da clase de con-

xugacién e que todas as matrices nilpotentes tenien determinante 0 (de non ser
asi, as stas potencias serfan invertibles). Procedemos entén por inducién sobre
o tamano n da matriz. O caso n = 1 é trivial. Como o determinante é 0, existe
algin vector non nulo z € K™ tal que Az = 0. Completdndoo a unha base de K",
obtense unha matriz P € GL,(K) tal que B = P~!AP é unha matriz nilpotente
coa primeira columna igual a 0. Enton,

(0 b v (0 bCH1
p=(o ) 7= "),
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onde b € My, (1) e C € M,;_1. Polo tanto, C' é tamén nilpotente e pola hipétese
de inducién ten unha conxugada Q~'CQ que é triangular superior estrita. Polo

1 0 .
0 R) obtense unha matriz

_ 1 0\/0 b\ /(1 0 0 b
@ 13@2(0 R—l) <0 C> (0 R):<O R—13R>

que é triangular superior estrita.

tanto, conxugando B pola matriz Q = (

(b) Unha matriz triangular superior estrita de tamano n déd 0 ao multiplicala por si
mesma n veces.

(¢) Se usamos a matriz triangular superior estrita para calcular o polinomio carac-
teristico temos que Char(A4; X) = (—X)". Entén,

Char(A +1,; X) = Char(4; X — 1) = (1 — X)".

(d) O determinante obtense avaliando o polinomio caracteristico en X = 0, e polo
tanto ¢é igual a 1.

(e) Supofiamos en primeiro lugar que B ten inversa. Entén, AB~! ¢ nilpotente, xa
que A e B~ tamén conmutan, e polo tanto (ABfl)k = 0. Do apartado anterior
dedticese que det(AB~! +1,,) = 1. Entén, det(B) = det(AB~! +1,,) det(B) =
det(A 4 B). Se B non ten inversa e o seu determinante é 0. Se A¥ = 0, tense que

(A+B)F = Zk: (’;) AFIBl = B(Zk:AkiBil),

=0 i=1

e tomando determinantes dediicese que det(A + B)* = det(B)det(>.---) = 0.
Polo tanto, det(A + B) = 0.

Problema 3.19. Sexa A unha matriz cadrada real de orden n de maneira que A% = I,,.
Probar que se A diagonaliza sobre R, entén A = 1I,,.

Solucién. Temos que X° —1 é un polinomio anulador da matriz. A condicién necesaria
é suficiente para que A diagonalice é que o seu polinomio descompofia completamente
en factores lineais e ningtin estea repetido. Neste caso, sabemos que X° — 1 non ten
raices multiples, e os seus ceros son as raices quintas da unidade. Todas elas, salvo 1,
son raices complexas. Polo tanto, non poden ser factores do seu polinomio minimo, que
ten que ser entéon X — 1. Iso implica que A =1,

Problema 3.20. Sexan f,g € End(F) endomorfismos dun espazo vectorial de dimen-
sién finita. Demostrar que se v é un vector propio de go f de valor propio A # 0, entén
f(v) é un vector propio de f o g de valor propio A. Que pasa se A = 07 Demostrar que
se g o f é invertible e diagonalizble, entén f o g tamén é diagonalizable.

Solucién. Se (g f)(v) = Av, enton (f o g)(f(1)) = f((g o N)®) = FOw) = Af(v).
Como v # 0 por ser un vector propio, Av # 0, e polo tanto a identidade g(f(v)) = v
é suficiente para asegurar que f(v) # 0, e polo tanto f(v) é un vector propio de valor
propio A.

Se A = 0 poden pasar duias cousas: se f(v) # 0, este vector é vector propio de f o g de
valor propio 0; en cambio, se f(v) =0 entén xa non é vector propio.
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Se g o f é invertible, entén todos os seus valores propios son diferentes de cero (un
endomorfismo ten o cero como valor propio se, e soamente se, ten nucleo diferente de
{0}, que equivale a dicir que non é invertible). Como endomorfismo bixectivo equivale
a inxectivo e sobrexectivo, tense que os dous endomorfismos f e g son bixectivos. Polo
tanto, se vi,...,v, é unha base de vectores propios de g o f, entén f(v1),..., f(v,) é
unha base de vectores propios de f o g.

Problema 3.21. Sexa A = <(Z Z) € My (R).

(a) Calcular a matriz da aplicacién lineal f4 : M2(R) — M3(R) dada por X +—
AX — X A. Cal é o seu rango?

(b) Cal é o polinomio minimo de fa?

a v

(c) Se B = (C, j

nicleos de f4 e fp teflen unha recta comun.

€ Ma(R),ea=d,d =d eb=c =0, demostrar que os

(d) Dar unha condicién necesaria e suficiente para que ker(f4) + ker(fg) = Ma(R).

Solucién. (a) Consideremos a base habitual con

(10 (01 (00 /00
‘=0 0)%2 o 0) "1 0/ \o 1)

Entén, un célculo doado mostra que a matriz de f4 é

0 —c b 0
b a—d 0 b
c 0 d—a -—c
0 c —b 0

Chamemos vy, vg, v3,v4 4s columnas da matriz. Sempre temos que vg4 = —vy. Se
c # 0, v3 = d;ca?}l—%l)g; se b # 0, entén vy = d%b“vl—gvg;seb:c:O,
vy = v4 = 0. Isto amosa que o rango é como moito 2.

Por outro lado, se b e ¢ non son ambos cero, a primeira columna é non cero e
é linealmente independente coa segunda ou coa terceira. Se b = ¢ = 0, entén o

rango € 2sea—d#0e0sea=d.
Polo tanto, concluimos que o rango é 0 se b =c =a —d = 0 e 2 no resto dos
casos.
(b) Podemos calcular o polinomio caracteristico, e vemos que
Char(fa; X) = X+ X?(—a? —d? 4+ 2ad — 4bc) = X*(X? + (—a? — d? 4 2ad — 4bc)).

= Supoiiamos que 2ad — a? — d? — 4bc # 0, que en particular implica que non
estamos na situacién b = ¢ = a — d = 0. Polo tanto, o factor cuadratico
do polinomio ten duas raices diferentes e distintas de cero. A multiplicidade
xeométrica de 0 é 2, que coincide coa alxébrica, polo tanto o endomorfismo
diagonaliza. O polinomio minimo é

X(X? + (—a® — d* + 2ad — 4bc)),

co cal o seu grao é 3. Neste caso, a dimensiéon do nicleo é 2 e o grao do
polinomio minimo é 3.
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» Se a =d=b— ¢, temos o endomorfismo 0, polo que o polinomio minimo é
X. Neste caso, a dimensiéon do nicleo é 4 e o grao do polinomio minimo é 1.

= Queda por analizar o caso no que o endomorfismo non é cero, pero —a® —

d? + 2ad — 4bc = 0. Entén, o niicleo ten dimensién 2, e unha comprobacién
rutineira amosa que o cadrado da matriz nunca é 0; polo tanto, o grao do
polinomio minimo é 3. Novamente, a dimensién do ntcleo é 2 e o grao do
polinomio minimo é 3.

(c) Sea =deb=0,o0nicleo de f4 estd xerado polos vectores (1,0,0,—1) e (0,0, 1,0).
Se /! = d e = 0, o nicleo de fp estd xerado polos vectores (1,0,0,—1) e
(0,1,0,0). Polo tanto, a interseccién é un subespazo de dimensién 1 xerado por
(1,0,0,1).

(d) Se un dos nucleos de f4 ou fp é igual a todo o espazo, entén a condicién cimprese
(é dicir,sea—d=b=c=0oud —d =V = =0). Sendn, os nicleos de
fa ou fp son ambos de dimensién 1 e sempre contenen o vector (1,0,0,1), polo
que a férmula de Grassmann afirma que a suma ten dimensién como moito 3.
Polo tanto, a condicon do enunciado dase se e soamente se a —d = b =c¢ =0 ou
ad—-d=bv=d=0.

Problema 3.22. Sexa f € End(R"). Fixado un vector u € R", suponamos que

B = {u, f(w),..., /" (w)}

¢ unha base de R™. Denotamos por (ag, a1, ..., a,—1) as coordenadas de f"(u) na basde
B. Atopar os polinomios minimo e caracteristico de f en termos cos coeficientes a;.

Solucién. Comezamos observando que, aplicando o lema sobre determinantes empre-
gado para demostrar Cayley—Hamilton, o polinomio caracteristico é

Char(f; X) = (—=1)"(X" —ap 1 X" ' — ... —a1 X — ap).

O polinomio minimo é necesariamente un divisor do caracteristico. Suponamos que
ten grao k, con k < n; pomos Min(f; X) = X* 4+ by X* 1 + ... 4+ b X + bg. Entén,
Min(f; X) é anulador, polo que

0 = Min(f; )(u) = f*(u) + by fE=1 ) + by f(0) + bow,

o que quererfa dicir que o conxunto {u, f(u),..., f*"*(u), f¥(u)} non é linealmente
independente. Iso é unha contradicién co feito de que B sexa unha base.

Problema 3.23. Sexa E un espazo vectorial e f un endomorfismo de E. Dise que f
é nilpotente se existe un enteiro n > 1 de maneira que f = 0. Os seguintes apartados
son independentes entre si.

(a) Demostrar que se Char(f; X) = (—X)", entén f é nilpotente.

(b) Demostrar que para calquera f, E = F @ G, onde f|F é un isomorfismo e f|G é
nilpotente.

Solucién. (a) Polo teorema de Cayley-Hamilton, o polinomio caracteristico é anu-
lador, polo que f™ = 0.
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(b) A idea esencial para a demostracién é separar a parte correspondente ao va-
lor propio 0 e o resto. En concreto, podemos escribir o polinomio minimo de
f como Min(f; X) = X" - P(X), onde r > 0 e X t P(X). Polo tanto, como
ged(X", P(X)) = 1, temos que

E = ker(P(f)) @ ker(f7).

Temos que Min(E|ker(P(f))) = P(X); como X t P(X), o 0 non ¢é un valor
propio do endomorfismo f|ker(P(f)), polo que f|ker(P(f)) é invertible. Por outra
banda, Min(f|ker(f")) = X", de onde temos que a restricién de f a ker(f")
é nilpotente. Por conseguinte, o enunciado é certo collendo F' = ker(P(f)) e
G = ker(f").

Forma de Jordan e subespazos invariantes.

Problema 3.24. Calcular bases de Jordan dos endomorfismos definidos polas seguintes
matrices

010 9 15 5 31 0
—4 40|, [-1 1 -1), [-4 -1 o0
—2 1 2 —2 -6 2 4 -8 -2

Solucién. Chamamoslles A, B e C' ds matrices do enunciado.
Para a primeira, tense que Char(4; X) = —(X — 2)3. Tense que (A — 2I)3 é a matriz
identicamente cero, polo que a forma de Jordan, Jy, consta dun bloque de tamano 2 e

dun bloque de tamano 1:
0

0
2

Unha base de ker(A—2I) é {(1,2,0), (0,0, 1)}. Polo tanto, para dar unha base {v1, v2, v3}
na que a matriz sexa Jy4, collemos vy ¢ ker A, por exemplo vy = (0,1,0); logo pomos
v = (A—20)ve = (1,2, 1). Finalmente, completamos cun vector do nicleo, por exemplo
V3 = (0, O, 1).

Para a segunda, Char(B; X) = —(X — 4)3. Igual que asaba antes, (B — 41)3 é a matriz
identicamente cero, polo que a forma de Jordan, Jp, consta dun bloque de tamafo 2 e
dun bloque de tamano 1:

Ja =

() Na il \V]
O =

1 0

4 0

0 4

Unha base de ker B é {(1,0,—1), (3,—1,0)}. Polo tanto, para dar unha base {v1, v2, v3}
na que a matriz sexa Jpg, collemos vy ¢ ker B, por exemplo vy = (1,0,0); logo pomos
vy = (B — 4l)vy = (5,—1,—2). Finalmente, completamos cun vector do ntcleo, por
exemplo v = (1,0, —1).

Para a terceira, Char(C; X) = —(X —1)%(X +2). A multiplicidade xeométrica do valor
propio 1 é 1, e o subespazo propio correspondente a ese valor propio é ((—3,6,—20)).
A matriz de Jordan é

Jp =

OO =~

1 1 0

Jo=10 1 0

0 0 -2
Ao considerarmos (C' — )2, temos que unha base do niicleo é {(—11,7,0), (-9,0,28)}.
Polo tanto, para dar unha base de Jordan {vi,vs,v3}, collemos vy = (—11,7,0) e

v; = (C — vy = (—15,30,—100). Finalmente, pomos vz = (0,0,1), que é un vector
propio de valor propio —2.
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Problema 3.25. Calcular bases de Jordan dos endomorfismos definidos polas seguintes
matrices

1 30 -2 1 -5 0 o 9 3 4

-1 6 4 0 -4 4 =20 5 0 4 1 2
005 0]’ 1 0 0 1]’ 0 2 0 1
2 6 71 -2 -1 1 —4 0 -8 -2 —4

Solucién. Sexa A a primeira matriz. O polinomio caracteristico é Char(A4; X) = (X —
5)3(X —1). O valor propio 1 terd multiplicidade xeométrica 1 e un vector propio asociado
serd o v1 = (0,0,0,1). Por outro lado, é doado comprobar que o 5 ten multiplicidade
xeométrica 1. Polo tanto, teremos un tnico bloque de Jordan de tamano 3, e para achar
o xerador temos que coller un vector que estea no nicleo de (A — 5I)3, pero non no
de (A — 5I)2. Collemos, por exemplo, v4 = (0,0,1,0). Entén, vs = Avy = (3,4,0,7)
e vy = Avg = (1,1,0,2). Polo tanto, unha base de Jordan estd dada polos vectores
(v1,v2,v3,v4) € a forma de Jordan correspondente é

/L] 0\

0 0
0 1
0 5

Ja =

oS O OO
O ot RO

Chamando B & segunda matriz, temos que o polinomio caracteristico é Char(B; X) =
(X +2)%(X — 1)2. O valor propio —2 ten multiplicidade xeométrica 1. Para construir
a base de Jordan collemos vy no nicleo de (B + 2I)2, pero non no de B + 2I. Por
exemplo, vo = (0,0,0,1) e v1 = Avy = (0,5,1,—2). Do mesmo xeito, 1 ten multiplici-
dade xeométrica 1. Collemos v4 no niicleo de (B —1)2, pero non de B — I; nese caso,
vg = (0,1,0,0) e v3 = Buy = (1,3,0,—1). Os vectores {v1,v2,v3,v4} forman unha base
de Jordan e a forma de Jordan correspondente é

00

0 0\|

1

0

(o -
0 -2
Jp = .
B 0 0 1
0 0 1
No terceiro caso, o polinomio caracteristico da matriz C' é Char(C; X) = X?*. A multi-
plicidade xeométrica do valor propio 0 é 1, o que automaticamente quere dicir que hai

un unico bloque de Jordan de tamano 4. Para achar un xerador, é suficiente con coller
un vector que non estea no nticleo de C3. Como

C? =

o O o o
S O ON
o O O O
o O O

podemos coller vg = (0,0,0,1). Entén, vs = Cvg = (4,2,1,—4), v3 = Cvg = (5,1,0, —2)
e v; = Cve = (1,0,0,0). Polo tanto, unha base de Jordan estd dada polos vectores
(v1,v2,v3,v4) € a forma de Jordan correspondente é

Jo =

o O O O
o O O
o O = O
O = O O
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Problema 3.26. Considérase o endomorfismo de R* definida por
f(z,y,z,t) = (2z,4y — 142 + 5t,y — 4z + 2t,y — 62 + 4t).

Encontrar os seus vectores propios e os vectores propios xeralizados, dar unha base de
vectores propios xeralizados e a matriz de f nesta base.

Solucién. A matriz correspondente ao endomorfismo f é

0
—-14
—4
—6

o O oW
= = s O
=N Ot O

Ctmprese que Char(A4; X) = (X — 1)2(X — 2)2. No caso do vector propio 2 temos
que ker(A — 2I) ten dimensién dous e estd xerado polos vectores v3 = (1,0,0,0) e
vg = (0,2, 1,2). No caso do valor propio 1, a dimensién de ker(A —1) é 1, e o espazo esta
xerado por (0,3, 1,1). O espazo ker(A—T)? ten dimensién 2 e estd xerado por (0,1,0,0) e
(0,0,1,1). Como o vector vy = (0,1,0,0) d lugar a unha base de ker(A—1)2/ker(A—T),
temos que forma xunto con v; = (A—I)vy = (0,3, 1, 1) unha base de Jordan. Polo tanto,
{v1,v2,v3,v4} é unha base de Jordan e a matriz nesa base é

oI O O
OO O

(e} Newl Nawliy
OO = =

Problema 3.27. Determinar todas as posibles formas de Jordan para un endomorfismo
f de polinomio caracterfstico —(z — 2)3(x — 5)%.

Solucién. Para o valor propio 2, a forma de Jordan queda completamente determinada
polas dimensiéns de ker(f — 21d), ker(f —21Id)? e ker(f —21d)3. As posibilidades para
estas dimensiéns son (3,3,3), (2,3,3) e (1,2,3), que se corresponden cos bloques

2 0 0 210\ /210
020,02 0],([o2 1],
00 2 002 \o o0 2

respectivamente. Para o valor propio 5, as formas de Jordan quedan determinadas polas
dimensiéns de ker(f — 51d) e ker(f — 51d)?, que poden ser (2,2) ou (1,2); os bloques

correspondentes son
5 0 5 1
0 5/°\0 5/’

respectivamente. Polo tanto, hai 6 posibilidades, que dan lugar a matrices por bloques
diagonais correspondentes a escoller unha das tres opciéns para o valor propio 2 e unha
das duas opciéns para o valor propio 5.

Problema 3.28. Achar, en cada un dos seguintes casos, a forma candnica de Jordan

dun endomorfismo f se o seu polinomio caracteristico é z”.

(a) As dimensiéns dos nticleos de f e f2 son 3 e 6, respectivamente.

(b) As dimensiéns dos nticleos de f, f2 e f3 son 3, 5 e 7, respectivamente.
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(c) As dimensiéns dos niicleos de f e f3 son 3 e 6, respectivamente.

Solucién. (a) A dimensién do niicleo de f3 ten que ser 7, porque de ser 6 a dimensién
estabilizaria antes de chegar a 7, e sabemos que iso non é posible. Polo tanto, temos

O OO OO0 OO
O OO OO O
O OO OO0~ O
O OO OO0 OO
O OO RO OO
O OO OO0 OO
O RO OO OO

¢ dicir, un bloque de tamano 3 e dous bloques de tamano 2.

(b) Neste caso temos dous bloques de tamano 3 e un bloque de tamano 1: temos

OO O OO OO
OO O OO O
OO O OO0~ O
OO O OO OO
OO O RHIO OO
OO = OO O O
OO O OO0 OO

(c) A dimensién do nicleo de f2 ten que ser 5: se chamamos 3 + d a esa dimension,
entén d — 3 > 6 — d, o que quere dicir que d > 1,5. Polo tanto, temos un bloque
de tamano 4, un bloque de tamafio 2 e un bloque de tamano 1:

0100 0 0 0
0010 0 0 0
00 01 0 0 0
0000 0 0 0
0000 01 0
0000 0 0 0
0000 0 0 0

Problema 3.29. Achar a forma candnica de Jordan dun endomorfismo que ten po-
linomio caracteristico —(z — 2)*(z — 5)3 e no que os subespazos de vectores propios
asociados aos valores propios 2 e 5 tenen dimensions 3 e 1, respectivamente.

Solucién. Temos que dim ker(f—21Id) = 3 e polo tanto ten que ser dim ker(f —21d)? =
4, xa que a dimensién non pode estabilizar antes de chegar & multiplicidade alxébrica.
Por outro lado, dimker(f —51d) = 1, dimker(f —51d)? = 2 e dimker(f —51d) = 3, xa
que a dimensién de ker(f — 5Id)? non pode ser 3 pois iso implicaria que a aplicacién

~ ker(f —51d)?

I5 ¢ ker(f — 51d) — ker(f — 51d)

non € inxectiva. Polo tanto, a forma de Jordan consiste en tres bloques de Jordan para
o vector propio 2, un de tamainio 2 e os outros de tamano 1; e nun unico bloque de
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Jordan para o vector propio 5, este de tamano 3:

O O OO0 N
O O OO OoO|IN =
O O OIoOoINO O
O O OoOINOoOIOo O
O O OO oo O
O Ot RO O
Ul = OO OO O

Problema 3.30. Sexa F un K-espazo vectorial de dimensién 5 e f € End(F) unha
aplicacién lineal. Sdbese que existe un A € K, con A # 0, de maneira que se cumpren
as seguintes propiedades simultaneamente: (1) f(f — Al5)? = 0; (2) dimker(f — M5)? <
dimker(f — Al5)3; (3) rango(f) > 4.

(a) Determinar as posibles formas de Jordan de f e os polinomios caracteristico e
minimo en cada caso.

(b) Se sabemos ademais que f é non inxectiva, demostrar que f? tamén cumpre as
condiciéns (1), (2) e (3) do enunciado para algin escalar p € K. Neste caso,
determinar a forma de Jordan de f? e os polinomios caracteristico e minimo.

(c) Suponamos que a matriz de f na base canénica é

4 -1 0 00

4 00 00
A=1-2 2 2 00
-3 30 20

-2 2 3 =2 2

Dar a forma de Jordan de A e atopar unha base de Jordan.

Solucién. (a) Para a primeira parte imos distinguir dous casos segundo o rango de
f sexa 4 ou 5. Observamos que da segunda condicién A ten que ser sempre un
valor propio, pois en caso contrario as dimensiéns de ker(f — AId)* serfan sempre
nulas.

= Se o rango € 4 temos que 0 é un valor propio. Nese caso, o polinomio minimo
é Min(f; X) = X(X — )\)?, xa que ese é un polinomio anulador e non é
posible coller ningiin divisor seu: por un lado, 0 é valor propio, e por outro
dim ker(f —\1d)? < dim ker(f —A1d)3. Como o exponente de 0 no polinomio
minimo é 1, a multiplicidade alxébrica e a xeométrica coinciden, polo que
Char(f; X) = —X(X — \)* e temos que a tinica opcién para as dimensiéns
dos niicleos é dimker(f — ) = 2, dimker(f — A\)? = 3 e dimker(f — \)3 = 4.

Polo tanto, a forma de Jordan é

oo O oOolo
OO O > O
OO > O
S>> = OO
> O oo
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(b)

» Se o rango é 5, o polinomio minimo é Min(f; X) = (X — A)? e o polinomio
caracteristico 6 Char(f; X) = —(X — \)5. Polo tanto, as tinicas opci6ns
para as dimensiéns dos nticleos son dimker(f — \) = 2, dimker(f — \)? =
4 e dimker(f — A\)® = 5; ou dimker(f — \) = 3, dimker(f — \)? = 4 e

dimker(f — \)? = 5. No primeiro caso, a forma de Jordan é

A1 0 0 0
0 A1 0 0
0 0 A 0 0],
ko 00 | A 1)
0 0 O 0 A
mentres que no segundo é
A1 0 0 0
0 X 1 0 0
0 0 X 0 0
0 0 0 A 0
0 0 0 0 A

No caso non inxectivo estamos sempre na primeira situacion das descritas no
epigrafe anterior, e polo tanto existe unha base u = (u1,...,us) de E de maneira
que as matrices de f e f2 son

0] 0o0oO01]oO0 0 0 0 0 0
O X1 010 0] A 2x 1 0
0|0 X 1/]0 e 0| 0 A 2\ 01,
0|00 X O 0 0 0 X 0
0] 000 X 0 0 0 O A2

respectivamente. Como A # 0, o rango de f2 é 4. Temos ademais que Char(f; X) =
—X (X —X\?)% e os valores propios son 0 e A? con multiplicidades alxébricas 1 e 4,
respectivamente. Ademais, un célculo rutineiro amosa que dim ker(f?—M\21d) = 2,
dimker(f2—\21d)? = 3 e dim ker(f?—\21d)? = 4. Polo tanto, o polinomio minimo
6 Min(f; X) = X(X — A?)3 e temos que se cumpren as condiciéns do enunciado.

Tense que Char(4;X) = —(X — 2)5 Ademais, dimker(A — 2[;) = 2 e tamén
dim ker(A — 2I5)? = 4. Polo tanto, a forma de Jordan é da forma

U3
Vg | Us
V1 | V4

Para escoller v3, tomamos un vector que non pertenza ao ntcleo de (A4 — 21I5)?,
por exemplo vz = (1,0,0,0,0). Entén, vy = (A — 2I5)(v3) = (2,4, —-2,—3,—-2)
e v; = (A —2I5)(v2) = (0,0,4,6,4). Para escoller v tomamos un elemento de
ker(f —21d)? de forma que {vs, v5} sexa unha base de ker(A —2I5)?/ ker(A —2I5).
Por exemplo, vs = (0,0, 1,0,0), e nese caso vy = (A—2I5)(vs) = (0,0,0,0,3). Por
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conseguinte, {v1,ve, v3,v4, v5} é unha base de Jordan e a forma de Jordan é

A

0

0

t )

Problema 3.31. Sexa f : R* — R* 0 endomorfismo de R* que na base canénica ten
por matriz

O OO > =
O Ol — O
O o O O
o O O

-1 0 -1 0

1 0 11

A= -1 -1 -1 4
0 0 00

Encontrar a forma de Jordan e unha base de Jordan, e encontrar todos os subespazos
vectoriais invariantes por f.

Solucién. O polinomio caracteristico é Char(A; X) = X?(X +1)2, polo que os valores
propios son 0 e —1, ambos con multiplicidade alxébrica 2. O rango da matriz é 3, polo
que a multiplicidade xeométrica de 0 é 1, e o subespazo de vectores propios estd xerado
por (1,0,—1,0). Temos que

-2 -1 -2 4

2 _

A= 1 1 1 =51’
0O 0 0 O

que ten rango 2 e ten nucleo xerado por (1,0,—1,0) e (—1,6,0, 1). Polo tanto, collemos
vy = (—1,6,0,1) e v1 = Avy = (1,0, —1,0).
Para o valor propio —1, temos

0 0 -1 0 1 10 -4
11 11 . 00 6
A+I=| 1 1 o 4| QD=1 1 ¢ 3
0 0 0 1 0 00 1

O niicleo de A+1 est4 xerado por (1,—1,0,0) e o de (A+1I2) por (1,—1,0,0) e (0,0,1,0).
Collemos entén vy = (0,0,1,0) e v3 = (A + D)vg = (—1,1,0,0). Entén, unha base de
Jordan estd dada por {v1,vs,v3,v4} e a forma de Jordan é

0 1 0 0
00| 0 0
koo -1 1)'
00| 0 —1

Sobre os subespazos invariantes, temos:
» O subespazo {0}, que ten dimensién 0.

= Os subespazos (v1) e (v3), de dimension 1 (un subespazo invariante de dimensién
1 estd xerado por un vector propio).



3.5. PROBLEMAS 109

» Os subespazos (v1, v2), (v3,v4) € (v1,v3), de dimensién 2, dado que un subespazo
invariante de dimension 2 estd xerado ou por dous vectores propios ou por un
vector propio e un xeralizado.

= Os subespazos (v1,va,v3) € (v1,v3,v4), de dimensién 3, xerados polos dous vecto-
res propios e un vector propio xeralizado.

= O subespazo total F de dimensién 4.

Explicamos agora o motivo polo que non hai mais. De haber algin outro, ao que
chamaremos F', o polinomio minimo da restricién a F é da forma X(X + 1)b, onde
0<a<2e0<b<2. Para cada eleccién do par (a, b), hai un inico subespazo, que é o
que describimos con anterioridade. En efecto, polo primeiro teorema de descomposicién,
¢é suficiente tratar cada valor propio por separado. No caso do valor propio 0, se a = 0,
entén estd claro que a restricién a F' non ten ninguiin vector propio de valor propio 0; se
a = 1, entén o subespazo propio xeralizado asociado a 1 consta unicamente de vectores
propios, polo que novamente s6 hai unha opcién, e é que v; estea, pero que non haxa
ningun vector da forma avy + bvs con b # 0; por dltimo, se a = 2, temos que tanto v;
como vy pertencen a F.

Madis en xeral, se f : E — E é un endomorfismo tal que Char(f;X) = (—=1)"X" e
mg(0) = 1, hai un unico bloque de Jordan; sexa {vi,...,v,} a base de Jordan. Se f|F :
F — F é a restricién a un subespazo invariante, entén o 0 segue a ter multiplicidade
xeométrica 1 e hai tamén un tnico bloque de Jordan. Se F' ten dimensién r, sexa u un

xerador do tinico bloque de Jordan e sexa {f"~!(u), f"2(u), ..., f(u),u} unha base de
Jordan, na que f"(u) = 0. Se pomos u = Y ;| a;v;, entén f"(u) = > ;| ar4iv;, polo
que ay41 = ... =a, =0. Entén, u € (vq,...,v,), e mais en xeral

(= Yw), fF72(w),. .., fu),u) C (v,...,0,).

Como ambos subespazos tefien a mesma dimensién, necesariamente os dous conxuntos
son iguais e F' = (v1,...,0,).

Problema 3.32. Sexa f : R® — R? o endomorfismo de R? tal que f(1,0,0) =
(5,1,-2), f(1,1,0) = (6,6,0) e f(1,1,1) = (4,8, ), onde a € R é o tinico valor que fai
que f sexa non inxectivo.

(a) Determinar o valor de a encontrar a matriz de f na base candnica.

(b) Probar que f diagonaliza e encontrar unha base de E formada por vectores propios
de f.

(c) Encontrar todos os a, b, ¢ € R tales que a-f? = b-f+c-1d, onde Id é o endomorfismo
identidade.

(d) Dar un exemplo dun endomorfismo g : R* — R? cos mesmos valores propios
que f e para o cal se cumpra a - g> =b- g+ c-1d, con a,b,c € R, se, e soamente
se,a =b=c=0. (E dicir, que o Unico polinomio anulador de g de grao como
moito dous sexa o polinomio 0).

Solucién. (a) Usando as condiciéns do enunciado, como (0,1,0) = (1,1,0) —(1,0,0)
e (0,0,1) =(1,1,1) — (1,1,0), temos que a matriz buscada é

5 1 =2
A= 1 5 2
-2 2
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A aplicacion serd non inxectiva se e soamente se o determinante é 0. E inmediato
comprobar que se ten entén que a = 2.

(b) Procedendo do xeito habitual, A = PDP~!, con

0 00 1 1 -2

D=|06 0}, P=[-11 0

0 0 6 2 0 1
(c) O polinomio minimo ¢ Min(f; X) = X(X —6) = X2 — 6X, co cal f> = 6f.
Calquera outro endomorfismo que anule f ten que ser un multiplo do polinomio

minimo, co cal as tnicas posibilidades para (a,b,c) son da forma (\,6X,0), con
AeR.

(d) O endomorfismo g ten valores propios 0 e 6, este ultimo con multiplicidade 2. Os
valores propios son sempre raiz do polinomio minimo, polo que este é un multiplo
de X (X —6). Para que o polinomio minimo tefia grao maior que 2 (é dicir, 3), o
endomorfismo non pode diagonalizar, polo que a multiplicidade xeométrica de 6
ten que ser 1. Isto quere dicir que a matriz de Jordan é

J =

o o O

0 0
6 1],
0 6

polo que é suficiente coller o endomorfismo representado por esta matriz na base
canénica. Neste caso, o polinomio minimo é Min(g; X) = X(X — 6)2.

Problema 3.33. Sexa f : R — R3 unha aplicacién lineal con polinomio minimo
Min(f; X) = X?2. Supofiamos que F,G, H son tres subespazos vectoriais invariantes
por f e que R = F @ G. E certo sempre que H = (FNH) ® (GNH)?

Solucién. O resultado é falso. Collemos por exemplo f(x,y,z) = (y,0,0), con matriz
asociada

01 0
0 0 0
0 0 0

Sexa F' = [e1,e3], G = [e3] e H = [ea + e3,e1]. Enton, FNH =[e;]] e GNH =0.

De cara a complementar o resultado, podemos estudar todos os subespazos invariantes
por f (imos traballar sé os casos de dimensién 1 e 2, xa que obviamente o {0} e o
total sempre son invariantes). Sexa {v1, ve, v3} unha base de Jordan, que entén cumpre
f(v2) = vi e f(v1) = f(vs) = 0. Tense que un subespazo invariante de dimensién 1
é da forma (awv; 4+ Bus), con («, 8) # (0,0). Se é de dimensién 2, a restricién de f
ou ben diagonaliza ou, en caso contrario, admite unha base {wi, w2} de maneira que
f(w2) = wy e f(wy;) = 0. No primeiro caso terfa que ser o subespazo (v1,v3). No
segundo, pomos wy = avy +bvy + cvs; entén f(ws) = bvy, polo que b # 0. En particular,
v1 sempre pertence a un subespazo invariante de dimension 2, e é da forma (vy, bve+cuvs),
xa que o caso b = 0 corresponde & situaciéon na que a restricién diagonaliza.

Problema 3.34. Sexa E un R-espazo vectorial e sexa g € End(E) con polinomio
caracteristico Char(g; X) = X* e polinomio minimo Min(g; X) = X?3.

(a) Demostrar que existe v € E de maneira que g?(v) # 0.
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(b)

()

Demostrar que calquera subespazo invariante por g de dimensién maior ou igual
que 2 sempre contén g2(v).

Describir 4 subespazos invariantes de g de dimensién 1, 4 de dimensién 2 e 4 de
dimensién 3.

Solucién. (a) Polas condiciéns do enunciado, temos que a forma de Jordan de g

consta dun bloque de Jordan de tamaiio 3 e dun de tamafio 1. Polo tanto, podemos
considerar un vector propio u de g, de maneira que {g%(v), g(v),v,u} é unha base
de Jordan de g, polo que en particular g?(v) é distinto de 0. Alternativamente,
podemos argumentar que se g?(v) = 0 para todo v € E terfase que X2 é un
polinomio anulador, que contradice o feito de que o polinomio minimo sexa X?3.

Sexa F' un subespazo invariante de dimensién 2. Entén, se Min(g|F; X) = X,
temos que F' = (f2(v),u). Se Min(g|F; X) = X2, o subespazo admite unha base
de Jordan {wi,wsy}, onde wy é un vector propio e we un vector propio xeralizado.
Se pomos

wy = af?(v) 4+ bf(v) + cv + du,

temos que f(wz) = bf?(v) 4+ c¢f(v) é un vector propio, polo que ¢ = 0 e b # 0.
Unha vez se ten esa condicién, f2(ws) = 0. Polo tanto, podemos coller wy =
af?(v) + bf(v) + du, con a,b,c € K e b # 0, e w; = bf?(v). Do mesmo xeito,
se G é un subespazo invariante de dimensién 3 e Min(g|G; X) = X2, entén G =
(f2(v), f(v),u). Se Min(g|X;X) = X3, entén G admite unha base de Jordan
{w1,wa,w3}. Se pomos

w3 = af?(v) + bf(v) + cv + du,

da condicién de wy = f2(ws3) = cf?(v), temos que ¢ # 0 e wy sempre é un miltiplo
de wy. Finalmente, un subespazo de dimension 4 ¢é igual 6 total e tamén contén

f3(v).

A forma candnica de Jordan de g é

0100
0 010
0000
0 00O

Chamamoslle v, vo, v3, v4 aos vectores que forman a base.

= Subespazos invariantes de dimensién 1: podemos coller os vectores propios
(v1), (v4), (V1 +v4), (V1 —vg). En xeral, serve calquera da forma (awv; + Buy),
con (a, B) # (0,0).

= Subespazos invariantes de dimension 2: seguindo o razoamento anterior, co-

llemos (v1,v4), (v1,v2), (v1,v2 + v4), (v1,v2 — v4). En xeral, serve calquera
da forma (v, avy + Bvy), con (a, ) # (0,0).

= Subespazos invariantes de dimension 3: seguindo o razoamento anterior, co-
llemos (v, v2,v3), (v1,v2,v4), (V1, V2, U3+v4), (V1, V2, v3—v4). En xeral, serve
calquera da forma (vq, ve, avs + Bvy), con («, 8) # (0,0).
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Problema 3.35. Sexa f : R* — R* 0 endomorfismo de R* que ten por matriz na base
candnica

00 20
2 2 =31
A= 00 00O
2 0 -4 2

(a) Encontrar a forma reducida de Jordan J de f e unha base B, de R?* para a cal a
matriz do endomorfismo sexa J.

(b) Calcular A2924 (pédese deixar o resultado indicado en termos da inversa dunha

matriz).
(c) Achar todos os subespazos vectoriais invariantes por f.

Solucién. (a) Tense que Char(4; X) = X2(X — 2)? e ambos valores propios tefien
multiplicidade xeométrica 1. Temos que

ker(A) = ((2,-1,0,—-2), ker(A?%) = ((2,-1,0,-2),(1,0,1,0)).
Collemos entén vy = (1,0,1,0) e v1 = Avy = (2,—1,0,—2). Por outro lado,
ker(A — 2I) = ((0,1,0,0)), ker((A — 2I)%) = ((0,1,0,0),(0,0,0,1)),

polo que podemos definir vy = (0,0,0,1) e v3 = (4 — 20)vy = (0,1,0,0). Entén,
{v1,v92,v3,v4} é unha base de Jordan e a forma reducida de Jordan é

0100
000 0
00 2 1
000 2
(b) Tense que
2100\ /0100 21 0 0\
A_ |-t oroffooooff-1010
“1 o1ooflloo 21 0100
2 00 1/ \oo0oo0 2/ \-2001
Como -
0100 00 0 0
000 0 oo o 0
00 21 T 10 0 22024 9024 .22023 |
000 2 00 0 92024
entéon
210 0\/00 0 0 21 0 0\
g0 _ (-1 010100 0 0 1010
|l 01 0 0|0 0 2202 9024.92023 0100
-2 0 0 1 00 0 92024 -2 0 0 1
Operando, chegamos a
0 0 0 0
A2024_ 2025‘22023 22024 _2025'22023 2024_22023
- 0 0 0 0

22024 0 _22024 22024
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Hai 9 subespazos invariantes: un de dimensién 0, que é o {0}; dous de dimensién
1, os xerados por v; e por vs; tres de dimensién 2, (vy,vs), (v, v2) e (v3, v4); dous
de dimensién 3, (vi,v9,v3), (v1,v3,v4); € un de dimensién 4, o total.

Para demostrar que non hai mais, consideramos a forma de Jordan da restricién
da aplicacién lineal ao subespazo, que unicamente pode ter valores propios 0
e 2; se o 0 é valor propio de multiplicidade alxébrica 1, o subespazo de valores
propios xeralizado é (v1), mentres que se ten multiplicidade alxébrica 2, é (vy, ve);
o calculo para o 2 é andlogo. Polo primeiro teorema de descomposicién, sabemos
que podemos analizar por separado cada valor propio, polo que as posibilidades
son as nove antes mencionadas, xa que hai tres opciéns para cada valor propio.

Problema 3.36. Sexa a € R e sexa f o endomorfismo de £ = R3[X] definido por

f1) =2,
f(X)=2X+1,
f(X?) =2X? + 2a,
f(X3) =2X3 + X? — 20X + 4d°.
Encontrar a forma de Jordan e unha base de Jordan para o endomorfismo f.

Calcular f2024(X3).

Sexa F' C E un subespazo de dimensién m invariante por f. Demostrar que
Char(f|F;X) = (2—X)™ e que F ten unha base formada por ciclos de vectores
propios xeralizados de f.

Dar tres subespazos Fi, Fo, F3 C V de dimensions 1, 2 e 3 respectivamente, que
sexan invariantes por f.

Solucién. (a) Traballamos na base natural B = {1, X, X2 X3}. Un elemento de

R3[X] pbdese representar indistintamente como un polinomio ou en termo das
suas coordenadas nesta base. A matriz do endomorfismo é

2 1 2a 4ad?

0 2 0 —2a
A= 0 0 2 1
0 0 O 2

Por tratarse dunha matriz triangular superior, vemos de xeito inmediato que
Char(f; X) = (X — 2)*, polo que o tinico valor propio é 2. Temos que ker(fz) =
((1,0,0,0), (0,2a,—1,0)), mentres que ker(f7) = R3[X]. Por conseguinte, a forma
de Jordan é

Para atopar unha base de Jordan seleccionamos dous vectores ve e v4 que sexan
linealmente independentes en ker(f2)/ ker(/f2); por exemplo, v3 = (0,1,0,0) e vg =
(0,0,0,1). Nese caso, v1 = fa(va) = (1,0,0,0) e vz = fo(vy) = (4a?,—2a,1,0).
Pola tanto, unha base de Jordan é

{1, X, X? — 2aX + 4a?, X3}.

Chamamoslle P 4 matriz que ten por columnas os vectores vy, vo, v3 € V4.
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(b) Para calquera enteiro n non negativo temos que

on p2n—lo 0

g 0 on 0 0
10 0 on  pon—1
0 0 0 on

Para atopar f2°24(23) simplemente temos que multiplicar a matriz P.J20%4p~!
polo vector columna (0,0,0,1). Resulta entén que

f2024(X3) — 22024)(3 + 2024 . 22023X2 _ 20240,22024X + 2024&222025.

(c) E un resultado xeral que se f é un endomorfismo dun espazo vectorial que admite
unha base de Jordan, entén todo subespazo F' C F invariante por f ten unha base
formada por ciclos de vectores propios xeralizados de f. Ademais, o polinomio
caracteristico da restriciéon de f a F' é un divisor do polinomio caracteristico de

f

Imos comprobalo neste caso concreto. Sexa (u1,...,uy,) unha base de F' e com-
pletdmola a unha base de R3[X], (u1,...,Umn,...,us). A matriz de f nesa base,
a que chamaremos M, é unha matriz por bloque da forma
Mpr B
M =

polo que Char(M; X) = Char(Mp; X) Char(M,C). Como Char(M;X) = (X —
2)*, necesariamente teremos que Char(Mp; X) = (—1)™(X — 2)™.

Finalmente, como o polinomio caracteristico de f|F descompén en factores lineais,
o teorema de existencia de bases de Jordan asegura que existe unha base de Jordan
do espazo F formada por ciclos de vectores propios xeralizados do endomorfismo
fIF. Como f|F é a mesma aplicacién f pero restrinxida a F', estes ciclos tamén
son ciclos de vectores propios xeralizados do endomorfismo f.

(d) Os subespazos invariantes de dimensién 1 estdn xerados por vectores propios. Por
exemplo, podemos coller F} = (v1), polo que X3 = X3 = X4 = 0. Os subespazos
de dimensién 2 tenen por base ou ben un ciclo de lonxitude dous ou dous vectores
propios. Por exemplo, podemos coller F, = (v1,v2), polo que as ecuaciéns son
X3 = X4 = 0. No caso de dimensién 3, a unica opcién é coller un ciclo de
lonxitude 2 e un vector propio independente. Por exemplo, F3 = (v1, v2, v3), polo
que podemos coller o subespazo dado pola ecuaciéon Xy = 0.

Problema 3.37. Calcular J", onde J € Mg(K) é a matriz diagonal por bloques que
ten na diagonal

Al
Al .

Ji=(\), J2:<0 A), Jr=10 A

0 0

A

Solucién. E unha demostracion estandard por inducién:

T oma G
S A e o R A L )
0 0 A"

Polo tanto, J" é a matriz diagonal por bloques con Ji', J& e J3".
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Problema 3.38. Dar a matriz do endomorfismo f € End(R3) que cumpre as seguintes
cinco condiciéns.

(i) (e1,e2) e (e3) son subespazos invariantes por f.
(i) ker(f) = {(1,2,0)).
(iii) A matriz de f na base candnica é simétrica.
(iv) Tr(f) =6.

(v) 1 é un valor propio de f.

Solucién. Da primeira condicién temos que (0,0, 1) é un vector propio, e da segunda,
que (1,2,0) é un vector propio de valor propio 0. A cuarta afirma que 1 é un valor
propio, e como a suma dos valores propios é 6, o outro vector propio ten que ser 5.
Imos impor estas condiciéns sobre a matriz de f, que sabemos que pola simetria sera
da forma

O o

b 0
c 0
0 d
As ecuaciéns que temos son as seguintes:

a+2b=0, b+2c=0, a+c+d=6, (d—1)(ac—a—c+1—b*) =0,

onde a ultima quere dicir que 1 é valor propio. Se d = 1, entén (a,b,c) = (4,—-2,1), e
a matriz cumpre todas as condicions. Se d # 1, ten que ser d = 5, xa que é un valor
propio e non pode ser o 0 (xa que o subespazo propio é unha combinacién lineal de e;
e e2). Nese caso (a,b,c) = (0,2,-0,4,0,8) e a matriz tamén cumpre as condiciéns.

Problema 3.39. Sexa ¢: R* — R? 0 isomorfismo que ten por matriz na base canénica

2 2 -1 0
02 0 O
A= 00 2 0
01 2 2

(a) Calcular a stia forma de Jordan e unha descomposicién de Jordan da forma A =
pPJpP—L.

(b) Determinar o polinomio minimo de A.

(c) Demostrar que existe un subespazo invariante F' de dimensién 2 que contén tédo-
los vectores propios de A. Describir F' en termos dos seus xeradores.

(d) Sexa u ¢ F. Demostrar que existe un tinico subespazo invariante GG, de dimensién
2 que contén u.

(e) Sexa H un subespazo invariante de dimensién 3. Demostrar que F C H.

Solucién. (a) Comezamos observando que a multiplicidade xeométrica do valor pro-
pio 2 é igual a 2 e que

ker(A — 2I) = ((1,0,0,0), (0,0,0,1)).

Por outra banda, temos que (A — 2I)? = 0, polo que a forma de Jordan ten unha
descomposicion en ciclos da forma
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V2 | U4

U1 | U3

Para escoller v, e v4 consideramos dous vectores de xeito que as suas clases sexan
unha base do espazo cociente R* / ker(A — 2I); isto é equivalente a pedir que ao
xuntalos cos dous vectores que forman unha base de ker(A—2I) dean lugar a unha
base de R*. Podemos considerar, polo tanto, v2 = (0,1,0,0) e vy = (0,0, 1,0). Nese
caso, v; = (A —2[)vy = (2,0,0,1) e v3 = (A — 2)vy = (—1,0,0,2). Polo tanto,
{v1, v2,v3,v4} é unha base de Jordan e a matriz de Jordan é

O O O N
O O N
o OO
N = O O

A matriz P é simplemente a que ten por columnas os vectores da base de Jordan:

= o O N
o O = O
l\DOO»l—A
O = O O

O tnico valor propio é o 2, e o tamano do maior bloque de Jordan asociado a ese
valor propio é 2. Iso quere dicir que Min(4; X) = (X — 2)%.

O subespazo de vectores propios correspéndese con ker(A—2I), que é un subespazo
de R* de dimensién 2 xerado por v; e v3. Méis en concreto, isto dinos que

F = (v1,v3) = ((1,0,0,0), (0,0,0,1)).

Non pode haber outros subespazos formados unicamente por vectores propios; o
seu polinomio minimo teria que ser X — 2, polo que tédolos vectores do subespazo
tefien que cumprir que p(v) = 2wv.

Sexa {v1,v2,v3,v4} a base de Jordan do primeiro apartado. e sexa u = 2?21 a;v;,
de xeito que (az2,as) # (0,0). Se G, é invariante, necesariamente contén ¢(u) e
tamén

U= @(u) — 2u = agvy + aqvs.

Como u ¢ F', tense que (az,a4) # (0,0), polo que @ # 0 e, ademais, @ é linealmente
independente con u. Polo tanto, calquera subespazo invariante que contena u
contén tamén u. Polo tanto, o inico posible subespazo invariante de dimensién 2
é

Gy = (ua gp(u) - 2u>>
e unha comprobacién rutineira amosa que é de feito invariante, xa que () = 24.

Como H é un subespazo invariante, podemos considerar a sia forma de Jordan,
que necesariamente ten que constar dun bloque de tamaifio 2 e de outro de tamano
1. E dicir, Min(p|H; X) divide (X —2)2, e non pode ser X —2, porque iso quereria
dicir que hai un subespazo de dimensién 3 de vectores propios, que non é posible
porque F' ten dimensién 2. Polo tanto, Min(¢|H; X) = (X —2)2. De aqui tense que
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dimker((p —21d)|H) = 2 e dim ker((¢ — 21d)?|H) = 3. Como ker((p —21d)|H) é
de dimensién 2 e estd contido en F' = ker(¢ — 21d), ambos subespazos tenen que
ser iguais, o que demostra que F' C H.

Alternativamente, podemos argumentar que a forma de Jordan ten a seguinte
estrutura:

w2

wy | w3

Tense que wy = Z?:l a;v;, con (az,as) # (0,0), e w1 = agvy + aqvs. Logo,
cOllese w3 = byvy + bavs, de xeito que os vectores w; e ws sexan linealmente
independentes. Polo tanto,

H = (w1, w2, w3) = (v1,v3,a202 + asvs).
Problema 3.40. Sexa A € M3(R) unha matriz cadrada 3 x 3 que cumpre que Tr(A) =
Tr(A?) = Tr(A43) = 0, onde Tr é a traza da matriz.
(a) Demostrar que A3 = 0.

(b) Cimprese sempre que A% = 0?7 Se é certo, demostralo; senén, dar un contraexem-
plo.

Sexa agora K un corpo arbitrario e sexa B € M3(K) unha matriz cadrada 3 x 3 que
cumpre que Tr(B) = Tr(BQ) = Tr(B3) =0.

(c) Cimprese sempre que B3 = 07 Se é certo, demostralo; senén, dar un contraexem-
plo.

Solucién. (a) A traza da matriz A é a suma dos seus valores propios. Estes, en
principio, non tefien por que ser reais, senén que estarfan definidos sobre os com-
plexos. Por outro lado, se os valores propios de A son \;, con 1 < i < 3, os valores
propios de A¥, para calquera k > 0 enteiro, son )\f , para 1 <1¢ < 3. Polo tanto, a
condiciéon do enunciado afirma que

MAX+ A=A +AN+ A =2+ + A3 =0.

Amosamos agora dias maneiras de demostrar que Ay = Ay = A3 = 0. Da condicién
A3 = —A1 — A9 tense que

0= )\i{’ + /\g’ + )\g =3MA2(A1 + A2) =0.

Se A1 = 0, entén A3 + A3 = 2)3 = 0 e concliese que os tres valores propios son 0.
Se As = 0, o razoamente é analogo; e se A1 + Ao = 0, logo A3 = 0, e tamén se ten
que todos son nulos.

Alternativamente, temos que

3 2 3 2
E o )Y — > A4

e ademais

(23:1 )‘i)g +2 23:1 A} -3 23:1 A7 23:1 Ai
)\1)\2)\3 — 1 3 T 3 3 1

=0
6
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Concluimos entén que A, Ay e A3 son as raices do polinomio X3 = 0, co cal
Al =X = A3 =0:

(X—)\l)(X—)\Q)(X—)\g) = X3—()\1—I—)\Q—I-)\g)X2—|—()\1)\2—|—)\2)\3+)\3)\1)X—)\1)\2)\3.

Entén, como as tres raices son reais, A admite forma de Jordan, e esta terd tres
ceros na diagonal principal; poderia ter, ademais, un ou dous uns na diagonal
superior. Se non hai ningiin bloque de Jordan de tamaifio 3, entén xa sucede que
A? = 0; e se hai un tinico bloque de Jordan de tamaifio 3, entén A% # 0, pero

A3 =0.
(b) E falso. Seguindo o razoamento do apartado anterior, ¢ suficiente con considerar
a matriz
010
A=10 0 1],
0 00
para a cal
0 01
A*=10 0 0
0 00

(c) E falso. E suficiente con coller K = Z/3Z e a matriz identidade,
1 00
B=|0 10
0 01

Neste caso B = B2 = B? e Tr(B) = 3 = 0. A idea clave é que cando a carac-
teristica de K é 2 ou 3, isto é, 2 = 0 ou 3 = 0, entén o razoamento do primeiro
apartado non serve que conecer a suma dos cadrados e a suma dos cubos non é
suficiente para determinar univocamente as raices do polinomio.

Forma de Jordan e subespazos invariantes.

Problema 3.41. A evolucién temporal dunha poboacién de &rbores esta descrita polo
seguinte modelo matematico:

Yn+1 2 \1 9/ ) Yn) '
con a € R un parametro e onde x,, e y, representan as densidades das clases de arbores
en formacion e as clases de arbores formados, respectivamente.

(a) Para que valores de a é A = 1 un valor propio da matriz?

(b) Para @ = 1, encontrar a forma de Jordan e unha base de Jordan da matriz.
Estudar o comportamento a longo prazo da poboacion de arbores.

(c) Para a = —4/5, encontrar a forma de Jordan e unha base de Jordan da matriz.

(d) Estudar o comportamento a longo prazo da poboacién para a > —4/5.
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Solucién. (a) Un é valor propio se, e soamente se, o determinante da matriz menos

a identidade é O:
-1/2  a/10
1/2 —1/10
ten determinante (1 — a)/20, polo que ten que pasar que a = 1.

Os valores propios son 1 e 0.4. O subespazo propio asociado ao valor propio 1
estd xerado por (1,5) e o asociado ao valor propio 0.4, por (1,—1). Polo tanto,

i (05 0.1 To/1 1\ /1 0\[1/6 1/6\ [(1/6 1/6
n—oo\0,5 0,9/ \5 —-1/\0 0)\5/6 —-1/6) \5/6 5/6)°
Polo tanto, se (zg,y0) son as densidades iniciais de arbores en formacién e de

arbores formadas, respectivamente, tense que os valores no limite, (z,y), cumpren
zo+yo _ 5(zo+yo)
6 - 6 :

05 —0,08
A= (0,5 0,9 > ’
que ten o valor propio dobre A = 0,7. Collemos vy = (1,0) e v1 = (A — 0,7I)ve =
(—2,5), de maneira que (vi,v2) é unha base de Jordan. A forma reducida de

Jordan é
0,7 1
J = <0 0,7) )

Esté claro que o limite cando n tende a infinito de J™ é a matriz 0, xa que
1im,, 0o nA" 1 = 0 para calquera |\ < 1.

que T = ey

Neste caso a matriz é

O polinomio caracteristico é
z? — 1,4z + (0,45 — 0,05a),
que se a > —0,8 ten as raices reais 0,7 + /0,04 + 0,05a.

= Para a = —0,8 xa vimos que o limite tendia a 0 e a poboaciéon converxia
cara 4 extincion.

= O mesmo sucede se —0,8 < a < 1, xa que ambas raices do polinomio carac-
teristico son menores que 1 en valor absoluto.

» O caso a = 1 xa o estudamos (a poboacién non se extingue).

m Se 1 < a < 57, un dos valores propios é maior que 1 e o outro ten valor
absoluto menor que 1; chamamoslle A1 e Ao, respectivamente. Iso quere dicir
que a poboacion crece infinitamente na direccién do maior valor propio,
mentres que na outra direcciéon se anula. E dicir, se a condicién inicial se
expresa como ¢y = ae + beg, onde e é o vector propio de maior valor propio
e ez é o de menor, despois de n iteraciéns temos que ¢, = aAe; +bAjez; AT
tende a infinito mentres que Ay tende a 0.

= Se a > 57 un dos valores propios é maior que 1 e o outro menor ou igual
que —1; chamamoslle A\; e A9, respectivamente. Se a condicién inicial se
expresa como ¢y = ae; + bey, onde e; é o vector propio de valor propio
positivo e eo 0 de valor propio negativo, entén despois de n iteracions temos
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que ¢, = aAle; + bAea. Como || > |A2, temos que A} é dominante e a
poboacién tende a infinito (supondo sempre que a > 0, dado que en caso
contrario comezariamos con densidades negativas); isto é consistente co feito
de que todas as entradas da matriz son positivas.

Problema 3.42. Encontrar todas as matrices A tales que

16 1 0
A’=|0 16 0
13 —-25 3
Solucién. O polinomio caracteristico 6 Char(A?; X) = —(X — 16)?(X — 3). Temos

que A? — 161 estd xerado por (1,0,1) e (A% — 16I)2 por (1,0,1) e (2,1,0). Collemos
vy = (2,1,0) e v1 = (A — 16I)vy = (1,0, 1). Por outro lado, o niicleo de A% — 31 est4
xerado por (0,0,1). Entén,

-1

1 2 0\ /16 1 | 0\ /1 2 0
A2=10 1 0 0 16 | oo 1 0
10 1 0 0 | 3/ \1 01

Para facer a raiz cadrada do bloque de Jordan, escollemos unha raiz cadrada de 16 e
logo resolvemos. Se collemos a raiz positiva,

4 a\> (16 1
0 4) ~\o 16)

e entén 8a = 1, polo que a = 1/8. Se collemos a raiz negativa,

—4 b\ (16 1
0 —4) \0 16)’
e entén —8b = 1, polo que b = —1/8. As matrices posibles son entén o resultado de
coller as formas de Jordan

4 1/8 0 4 1/8 0 —4 —1/8 0 —4 —1/8 0
0 4 0],]0 4 0], 0 -4 0|, 0 —4 0
0 0 V3 0 0 —v3 0 0 V3 0 0 —vV3

Se lle chamamos P & matriz que ten por columnas a base de Jordan e J; a cada un
destes catro posibles bloques de Jordan, temos que as raices cadradas da matriz estan
dadas por PJ; P~ L.



Capitulo 4

Formas bilineais e cuadraticas

Ao longo deste capitulo, o corpo K serd sempre R ou C, salvo que se indique especifica-
mente o contrario; en particular, ao tratar con formas cuadraticas e simplécticas faremos
alguns resultados de cardcter xeral. A motivaciéon para desenvolver os conceptos que
imos tratar é o estudo da xeometria: en R? ou en R? necesitamos falar de distancias en-
tre puntos, rectas ou planos, e tamén do angulo que forman dous vectores ou da nocién
de perpendicularidade. Aqui estenderemos esas nociéns a un R-espazo vectorial ou a
un C-espazo vectorial, engadindo unha nova estrutura que permita definir os conceptos
xeométricos andlogos. Esta estrutura é o que se chama produto escalar (resp. hermitico
no caso complexo), e os R-espazos vectoriais (resp. C-espazos vectoriais) nos que hai
un produto escalar chdmanse espazos euclidianos (resp. hermiticos). Ademais, estare-
mos especialmente interesados en estudar aquelas aplicacions lineais que respectan a
estrutura do produto escalar, o que nos levard a introducir as nociéns de aplicacions
autoadxuntas e de isometrias, entre outras.

4.1. O espazo euclidiano

Definiciéns e primeiras propiedades

Definicion 4.1. Sexa F un R-espazo vectorial. Un produto escalar en E é unha apli-
cacion bilineal ¢: F X E — R que ten as seguintes dias propiedades:

(i) Simétrica. ¢(u,v) = ¢(v,u) para todo u,v € E.
(ii) Definida positiva. ¢(u,u) > 0 para todo vector u # 0.

Polo xeral escribiremos (u, v) en vez de ¢(u,v). Tamén é comun escribir u - v, ainda que
non usaremos esa notacién.

No caso complexo, a definicién é menos natural, xa que non imos usar o concepto
de bilinealidade, senén o de sesquilinealidade (o prefixo sesqui denota unha unidade e
media; por exemplo, sesquicentenario significa 150 anos).

Definicion 4.2. Sexa E un C-espazo vectorial. Unha aplicacién ¢: Fx E — C dise que
é sesquilineal se é lineal na primeira variable, respecta a suma na segunda e ¢(x, \y) =
Ao(z,y), onde A refirse 4 conxugaciéon complexa dun nimero.

Dise que unha aplicacion sesquilineal ¢ é un produto hermitico se cumpre as seguintes
duas propiedades.

(i) Hermitica. ¢(u,v) = ¢(v,u) para todo u,v € E.

121
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(ii) Definida positiva. ¢(u,u) € R e ¢(u,u) > 0 para todo vector u # 0.

Pédese observar que na propiedade (ii), o feito de que ¢(u,u) € R é consecuencia da
propiedade (i), polo que o unico contido novo é que ¢(u,u) > 0 para todo u # 0.
Alguns dos exemplos maéis importantes de produtos escalares son os seguintes.

= No espazo vectorial R, o produto escalar habitual é
(@1, 22, 2n), (Y1,Y2, - - Yn)) = T1Y1 + T2y2 + .. + TpYn.

» No espazo C([a, b, R) das funciéns reais continuas no intervalo [a, b], definese

b
(f.g) = / f(2)g(z) da.

Este produto escalar tamén se pode considerar en subespazos como o das funciéns
polinémicas.

No caso dos produtos hermiticos, os exemplos mais destacados son os seguintes.

= No espazo vectorial C™, o produto escalar habitual é
<($17$27 SERE) l‘n), (y17y27 s 7yn)> =T191 +x2Y2 + ... + TnYn-

» No espazo C([a,b],C) das funciéns reais continuas no intervalo [a, b], definese

b
(f:9) :/ f(@@dm

Este produto escalar tamén se pode considerar en subespazos como o das funciéns
polinémicas.

Definicion 4.3. Un espazo euclidiano é un R-espazo vectorial F cun produto esca-
lar (-,-). Do mesmo xeito, un espazo hermitico é un C-espazo vectorial cun produto
hermitico.

E importante observar que todo subespazo vectorial dun espazo euclidiano ou hermitico
é tamén un espazo vectorial ou hermitico, respectivamente. A seguinte definicién imola
realizar no caso euclidiano, pero funciona exactamente igual no caso hermitico.

Definicién 4.4. Sexa (F,(-,-)) un espazo euclidiano. Definese a norma dun vector
v € E como o numero real ||v]| = 1/(v,v). Os vectores de norma 1 chamanse unitarios.

Nun espazo euclidiano, hai unha relacién que non é completamente trivial entre o espazo
dual e as formas bilineais. Sexa v € E e consideramos a aplicacién ¢, : E — K definida
por ¢,(w) = ¢(v,w). Entén, a aplicacién é lineal, polo que pertence ao espazo dual.

Proposicién 4.1. A aplicacién
V: E— E*, v ¢y

¢ un isomorfismo de espazos vectoriais.
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Demostracion. A linealidade é inmediata a partir da definicién. Para ver a inxectivi-
dade, observamos que se ¢, = 0, entén, (v, w) = 0 para todo w; en particular, (v,v),
co cal v = 0. Como as dimensién de F e E* coinciden, ao ser inxectiva, ten que ser un
isomorfismo. O

En particular, nun espazo euclidiano, calquera elemento do dual é da forma ¢,,, para
algin w € E. No caso de dimensién infinita, nos chamados espazos de Hilbert, este
resultado é moito menos trivial; é o que se chama o Teorema de Representacion de
Riesz.

Imos presentar agora a desigualdade de Cauchy—Schwarz, que relaciona o produto es-
calar de dous vectores co produto das siias normas.

Proposicién 4.2. Para toda parella de vectores dun espazo euclidiano cimprese a
desigualdade
[(w, 0)| < [lul] - [Jo]l-

No caso hermitico, compre cambiar o valor absoluto do lado esquerdo pola norma do
nimero complexo correspondente.

Demostracion. Faremos a demostracién no caso real, xa que o caso complexo é igual

con pequenas modificaciéns. Se v = 0, ambos lados da desigualdade son 0, polo que o
resultado é certo. En caso contrario, sexa w = gziv Enton,

{u,v)
(v, 0)

(u—w,v) = (u,v) — (v,v) =0.

Polo tanto, (u — w,w) = 0. Entén,

(u,u) = (w+ (v —w),w+ (u — w))

= (w,w) + (u —w,u —w)

Multiplicando ambos lados por (v, v) temos o resultado desexado.

No referente 4 igualdade, se os vectores son linealmente dependentes un dos dous é
multiplo do outro e é inmediato ver que se cumpre a igualdade. Para o reciproco, se
v = 0 os vectores son dependentes; e se v # 0, as desigualdades anteriores implican que
(u —w,u —w) =0, polo que u = w. Como w é multiplo dos dous vectores, tamén son
dependentes. ]

A norma cumpre as seguintes propiedades.

Proposicién 4.3. Sexa (FE, (-,-)) un espazo vectorial euclidiano. A aplicacién norma
v+ ||v||: E — R cumpre as seguintes propiedades:

(a) |lv|l > 0, con igualdade se, e soamente se, v = 0.
(b) ||zv| = |z|||v]|, onde |z| é o valor absoluto en R.
(c) |lu+v|| < Jull + ||v|| (desigualdade triangular).

Demostracion. (a) Temos que ||v]| = 0 se, e soamente se, |[v|? = (v,v) =0, 0 que é
equivalente a v = 0 polo feito de que o produto escalar é definido positivo.
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(b) Temos que [|zv]|?> = (xv,zv) = 2%(v,v) e extraendo raices cadradas temos a
identidade do enunciado.

(c) Aplicando a desigualdade de Cauchy—Schwarz temos que

lu+ol* = (u+v,u+v) = (u,u) + 2{u, v) + (v,v)
< lull? + 2[¢u, o) + [ol* < Jull® + 2]lufl[lv] + [|v]®
= (lull + Ilvl)?.

Extraendo as raices cadradas obtemos a desigualdade do enunciado.
O

Definicién 4.5. A distancia euclidiana entre dous vectores dun espazo vectorial eu-
clidiano definese como a norma da sda diferenza, é dicir, d(u,v) = |Ju — v||. Do mesmo
xeito, o dngulo que forman dous vectores non nulo dun espazo euclidiano é o dngulo
6 € [0, 7] tal que

{u,v)

lufllfoll

cosf =

O angulo esta ben definido porque cos 6 € [—1, 1] pola desigualdade de Cauchy—Schwarz.
As seguintes propiedades da distancia son inmediatas a partir das correspondentes
propiedades para a norma.

Proposicién 4.4. Sexa (FE,(-,-)) un espazo euclidiano. A aplicacién d: E x E — R
definida como d(u,v) = ||u — v|| cumpre as seguintes propiedades.

(a) d(u,v) > 0, con igualdade se, e soamente se, u = v.
(b) d(u,v) = d(v,u).
(¢) d(u,w) < d(u,v)+ d(v,w), para todo u,v,w € E (desigualdade triangular).

E importante ter presente que as propiedades que establecemos para a norma e para
a distancia dsanse a miiudo como definicién; iso é asi porque é posible traballar con
distancias que non provenien de normas, ou con normas que non provenen de produtos
escalares. Aqui, como estamos especialmente interesados en traballar con produtos es-
calares, case non consideraremos estas situaciéns, salvo nalgins exemplos ao discutir
as normas matriciais.

Como ¢é habitual, interésanos considerar a representacién matricial dun produto escalar.

Definicién 4.6. Sexa E un K-espazo vectorial e sexa B = {v1,...,v,} unha base. A
matriz dunha forma bilineal ¢: E x E — K nesa base definese como

d(vi,v1)  o(vi,v2) .. d(vr,vp)

Mat(6: B) = (6(vr, 05))1<ism = <Z>(U2:,U1) ¢(U2:,U2) ¢('U2:7'Un) € M, (K).

¢(v,;,vl) gb(w;,vg) gb(vn.,fun)

O feito de que a forma bilineal sexa simétrica é equivalente a dicir que a matriz se-
xa simétrica en calquera base. Do mesmo xeito que a matriz dunha aplicacién lineal
permite calcular o valor que toma en funcién das coordenadas dos vectores, a matriz
dunha forma bilineal permite calcular o valor que toma a forma en dous vectores en
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funcién das sias coordenadas. Se u = > ' | x;v; e v = > _." | y;v; son vectores de E
expresados na base B, o seu produto escalar é

ail a2 -+ Qlp n

az1 a2 -+ A2p Y2
d(u,v) = (:Ul Ty ... xn) : : : e

anl1 Qap2 -+ QApn Yn

onde a;; = ¢(vj, vj).

Proposicion 4.5. A relacién entre as matrices dunha forma bilineal en dias bases B,
e B, do espazo vén dada por B = P'AP, onde A = Mat(¢; B,), B = Mat(¢;By) e
P = (I)p, B, ¢ a matriz de cambio de base.

Demostracion. Sexan A = (a;;), B = (b;) e P = (p;j). Polo tanto, P* = (pj;). Sexan
AP = (ayj) e P'AP = (B;;). Por deﬁnlclon ajj = qﬁ(vz,v]) ii = o(ui,uj) e uj =
> i1 pijvi. Entén,

n n
brs = ¢(ur7us - (szrvu ijsv]> = Zpir Zaijpj87
i=1  j=1

e isto é igual a Y ;" | pircis = Brs. m

A matriz do cambio de base podémola interpretar tamén en termos da matriz do cambio
de base no dual. Deste xeito, B = P'AP pédese interpretar como segue:

= A matriz P pasa da base u 4 base v. E dicir, pédese interpretar A como a matriz
dunha aplicacién lineal

E—FE, v~ (¢(v1,v),0(v2,v),...,0(vn,v));

ao aplicar o cambio de base de u a v estamos convertendo un vector da base u a
un vector da base v ao que aplicar esa aplicacién lineal.

= A matriz A é a matriz da aplicacién lineal descrita no item anterior, pero tamén
se pode ver como a matriz dunha aplicacién lineal entre os espazos duais.

» A matriz P! pasa da base dual v* 4 base dual u*. Cada unha das filas de A
correspéndese coa aplicacion ¢;: E — K, dada por ¢;(v) = ¢ (v;,v). Polo tanto,
temos que realizar un cambio de base para pasar de expresar as formas na base
v* 4 base u*, e a matriz do cambio é P?.

Definicién 4.7. Duas matrices cadradas A, B € M,,(K) dise que son congruentes se
existe unha matriz invertible P € GL,,(K) tal que B = P'AP.

A relacién de congruencia é unha relacién de equivalencia. O seguinte resultado dénos
un criterio para determinar cando unha matriz é definida positiva. E importante incidir
no feito de que para podelo aplicar compre que a matriz sexa simétrica.

Proposicién 4.6 (Criterio de Sylvester). Sexa A = Mat(¢,B,) € M, (R) a matriz
dunha forma bilineal simétrica nun R-espazo vectorial de dimensién finita n. A forma ¢
¢é definida positiva se, e soamente se, os seus menores principais dominantes son todos
estritamente positivos: det((ai;)1<i j<x) > 0 para todo k =1,2,...,n.
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Demostracion. Para cada k = 1,2,...,n, escribimos Ay para referirnos 4 submatriz
(@ij)1<ij<t € My(K), de maneira que os menores principais dominantes de A son os
determinantes destas matrices.

Se a1 # 0 podemos construir unha nova base do espazo, B,, da maneira seguinte:

a12 Aln
V1 = Uy, Vg = U2 — —Uq, ceey Up = Up — —UT.
a1 a1l
A matriz de cambio de base é
1 -9z _as o
ail ail ail
0 1 0 0
p=10 0 1 0
0 0 0 ... 1
Sexa A = Mat(¢;B,) a matriz do produto escalar nunha base B,. Entén a;; =

d(u1,u1) > 0 e pédese definir a base B, do xeito que acabamos de describir. Sexa
B = P'AP. Para cada indice j > 1 tense que

aiq a4
¢(v1,v5) = ¢(u1,uj - Jm) =ajj— —-ann =0.
ai a1
: , 0 ) .
Polo tanto, a matriz B é da forma B = a(l)l 57 onde B’ € M;,_1(R) é a matriz
do produto escalar restrinxido ao subespazo (v, ..., v,).

Para establecer que todo produto escalar cumpre a condicién do criterio, procedemos
por inducién sobre a dimensién n. Se n = 1, entén a1 = ¢(ug,u1) > 0. Se 0 supomos
certo para n — 1, temos que é suficiente agora demostrar que o determinante da matriz
dun produto escalar é sempre estritamente positivo, xa que os menores principais do-
minantes det(Ay) son os determinantes das matrices do produto escalar restrinxido aos
subespazos (ui,...,u), € son automaticamente positivos pola hipétese de inducién.
Empregando de novo a hipétese, temos tamén que det(B’) > 0, xa que B’ é a matriz
da forma bilineal restrinxida a (v, ..., v,); polo tanto det(B) = a1 det(B’) > 0. Como
det(P) = 1 deducimos que det(A) = det(B) > 0.

Para demostrar o reciproco procedemos tamén por inducién en n. Suponamos que a
matriz A cumpre a condiciéon do criterio, é dicir, todos os seus menores principais
dominantese son estritamente positivos. En particular, a;; > 0. Polo tanto, podemos
definir unha base B, igual que antes e matriz asociada ten tamén ceros no resto da
primeira fila e da primeira columna. Esta matriz, & que podemos chamar B, cumpre
a condicion de Sylvester xa que By = PﬁAkPk para k = 1,...,n; como det P, = 1,
os menores principais dominantes de A e B coinciden. A matriz B’ é a da restricién
da forma bilineal ¢ ao subespazo F' = (vg,...,v,). A nova matriz tamén cumpre a
condicién de Sylvester xa que a1 det(B),) = det(Bg41) > 0. Polo tanto, det(B},) > 0
para todo k= 1,...,n — 1. Por hipdtese de inducién a restricién de ¢ ao subespazo F
de dimensién n — 1 é un produto escalar. Como E = (v1) @ F, todo vector v € E é da
forma v = zv; +w, con ¢ € Re w € F, e s6 pode ser cero se £ = 0 e w = 0. Entén,
como ¢(vy,w) = 0 temos que

o(v,v) = 22a11 + d(w,w) >0

se x # 0 ou se w # 0, isto é, sempre que v # 0. O
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Exemplo. A matriz

2 -1 0
A=1|-1 2 -1
0 -1 2

¢é definida positiva porque os seus menores principais dominantes son 2, 3 e 4.

De cara a algunhas aplicaciéns, especialmente & andlise matemaética, convén ter en
conta a notacién de semidefinida positiva, isto é, (v,v) > 0 para todo v € E. Neste
caso, non é certo o resulto analogo ao criterio de Sylvester (que dirfa que unha matriz é
semidefinida positiva se os menores principais dominantes son todos maiores ou iguais
que cero).

No caso complexo, estes resultados addptanse de xeito inmediato. A tnica diferenza
que hai que ter en conta é que a relacién de congruencia escribese como B = P*AP,
onde P* é a trasposta da conxugada; a demostracién é a mesma que no caso real,
simplemente observando que ao aplicar a propiedade de sesquilinealidade temos que
considerar o conxugado. Nalgins textos, e en especial en fisica, é habitual escribir Pt
en lugar de P*.

4.2. Ortogonalidade e proxeccion ortogonal

Sexa (F, (-)) un espazo vectorial euclidiano. O caso hermitico ¢ totalmente andlogo.

Definicion 4.8. Dous vectores u,v € E dise que son ortogonais ou perpendiculares se
(u,v) = 0. Escribiremos u L v. Dous subconxuntos S, T C E dise que son ortogonais se
u L v para todou € S e v € T; poremos S L T. Unha base do espazo E dise ortogonal
se cada vector da base é ortogonal a todos os demais, e dise que é ortonormal se é
ortogonal e todos os seus vectores son unitarios.

Nunha base ortonormal {v, ..., v,}, as coordenadas dun vector v = » " | x;v; cumpren
que x; = (v,v;) e o produto escalar de dous vectores ou a norma dun vector calciilanse
igual que no caso do espazo euclidiano R". E dicir, se v = > " | xiv; e w = Y i Y;v;,
enton

n
(,w) =Y " miyi, o] =
=1

Imos describir agora o proceso conecido como ortonormalizacién de Gram—Schmidt. E
un método algoritmico que permite, a partir dunha base calquera, producir unha base
ortonormal (e en particular, amosa que todo espazo euclidiano de dimensién finita ten
unha base ortonormal).

Proposicién 4.7. Sexa {uy, ..., uy} unha base do espazo vectorial euclidiano (E, (-, -)).
Os vectores definidos recursivamente pola férmula

k—1
UV
Wy = vk =g — Y (U, wi)w;
o] -
=1
para k = 1,...,n son unha base ortonormal do espazo.

Demostracion. Os vectores wj, son unha base, xa que se obtefien a partir da base uy
realizando transformaciéns elementais, e tenen norma 1 por construcion. E suficiente,



128 CAPITULO 4. FORMAS BILINEAIS E CUADRATICAS

polo tanto, ver que son ortogonais, para o cal comprobaremos que cada un é ortogonal
a todos os anteriores. Suponamos que xa o comprobamos ata o vectores wi_1. Para
todo indice j < k tense que:

k—1
1 1
(wpy ;) = (o wy) = T (k= (g, wihwi, wy)
T okl T okl ; e
1 k-1

= o (s wy) = D s i) (i, ).

Tox 1

-.
Il

Por hipétese de inducién, cada factor (w;, w;) da suma é igual a d; ;. Polo tanto, o valor
da suma é (uj,w;) e concluimos que (wy,w;) = 0. O

Exemplo. Sexa {uj,us,u3} a base de R3 co produto escalar habitual dada por
up =(2,1,2), ug = (0,1,1), uzg = (0,1, —1).

Seguindo o proceso de ortonormalizacién de Gram—Schmidt, temos que o primeiro
vector é w1 = (2/3,1/3,2/3). Para o segundo vector, temos

v =(0,1,1)—1-(2/3,1/3,2/3) = (-2/3,2/3,1/3),
e como xa ten norma 1, we = (—2/3,2/3,1/3). Finalmente,
vy =(0,1,-1)+1/3-(2/3,1/3,2/3) —1/3-(—2/3,2/3,1/3) = (4/9,8/9,—8/9),
e normalizando, ws = (1/3,2/3, —2/3).
O seguinte resultado é consecuencia directa da proposicién anterior.

Proposicién 4.8. Todo espazo euclidiano de dimension finita ten algunha base orto-
normal. Ademais, toda base ortonormal dun subespazo pode ampliarse a unha base
ortonormal de todo o espazo.

Demostracion. A partir dunha base calquera pode obterse unha base ortonormal apli-
cando o algoritmo de Gram—Schmidt. Para ver a segunda afirmacién, se wq,...,w, €
unha base ortonormal do subespazo F', completamola polo teorema de Steinitz a unha
base de todo o espazo engadindo vectores wy41, .. ., wy,. Enton, se aplicamos o algoritmo
de ortonormalizacién de Gram—Schmidt & base {w1, ..., Wy, W41, ..., Wy}, 0s primeiros
r vectores quedan igual e os demais convértense en novos vectores que dan lugar a unha

base ortonormal. O

Para traballar con matrices, é conveniente introducir algunhas notaciéns sobre matrices.

Definicién 4.9. Unha matriz A € M, (K) dise que é ortogonal se A'A = 1T,,, ou
alternativamente, se A~' = A’. As matrices ortogonais forman un grupo co produto,
que se chama grupo ortogonal e que se denota por O, (K).

No caso complexo, diremos que unha matriz U € M,,(C) é unitaria se U*U = 1,,, onde
como ¢ habitual U* é a matriz complexa conxugada. As matrices unitarias forman un
grupo co produto, que se chama grupo unitario e que se denota por U, (C).
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O feito de que as matrices ortogonais formen un grupo é unha comprobacion inmediata:
se AA' =1, e BB' =1, entén A~' = Al e B~! = B!. Multiplicando ambas igualdades
temos que

(AB)™' =B 'A™1 = B'A' = (AB)!,

e entén (AB)'(AB) = I,. Para a inversa, est4 claro que se A~! = A’ tamén se ten que
A= (A"HL

Exemplo. Imos determinar as matrices de M2(R) que son ortogonais. Escribindo

a b
A= < d) |
A condicién de ortogonalidade di que

A+ =V+d?=1, ab+cd=0.

Podemos pér entén a = cosa, ¢ = sina, b = cos 3 e d = sin 3, onde «, 5 € [0,27). De
ac+ bd =0,
cos acos 3 + sinassin 5 = cos(a — 3) = 0,

polo que a — 3 = 37w/2 ou a — § = 7/2. No primeiro caso,
cosa —sina
A=1". ;
sin Cos (v
en termos xeométricos, A correspéndese cun xiro de dngulo «. E dicir, se comezamos cun

vector v = (x,y) de norma 1, ao aplicar a matriz obtemos v' = (z cos a—y sin «, 2 sin a+
ycos ). Temos que |[v']] = 1 e por outro lado, se ¢ é o dngulo que forman v e v,

cosp = 22 cos o — zysin o + xrysin o + y2 coso = (xQ + y2) COS (x = CcoS Q.
Como o coseno é inxectivo en [0, 7), temos que a = ¢, o que responde & idea de que a
matriz é un xiro de angulo a.
No segundo caso,

A — [cose sina)  (cosa —sina 1 0

N (sina —cosa) a (sina cosa> <O —1) ’

que se corresponde coa simetria con respecto a un eixe que pasa pola orixe (ou, alter-
nativamente, a composicion dunha simetria en torno ao eixe horizontal e un xiro de
angulo ).

O grupo O3(R) esta formado por matrices de determinante +1 ou —1. As matrices de
O2(R) con determinante +1, que son as do primeiro tipo que amosamos, forman un

subgrupo que se chama o subgrupo especial ortogonal, e que se adoita denotar como

SOs(R).

Para unha matriz, a condicién de ser ortogonal é equivalente a dicir que as stias colum-
nas forman unha base ortonormal de R™. Mais en xeral, tense o seguinte resultado.

Proposicién 4.9. Sexa B,, = {wi, ..., wy} unha base ortonormal do espazo euclidiano
E. Entén, outra base B, = {ui,...,u,} é tamén ortonormal se, e soamente se, as
matrices dos cambios de base son matrices ortogonais.
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Demostracion. A condicion de que B, sexa ortonormal quere dicir que a matriz do
produto escalar nesa base sexa a identidade. Se lle chamamos U & matriz do produto
escalar na base By, entén U = P'I,P = P!P, onde P ¢ a matriz do cambio de base de
B, a By. Entén, U =1, se, e soamente se, P e P~! son ortogonais. ]

Imos introducir agora a nocién de proxeccion ortogonal. En xeral, en matematicas,
unha proxeccién é unha aplicacién f tal que f2 = f. Desde o punto de vista da dia-
gonalizacién, tense que X2 — X = X (X — 1) é un polinomio anulador de f, polo que
o minimo serd un divisor seu. Automaticamente, iso dinos que f diagonaliza e que os
Unicos valores propios que pode ter son 0 e 1.

Definicion 4.10. Sexa ' C F un subespazo vectorial ou, mais en xeral, un subcon-
xunto calquera, dun espazo euclidiano. Entén o conxunto

Ft ={veE|vLwparatodow e F}

formado polos vectores do espazo que son ortogonais a todos os de F' é un subespazo
que se chama ortogonal do subespazo ou subconxunto F'.

Observemos que se F' = (wy,wa, ..., w,), entén v € F- se e soamente se v L w; para
todo ¢ = 1,...,r. No espazo euclidiano habitual, se F' C R™ é o subespazo xerado
por unha familia de vectores F' = (z1,...,Zy) con z; = (x;1,...,%p), 0 subespazo
ortogonal F- é o subespazo das soluciéns do sistema de ecuaciéns lineais homoxéneo
{3 )1 23X =0parai=1,...,m}. E dicir, o sistema con matriz

T11 X112 ... T1n

Tml Tm2 --- Tmn

Podemos definir agora a nocién de suma ortogonal.

Definicién 4.11. A suma F' = F} 4+ F5 de dous subespazos de E que sexan ortogonais
chamase suma ortogonal e s veces escribese como F; L Fb. O caso de mais de dous
espazos que sexan ortogonais cada un cos outros faise de forma andloga. Unha suma
ortogonal é sempre unha suma directa.

Para xustificar a tltima observacién, se F=F; L ... L F,, e w1 + ...+ w, =0, entén
considerando o produto escalar por w; temos que

0= (w,0) = (wj, y_w;) = (wj,wy),
i=1

o que quere dicir que w; = 0 para calquera j.

Proposiciéon 4.10. Para todo subespazo F' C E dun espazo euclidiano de dimensién
finita, o espazo E é a suma ortogonal £ = F 1 F*.

Demostracion. A condicién de definida positiva do produto escalar implica que a inter-
seccién FNEFL é trivial, xa que se houbera un elemento en comin v entén este cumpriria
que (v,v) =0, e sabemos que v = 0 é o Unico para o cal iso é certo. Polo tanto, é sufi-
ciente ver que todo vector v € E é suma dun de F e doutro de F*. Sexa {u1,...,u,}
unha base ortonormal de F' e sexa {uy4+1,...,u,} unha ampliacién a unha base or-
tonormal de todo E. Polo tanto, todo vector v € E escribese como v = Y 1" | zju;,
onde os coeficientes son z; = (v,u;). Polo tanto, v é a suma de Zgzl ziu; € F e
Z?:r—i—l Tiu; € FL. n
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Definiciéon 4.12. Sexa F' C E un subespazo vectorial dun espazo euclidiano. A pro-
zeccion ortogonal do espazo E sobre o subespazo F' é a aplicacién lineal np: £ — F
definida como 7p(v) = v se v = v + v, con v] € F e vy € F1. Do mesmo xeito, a
proxeccién ortogonal en F- é a aplicacién Tt B — F L definida por TRl = V2.

Proposicion 4.11. A proxeccién ortogonal nun subespazo F' dun vector v € E é o
vector do subespazo que estd mais préximo a v:

d(v,7r(v)) = min{d(v,w) | w € F}.

Demostracion. Como E = F L F1, o vector v € E pédese escribir de forma tnica
como v = vy + vy, con v; € F e vy € F+. Entén, para todo vector w € F temos que

d(v,w)* = (v —w,v —w) = (v + vy —w,v1 +v9 — W) = (V] —w,v] —w) + (v, Va).

O valor minimo desta expresiéon dase cando o primeiro sumando vale cero, que corres-

ponde a w = vy; este caso tense que d(v,w) = /(ve,v2) = ||7pL(v)]. O

A distancia d(v, F') dun vector v € E a un subespazo F' C E definese como a distancia
minima min{d(v,w) | w € F'} e a proposicién anterior afirma que

d(v, F) = [|mpL(0)]| = llo = e ()]

Exemplo. En R? consideramos o plano F dado por z = 0, que é un subespazo de
dimensién 2. O seu ortogonal, F-, é a lifia xerada por (0,0,1). Dado un vector v =
(a,b,c), a descomposicién da proxeccién ortogonal é simplemente v = (a,b,0)+ (0,0, c).
O resultado anterior dinos que (a,b,0) é o vector do plano z = 0 méis preto de v, e que
polo tanto a distancia de v ao plano F' é simplemente |c|.

O teorema da proxeccion ortogonal permitenos caracterizar o ortogonal dun subespazo
dado a través de ecuaciéns. Do mesmo modo que antes discutimos que no caso dun
subespazo dado en termos de xeradores o ortogonal se obtina considerando as soluciéns
do sistema dado polos coeficientes, o reciproco tamén é certo. E dicir, dado un subes-
pazo en forma de ecuacions, os coeficientes das mesmas representan os xeradores do
ortogonal.

Proposicién 4.12. Consideramos o espazo euclidiano R™ co produto escalar estandar.
Se F' C R™ é o subespazo das soluciéns dun sistema homoxéneo de m ecuacions lineais,

n
F = {(a:l,...,a:n) € R" | Zaijxj :Oparaizl,...,m},
j=1

entén o seu ortogonal F+ é o subespazo xerado polos m vectores

U1 = (CLl]_,CL]_Q,... 7a1n)7 ceey Um = (amlaam27~-’amn)'

Demostracion. Cada v; é ortogonal a todo vector de F' e polo tanto todos os v; pertencen
a F'+. Sexa r o rango do sistema, que é a dimensién do subespazo xerado polos vectores
v;. Entén, dim F' = n—r, e polo teorema da proxeccién ortogonal, dim F+ = r. Como os
dous espazos tenen a mesma dimensién e hai unha inclusion, tenen que ser iguais. [

Exemplo. Sexa az +by+ cz = 0 un plano en R3. Entén, o seu ortogonal é o subespazo
xerado polo vector (a,b,c). Esta é unha nocién moi habitual na andlise matemética,
onde se adoita falar de vector normal.
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Outra consecuencia inmediata do resultado é que (F1)+ = F. Para velo, sexa v € F.
Para w € F* tense que v L w, polo que v € (F+)+, co cal F C (F*)t. Pero ao
mesmo tempo temos que F = F® Ft e E = F+ @ (FY)*, polo que se ten que
dim F = n — dim F+ = dim(F+)*. Polo tanto, os dous subespazos son iguais.

Imos discutir por ultimo como calcular a proxeccion ortogonal a un subespazo.

Proposicién 4.13. Sexa {v1,...,v,} unha base de F' C E. Ent6n, para cada vector
u € F, as coordenadas da proxeccién ortogonal 7p(u) = ziv; + ... + z,v, son as
soluciéns do sistema lineal Az = b, onde

(v1,v1) (v1,v2) ... (v1,0p) (v1,u)

V2, U1 V2, U2 V2, U V2, U

PR K R A R S B KXY

<'U7“,U1> <UT,U2> cee <7)rav7’> <’UT,U>
Demostracion. Sexa {v,41,...,v,} unha base do subespazo ortogonal F-. O teorema
da proxeccién ortogonal afirma que E = F 1 F*, e polo tanto v1,...,v, é unha base

de todo o espazo. Podemos entén escribir v = ui + u9, onde u; = 22:1 r;v; € F e
Uy = Y TV € F+. A proxeccién ortogonal de u en I é o vector u;. Para cada
indice j = 1,...,r tense que

T

(v u) = Y wilvj, i) = Y (v, vi)mi.
=1

=1

Considerando estas expresiéns para cada indice, recuperamos o sistema de ecuacions
do enunciado. O

Exemplo. Consideremos R* co produto escalar habitual, e sexa F o subespazo xe-
rado polos vectores v1 = (1,1,1,1) e v = (1,1,—1,—1). Consideremos o vector v =
(1,0,0,0). Entén, a proxeccién de v en F' vén dada por zjv; + xov2, onde

¢ 96)-0)

Polo tanto, x1 = x2 = 7 e a proxeccién ortogonal é o vector (1/2,1/2,0,0). En parti-

cular, a distancia de v a F' é 1.
No caso particular no que F' = (v), temos que

mr(w) = <U’w>v.

(v, 0)

Unha das aplicaciéns méis interesantes da proxeccion ortogonal é o chamado método
dos minimos cadrados. Sexan A € M, (R) e b € R™ un vector columna. O sistema
lineal Ax = b pode non ter solucién; son os chamados sistemas sobredeterminados, que
son sistemas que tefien mais ecuaciéns que incégnitas.

Proposicién 4.14. Os vectores x € R" que minimizan o valor de ||Az — b|| son as
solucién do sistema lineal A*Ax = A'b.
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Demostracion. O vector y = Az € R™ que minimiza a norma ||y — b|| é a proxeccién
ortogonal de b € R™ no subespazo F C R™ formado polos vectores Ax, e estd xerado
polos vectores columna de A.

O resultado anterior sobre o cédlculo da proxeccién ortogonal tamén funciona cando os
vectores v; son unha familia de xeradores de F' e non necesariamente unha base. Neste
caso, as columnas v1, . .., v, da matriz A son xeradores do subespazo F. Entén a matriz
((vi, vj))1<ij<n é a matriz A'A € M, (R) e o vector ((v;,v)) € R™ é o vector A’b. Polo
tanto, o enunciado séguese directamente do resultado anterior. O

Exemplo. Consideremos os puntos (0,0), (1,1), (2,3), (3,4) e (4,4). A recta de regre-
sién é a recta da forma y = ax 4+ b que mellor aproxima os puntos dados. Polo tanto,
queremos buscar os coeficientes (a, ) que minimicen o erro ao resolver

01 0
11 1
21(5):3
3 1|\ 4
41 4

Usando os métodos dos minimos cadrados, isto correspéndese con resolver o sistema

(0 5)(2)=(2):

de onde resulta 8 = 1,1 e @ = 0,2, polo cal a recta buscada é y = 1,1x + 0,2.

4.3. Endomorfismos autoadxuntos e normais

Imos comezar esta seccién introducindo a nocién de aplicacién lineal adxunta. Infor-
malmente, é o endomorfismo que nos permite pasar da primeira & segunda componente
da forma bilineal. Sexan F e F dous espazos vectoriais euclidianos ou hermiticos; es-
cribiremos (-,-)g e (-, ) para os correspondentes produtos escalares, ainda que cando
a eleccion do espazo vectorial sexa clara polo contexto eliminaremos o subindice.

Definiciéon 4.13. Sexa f: E — F unha aplicacién lineal. A aplicacion adzunta de f,
ou simplemente adzunta de f, é a aplicacion f*: F — FE tal que

(f(w),w)p = (v, f(w))p

para v € E e w € F. No caso particular no que F = E e f € End(F), a adxunta de f
¢é simplemente a aplicacion que cumpre que

(f(),w)g = (v, f*(w) g
para v,w € F.

Proposicion 4.15. Sexa f: E — F unha aplicacién lineal. A aplicacion adxunta
f*: F — E estd ben definida.

Demostracion. Sexa w € F' e consideremos a aplicacién lineal en E que envia v € E a
(f(v),w)F; esta aplicacién lineal depende de w e de f. Polo teorema de representacién
de Riesz, existe un tnico vector w’ € E de maneira que a aplicacién se corresponde a
facer o produto escalar con w’, é dicir, (f(v),w)r = (v,w')p para todo v € E. Este
vector w’ é o que chamaremos f*(w). O
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Noutras palabras, f*(w) é o tnico vector en E que cumpre (f(v),w)p = (v, f*(w))g
para todo v € E.

Exemplo. Sexa f: R® — R? dada por f(z,y,2) = (y + 3z,27). A adxunta de f é
f*(a,b) = (2b,a,3a).
Para demostralo, facemos

((z1,22,23), [*(y1,92)) = (f(21, 22, 23), (Y1, Y2))
= ((z2 + 33, 221), (1, ¥2))
= Tay1 + 3x3y1 + 221Y2
= ((x1, 22, 23), (2y2, Y1, 3Y1))-

Polo tanto, f*(y1,vy2) = (2y2, y1, 3y1)-

Se f é unha aplicacién lineal, cimprese que f* tamén é unha aplicacién lineal (com-
probacién inmediata a partir da definicién, vendo que f*(w; + wa) = f*(w1) + f*(w2)
e f*(Aw) = Af*(w)). Por exemplo, no caso da suma temos que

(v, [ (w1 +w2)) g = (f(v), w1 +w2)r = (f(v), w1)F + {f(v), w2) F

= (v, [ (w))e + (v, [ (w2)) B
= (v, [*(w1) + [ (w2)) -

O caso do produto por escalares é anédlogo.
O seguinte resultado afirma que a matriz da aplicacién adxunta coincide coa transposta.

Proposicion 4.16. Sexa f: E — F unha aplicacion lineal entre dous espazos vec-
toriais reais. Sexa {ui,...,u,} unha base ortonormal de E e {v1,...,v,} unha base
ortonormal de F. Sexa A a matriz de f con respecto a esas bases e B a matriz de f*
con respecto 4s mesmas bases. Entén, B = A,

No caso complexo, e coas mesmas notaciéns, B = A* xa que a forma bilineal non é
simétrica, senén hermitica, e iso introduce a conxugacion complexa.

Demostracion. A k-ésima columna de A correspéndese a escribir f(uy) como unha
combinacién lineal dos vectores v1,...,v,. Como esta é unha base ortonormal temos

que
m

flug) = (F(ug), vi) poi.

i=1
Polo tanto, a posicién (j, k) da matriz A é (f(ux), vj) p. Procedendo da mesma maneira,

pero intercambiando os papeis da base {u1,...,uy} e {v1,..., vy} vemos que a entrada
(4, k) da matriz B é (f*(vx), u;) . Agora ben,

(f*(vw),uj)E = (vg, f(uj))F,

que se corresponde & entrada (k, j) da matriz A. O caso complexo ¢é totalmente andlogo.
O

Exemplo. No exemplo anterior no que f(z,y, z) = (y + 3z, 2x), a matriz asociada é

01 3
2 0 0/
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Vimos que a adxunta é f*(a,b) = (2b,a,3a), que ten por matriz

w = o

2
0
0

Este resultado permitenos pensar a adxunta dunha aplicacion lineal nunha base orto-
normal como a sta transposta, e deste xeito podemos establecer algunhas propiedades
moi naturais. Por exemplo, (f*)* = f, ou (fg)* = g* f*, para f,g € End(FE).

O caso de maior interese no contexto desta materia ddse cando unha aplicacion lineal
coincide coa sua adxunta. Desde o punto de vista da estrutura dos endomorfismos,
poderemos asegurar que diagonaliza.

Definicién 4.14. Un endomorfismo f € End(FE) dise que é autoadzunto se f = f*. No
caso real, as aplicaciéns lineais autoadxuntas tamén se chaman simétricas, e no caso
complexo, hermiticas.

E importante observar, seguindo o razoamento de resultados anteriores, que a matriz
dunha aplicacién simétrica nunha base ortonormal é simétrica. Se {vy,...,v,} é a base
ortonormal, entén na entrada (7,j) da matriz correspondente ao endomorfismo nesa
base temos o elemento (v;, f(v;)); na entrada (j,¢) temos (v, f(v;)), e ambos valores
coinciden. En cambio, se a base non é ortonormal, iso non ten por que ser certo.

O obxectivo desta seccién é dar condicidns necesarias para que un endomorfismo dia-
gonalice nunha base ortonormal. Imos comezar estudando o caso real, onde o resultado
se basea na seguinte proposicion, que afirma que o polinomio caracteristico dunha
matriz simétrica descompdén completamente sobre os reais. No caso de dimensién 2,

¢ i), entén Char(A4;X) =

iso pode verse directamente, observando que se A = (b

X2 — (a+¢)X? + ac — b?, polo que o discriminante é
(a4 c)? —dac+ 4b* = (a — ¢)* + (2b)* > 0.

Proposicién 4.17. Toda matriz simétrica A € M, (R) ten todos os valores propios
reais, é dicir, o polinomio caracteristico Char(A4; X) € R[X] ten tantas raices como o
seu grao, contando multiplicidades.

Demostracion. A matriz pddese interpretar como unha matriz con entradas complexas,
de maneira que polo teorema fundamental da alxebra, sabemos que o polinomio carac-
teristico ten algunha raiz complexa e polo tanto existe algiin valor propio complexo A.
Sexa z = (21,...,2,) € C™ un vector propio de valor propio A\, Az = Az. Tomando
conxugados temos que AZ = Az, onde Z é o vector que se obtén conxugando cada com-
pofiente de 2. O nimero Y_._, |z|* = 2! 2z ¢ un real positivo. Usando agora que
A é simétrica, temos que

zZ=2Zz

)\Z |2:2 = 2 Az = 20 Az = (31 A2) = 2P AMZ = 2 Az = M2lz = S\Z |z ]2
=1 =1

Polo tanto, A = A e A é un ntmero real. ]

O seguinte teorema é un dos resultados fundamentais do tema, e asegura que toda ma-
triz simétrica con entradas reais diagonaliza nunha base ortonormal. A demostracién é
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consecuencia de dous resultados anteriores: o teorema da proxeccién ortogonal e a pro-
posicién que afirma que o polinomio caracteristico dunha matriz simétrica descompdn
completamente sobre os reais. O nome de teorema espectral débese a que en certas
areas das matematicas é frecuente utilizar o termo espectro para refiririse ao conxunto
de valores propios dunha aplicacion lineal.

Teorema 4.1 (Teorema dos endomorfismos simétricos, tamén chamado teorema es-
pectral). Todo endomorfismo simétrico dun espazo vectorial euclidiano diagonaliza e
admite unha base de vectores propios que, ademais, é unha base ortonormal.

Demostracion. Procedemos por inducién sobre a dimensiéon n do espazo. Sen = 1 é
evidente, xa que todo vector non nulo é un vector propio que, ao normalizalo, dd lugar
a unha base ortonormal. Suponamos demostrado o resultado para dimensiéon n — 1 e
sexa f € End(F) un endomorfismo simétrico dun espazo euclidiano de dimensién n.
Probamos con anterioridade que o endomorfismo ten valores propios reais. Sexa A € R
un valor propio e sexa v € E un vector propio de valor propio A\. Podemos supor, divi-
dindo pola norma, que é un vector unitario. O teorema da proxeccién ortogonal asegura
que (v) @ (v}t = E. Afirmamos que o subespazo (v)* é invariante polo endomorfismo
f; en efecto, como f é simétrico, se u € (v)*, entén (u,v) = 0, polo que

(f(w),v) = (u, f(v)) = (u, Av) = XNu, v) = 0;

iso quere dicir que f(u) € (v)*. A restricién do endomorfismo f ao subespazo (v)* de
dimensién n — 1 tamén é un endomorfismo simétrico. Pola hipdétese de inducién, ten
unha base ortonormal de vectores propios. Engadindo v a esta base tense unha base
ortonormal de vectores propios de todo o espazo. O

O resultado anterior garantiza que unha matriz simétrica sempre vai diagonalizar, e
ademais farao nunha base ortonormal.

Exemplo. Consideremos a matriz

5 —1 -1
A=|-1 5 —1
-1 -1 5
O seu polinomio caracterfstico é Char(A4; X) = —(X — 6)?(X — 3). O teorema es-

pectral asegura que diagonaliza nunha base ortonormal, e en particular, que vectores
propios de valores propios diferentes son ortogonais. Polo tanto, o polinomio minimo
serd Min(A4; X) = (X —6)(X —3). O subespazo propio para o valor propio 3 é ((1,1,1)).
O subespazo propio para o valor propio 6 é {(z,y,z) € R® | z +y + 2z = 0}. Porén, é
importante observar que con basta con coller unha base calquera do subespazo para ter
unha base ortogonal: por exemplo, se tomamos os vectores (1,—1,0) e (1,0, —1), cla-
ramente non son perpendiculares. Si podemos coller dous vectores arbitrarios e aplicar
Gram-Schmidt. Nese caso, o primeiro vector serfa v; = (1/v/2,—~1/4/2,0) e o segun-
do, vy = (1/+/6,1/4/6,—2/1/6). Como v3 temos simplemente o vector propio de valor
propio 3 e norma 1, v3 = (1/v/3,1/4/3,1//3).

Un corolario importante do teorema espectral real é o seguinte.

Corolario 4.1. Unha matriz simétrica A con entradas reais ten valores propios non
negativos se, e soamente se, existe unha matriz con entradas reais B tal que A = B!B.
Ademais, todos os valores propios son positivos se, e soamente se, B é non singular.
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Demostracion. Se A é simétrica, polo teorema espectral existe unha matriz ortogonal
P e unha matriz diagonal D de maneira que A = PDP?. Se todos os valores propios
son non negativos, podemos considerar D'/2, a matriz diagonal que ten por entradas
as raices cadradas de cada un dos valores propios de D. Entén,

A — PDPt — PD1/2D1/2Pt — (D1/2Pt)t(D1/2Pt).

Ademais, os valores propios son non cero se, e soamente se, as suas raices cadradas son
non cero.

Para o reciproco, suponiamos que A = B!B. Nese caso, todos os valores propios de A
son non negativos porque calquera vector propio v de valor propio A cumpre

v'Av  v'B'Buv  ||Bv|?

vl vty o2

A= > 0.

O]

En xeral, os endomorfismos simétricos teran unha gran importancia no estudo da xeo-
metria. Por exemplo, no estudo das superficies hai dias aplicaciéns simétricas que fan
un papel moi importante no estudo da curvatura, e que son a primeira forma funda-
mental e a sequnda forma fundamental.

No caso complexo, o resultado andlogo require introducir outra clase de endomorfismos.

Definicién 4.15. Nun espazo euclidiano ou hermitico, un endomorfismo f € End(F)
dise que é normal se conmuta co seu adxunto, isto é ff* = f*f.

Algins exemplos de endomorfismos normais son os seguintes:
= As aplicaciéns lineais unitarias, é dicir, aquelas para as que f* = f~1.
= As aplicacions lineais hermiticas, aquelas para as que f* = f.
= As aplicacion lineais antihermiticas, que son as cumpren f* = —f.
= As aplicacions lineais positivas, aquelas para as que f = gg*.

De cara a establecer un andlogo do teorema espectral no caso complexo en termos
de operadores normais, necesitamos o seguinte resultado. Sobre os reais, o resultado
correspondente afirmaria que se F é un R-espazo euclidiano e f é un endomorfismo
simétrico tal que (f(v),v) = 0 para todo v € E, entén f = 0. Non imos facer a
demostracién, porque é andloga 4 do caso complexo que agora discutimos e que logo
empregaremos.

Proposicién 4.18. Sexa F un espazo hermitico e f € End(FE) de maneira que

(f(v),v) =0
para todo v € E. Entén f = 0.

Demostracion. Temos que

(flu)ow) = 7 ((Flutw),utw) = (Flu—w),u—w)

1
T4
Filf (u+ iw), u+ dw) — i f(u— iw), u— iw).)
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Para comprobar esta igualdade, podemos desenvolver termo a termo e vemos que

(f(u+w), U+w> (f(u),w) + {f(w), w) + (f(w),u) + (f(w), w)

—(flu—w),u—w) = ={f(u),u) + (f(w), w) + {f(w),u) = (f(w),w)
i(f(utiw), u+iw) = i{f(u), u) + (f(w), w) = {f(w),uw) +i{f(w),w)
—i(f(u —iw),u —iw) = —i(f(u),u) + {f(w), w) = (f(w),u) = i{f(w), w).

Sumando e dividindo por 4, queda precisamente (f(u),w).
Entén, como cada termo ao lado dereito da igualdade é da forma (f(v),v)), temos que
(f(u),w) para todo u,w € E. Polo tanto, f = 0. O

A idea da demostracién é a mesma que a que se emprega no clasico exercicio de calcular
a suma y . =0 (4"), no que se considera unha suma sobre as raices cuartas da unidade
que faga que das catro clases de termos correspondentes aos resto médulo 4 s6 quede
unha e as outras se cancelen.

O seguinte resultado vai ser esencial para demostar o teorema espectral complexo.
Afirma que unha aplicacion lineal e a stia adxunta comparten un conxunto de vectores
propios, e que os valores propios son os conxugados.

Proposicién 4.19. Unha aplicacién lineal é normal se e soamente se, para todo v € F,
se cumpre que ||f(v)|| = || f*(v)||. Se f é normal e v € E é un vector propio de f con
valor propio A, entén v tamén é un vector propio de f* con valor propio A.

Demostracion. Para a primeira parte, observamos que f é normal se, e soamente se,
f*f = ff*=0.1Iso é equivalente a ((f*f — ff*)v,v) = 0 para todo v € E. Polo tanto,
unha aplicacién lineal é normal se, e soamente se,

<f*f<’l)),?)> = <ff*(7)); U)

para todo v € FE. Usando a definicién de adxunta, iso é equivalente a || f(v)
£ ()12
Para a segunda parte ¢ suficiente con observar que f — AId tamén é normal, xa que
(f = AA)(f* —AId) = ff* — Af* —Af+1d
=f*f = A= Af+1d
= (f* = AId)(f — A1d).

||2 —

Entén, tense que
= [I(f = AId)o]| = [[(f = ALd)"o[| = [|(f* = ALd)v],
polo que v é un vector propio de f* con valor propio A, como se querfa. ]

Teorema 4.2 (Teorema espectral complexo). Sexa E un espazo hermitico de dimensién
finita, e sexa f € End(F). Entén, se f é normal, existe unha base ortonormal de E
formada por vectores propios de f.

Demostracion. Consideremos a base de Jordan de f (que sempre existe pois sobre
os complexos o polinomio caracteristico sempre descompén completamente), que en
termos matriciais se representa a través dunha matriz triangular superior. Aplicando o
proceso de ortogonalizacién de Gram—Schmidt aos vectores desa base, temos que existe
unha base ortonormal {v1,...,v,} para a cal a matriz A = (a;;) é triangular superior.
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Isto é consecuencia do feito de que, para calquera k € {1,2,...,n}, vy sé depende dos
k primeiros vectores da base, polo que f(vy) tamén; de aqui, pédese deducir que f(vg)
¢ unha combinacion lineal de vy, ..., vg.

Agora podemos probar o resultado por inducién, que é inmediato para n = 1.

Imos demostrar que A é de feito diagonal, o que quererd dicir que os vectores que
forman a base son vectores propios de f. Como a;; = 0 para i > j, temos que f(v1) =
anvr e f*(v1) =Y p_, 1,V Empregando o resultado anterior e o feito de que a base
{v1,...,v,} é ortonormal,

n n
lantl? = llanwn ] = [F@DI? = 17 @DIP = 1Y anwel® = 3 lawl
k=1

k=1
Polo tanto, |a12| = ... = |ain] = 0, e temos entén que o subespazo xerado por
{va,...,v,} é invariante por f. Entén f é unha aplicacién lineal normal nun espazo de
dimensiéon n — 1, e pola hipétese de inducién a matriz de f é diagonal. O

O reciproco tamén ¢ certo. Se existe unha base ortonormal formada por vectores propios
de f, entén f é normal. Para demostralo, sexa {ey,...,e,} a base, e tense que a matriz
correspondente, 4 que chamaremos A, é diagonal. Ademais, a matriz de f* é A* e tamén
é diagonal, xa que vimos que os e; son tamén vectores propios de f* (sendo os valores
propios correspondentes os conxugados). Polo tanto, ff* = f*f xa que as matrices
correspondentes conmutan.

4.4. Endomorfismos ortogonais e unitarios

Definicién 4.16. Sexa E un espazo euclidiano (ou hermitico) e f € End(F) un endo-
morfismo. Dicimos que f é unha isometria se conserva o produto escalar (ou hermitico),
é dicir, se

(f(u), f(v)) = (u,v)
para todo u,v € F.
No caso real, as isometrias adoitan chamarse aplicacion ortogonais, e no caso complexo,
aplicacion unitarias.

De feito, non é mester esixir que f sexa un endomorfismo. Da condicién (f(u), f(v)) =
(u,v) pédese deducir automaticamente que f ¢ lineal. Por simplicidade, imos comezar
centrandonos no caso real.

Proposicion 4.20. Sexa E un espazo vectorial real e f: F — E unha aplicacién que
cumpre que (f(u), f(v)) = (u,v) para todo u,v € E. Entén f é lineal.

Demostracion. Hai que demostrar que f(u+v)—f(u)—f(v) =0eque f(Av)—Af(v) =0,
para calquera u,v € E e A € R. Imos facer aqui unicamente o caso do produto por
escalares. En ambos casos, a demostracién consiste en ver que o produto escalar por el
mesmo é 0:

(fOw) = Af(v), f(Ww) = Af(v)) = (F (), F(A0)) + X2 (f(v), f(v)) = 2X({f(\w), f(v))
= (v, \0) + A2 (v,v) — 2X(\v, v)
= X2 (v, v) + A2 {v,v) — 2X*(v,v) = 0.
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Proposiciéon 4.21. Sexa E un espazo vectorial real e sexa f: F — E. As dias seguintes
condiciéns son equivalentes.

(a) f é unha isometria, é dicir, (u,v) = (f(u), f(v)), para todo u,v € E.

(b) f conserva normas, é dicir, ||v|| = ||f(v)||, para todo v € E.

Demostracion. Esta claro que se conserva produtos escalares, entén tamén conserva
normas, xa que ||v||? = (v,v). Para o reciproco, é suficiente observar que

2(u,v) = lu+vl* = [lul]* — [lo]|*.

A seguinte proposicién resume as propiedades mais importantes das isometrias.
Proposicion 4.22. Sexa f: E — E unha isometria. Enton:

f conserva angulos.

Se A é un valor propio real de f, entén A = 1. En particular, f é bixectiva.

Se F é un subespazo f-invariante, entén F- é un subespazo f-invariante.

ortogonal. En particular, det(A) = £1.

Demostracion. (a) O dngulo vén dado como o cociente dun produto escalar e o pro-
duto de dias normas, e todas as cantidades se conservan por unha isometria.

(b) Sexa A un valor propio de f. Se v # 0 é un vector propio de valor propio A, entén

(v,0) = (f(v), f(v)) = (A, M) = \(v,v).

Dividindo por ||v]|?> dedicese que A?> = 1, polo que A = #1. A aplicacién é
bixectiva porque 0 non é un valor propio.

(¢) Temos que se v € F, f(v) € F por ser F invariante. Como f é bixectiva, a
restricién f|F': F' — F é unha aplicacion lineal que conserva os produtos escalares,
e f~1(v) € F para todo v € F. Dado un vector u € E, temos que v € F* se, e
soamente se (u,v) = 0 para todo v € F. Polo tanto, se u € F1 temos que

(f(u),0) = {f(u), F(f7H(©) = (u, [ (v)) =0,
para todo v € F. Polo tanto, u € F+ implica que f(u) tamén estd en Ft.

(d) Como f é bixectiva, podemos considerar a sia inversa f~1. Temos que (f(u),v) =
{(u, f~Y(v)), o que proba que a adxunta de f é igual 4 sdia inversa. En termos
matriciais (sempre que a base sexa ortonormal), iso quere dicir que A® = A~
que ¢é a definicion de matriz ortogonal.

O

No caso complexo, se f é unha isometria, tense que existe unha base ortonormal de
vectores propios de ¥ de maneira que os correspondentes valores propios tenen médulo
1.
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Proposicion 4.23. Sexa f unha aplicacién unitaria. Entéon, f diagonaliza nunha base
de vectores propios e os valores propios de f tenen médulo 1.

Demostracion. O feito de que f diagonalice é unha consecuencia directa do teorema es-
pectral complexo, xa que unha aplicacién lineal unitaria é tamén normal. Para ver que
o médulo dun valor propio é 1, procedemos como no segundo epigrafe da proposicién
anterior e temos que |{v,v)| = |A|?-|{v, v)|, polo que o resultado é certo. Podemos com-
probar que se u e v son vectores propios correspondentes a vectores propios diferentes
A e i, temos que

(u,0) = (F(u), £(0)) = Nidu, v).

Se (u,v) # 0, entén Afi = 1, o que quere dicir que i~! = ), e de aqui séguese que p = A,

xa que o inverso do conxugado dun complexo de médulo 1 é el mesmo. En calquera
caso, esta comprobacién da ortogonalidade non teria sido necesaria, xa que é tamén
consecuencia do teorema espectral. O

O estudo das isometrias serd especialmente relevante en xeometria, ao traballarmos os
movementos do espazo euclidiano. No caso real, porén, non é certo que toda isometria

diagonalice. Por exemplo, sexa
cosa  sina
A= . .
—sina  cosa

E doado ver que a matriz representa unha isometria xa que conserva normas, é dicir,
se v = (z,y), entén

Av = (zcosa + ysina, —zsina + y cos «),
e ctimprese que ||Av|| = y/2? 4 y2. Por outro lado,
Char(A4; X) = X2 — 2cosaX + 1,

que é unha ecuacién cuadrética con discriminante A = 4(cos?a — 1) < 0, sendo 0 se,
e soamente se, cosa = =+1. E dicir, en calquera outro caso o polinomio caracteristico
non ten raices reais e polo tanto a matriz non pode diagonalizar.

O seguinte resultado proba que, en certa maneira, o exemplo anterior permite entender
todos os casos nos que as isometrias non diagonalizan.

Teorema 4.3. Sexa E un espazo vectorial euclidiano e f € End(E) unha aplicacién
ortogonal. Existe unha base ortonormal de E na que a matriz correspondente a f é
unha matriz diagonal por bloques con elementos iguais a 1 e —1 na diagonal e logo

bloques A; da forma ( Cgi ZZ), con af + bg — 1.
—0; a;

Demostracion. Antes de comezar a demostracién, imos enumerar as propiedades ante-
riores que se precisan e que se empregaran ao longo da proba.

(i) Os tnicos valores propios reais dunha isometria son 1 e —1.

(ii) Unha isometria é unha aplicacién normal que, polo tanto, diagonaliza nunha base
ortonormal sobre os complexos.

(iii) Os valores propios complexos dunha isometria tenen médulo 1.
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(iv) Dous vectores propios dunha isometria con valores propios diferentes son ortogo-
nais.

Sexan F7 e E_1 os subespazos de vectores propios correspondentes aos valores propios 1
e —1, respectivamente, que son subespazos ortogonais para os que, por Gram—Schmidt,
podemos coller bases ortonormais. Sexa I’ un complementario ortogonal de £y & E_1,
que tamén é invariante por f. Temos entén que

E=F&FE 1dF,

e a base buscada é a unién de bases ortonormais destes subespazos. Como F' non ten
valores propios reais, o polinomio caracteristico da restricién de f a F' é o produto de
polinomios irredutibles de grao 2, xa que se z é unha raiz, o seu conxugado z tamén o
serd (coa mesma multiplicidade).

Sexa A a matriz da restricién de f a F' nunha base ortonormal {ej, ..., e, }. Podemos
ver agora F' como un espazo vectorial sobre os complexos, ao que chamaremos F para
evitar o abuso de notacién, e designar por f e (é1,...,69,) a aplicacién lineal e a
base asociada, respectivamente. Neste caso, f é unitaria e o polinomio caracteristico
coincide co de f, polo que as raices son complexas e conxugadas duas a dudas. Tense
que f é normal, polo que diagonaliza nunha base ortonormal {v1, ..., v, }; ademais, os
valores propios tefien modulo 1. Porén, os vectores propios estaran definidos sobre os
complexos, non sobre os reais.

Se v é un vector propio de valor propio z = a + bi e as suas coordenadas son (z1 +
WY1, -, Ty + iYp), temos que ¥ é un vector propio de valor propio Zz:

Av=Av=2zZ0=2%-0.

Convén observar que se pode escoller a base ortonormal de maneira que se v forma
parte, ¥ tamén; isto é asi xa que vectores propios de valores propios diferentes sempre
son ortogonais e se {vy,...,vs} é unha base ortonormal para un valor propio z, entén
{v1,...,0s} éo para Z.

Para cada parella de vectores propios (v, v), collemos

w=-—=@w+7) e w=

Sl

Equivalentemente,
w + w’ o w =
v 7 e 0 7
E inmediato ver que w e w' tefien coordenadas reais, norma 1 (xa que (vE£0,v£0) = 2)
e que son ortogonais entre si porque o seu produto escalar é 0.
Por outra banda,

R f) +f@®) z2v+z0 (z+z) ,,(2—2)
w) = = =w +w .
fw) V2 V2 2 2
Por simplicidade, pomos a = # eb= —i%g, co cal f(w) = aw — bw'. Repetindo a

operacién anterior, obtemos que

f(w) :w(—izgz) +w,(z+z) = bw + aw'.
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Ademais,
2+ 22 422222 - 72+ 222
4

xa que sabemos que os valores propios dunha aplicacion unitaria tefien moédulo 1.

En termos matriciais, Aw = aw — bw’ e Aw’ = bw + aw’, e tense a condicién do
enunciado de que a?+b? = 1. Substituindo na base {v1, ..., v, } cada parella v, ¥ polos
correspondentes w e w’ obtemos unha nova base ortonormal de F, {wy,w},. .., w,,w.},
formada por vectores de coordenadas reais. Sexa u; o vector de F' que na base eq, ..., ey,
ten as mesmas coordenadas que w; na base €1, ..., éa,. A base {u1, ..., us} é ortonormal
e estd formada por parellas u, v’ con Au = au—bu' e Au' = bu+av’, onde a,b € R. En
consecuencia, matriz de f nesta base é da forma descrita no enunciado do teorema. [J

a’ 4+ b =

=z2z=z]? =1,

Exemplo. En R3, se impomos a condicién de que o determinante sexa +1, as matrices
que cumpren a condicién son da forma

1 0 0
0 cosa —sina
0 sina Cos &

Se a base da matriz é {v1, v, v3}, xeometricamente correspéndese cunha rotacién de
eixe v e dangulo a.. O coseno do angulo pode lerse directamente en termos da traza da
matriz, cosa = 3(Tr(f) — 1) (o seno depende do que se chama a orientacién da base,
que é un concepto de cardcter xeométrico).

4.5. Descomposicion en valores singulares

Imos comezar a seccién introducindo a nocién de norma matricial. Este concepto é de
especial relevancia non sé no estudo da dlxebra, senén que aparece frecuentemente en
matematica aplicada. Nesta seccion, imos suponier que K = R, ainda que os resultados
se adaptan sen ningiin problema para K = C.

Definicién 4.17. Sexa A € M, (R). A norma matricial asociada & norma vectorial
|| - || estd dada por
Al = mx [ v].
flv]|=1

Observamos que 0 maximo sempre existe: por estarmos en R™, temos que o conxunto
de vectores de norma 1 é un compacto xa que é limitado e pechado; como a norma é
unha funcién continua, temos que polo teorema de Weierstrass unha funcién continua
nun compacto sempre alcanza un maximo.

A definicién non require que a norma provena dun produto escalar. De feito, en R",

dias das normas maéis habituais, e que non provenien de produtos escalares, son || - ||1
e |l lloo: s @ = (21,...,2,), entén
n
[y = z; [@il, lelloo = | mx |-
1=

Proposicién 4.24. Sexa A € M, «,(R). Téniense as seguintes igualdades.
(a) [|Afl = maxi<j<n 37 fag]-

() [[Alloo = maxi<icm D5 laijl-
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Demostracion. Imos comezar coa primeira parte. Sexa x un vector con ||z|[; = 1. Entén,

| Az| = Z | ng\ <33 fal Iy

=1 j5=1

Y el 3 el < Z!%!(lrgég Zm )
j=1 i=1 j=1
(jmix. Z aij]) Z o] = mix Z aij-

Cémpre que exista un x para o que se cumpre a igualdade; para iso, collemos un vector

que sexa 1 na componente j para a cal > ", |a;;| toma o valor méximo, e que sexa 0

nas demais.

Para a segunda parte, collemos x con ||z|| con ||z||oc = 1. Imos ver que cada compofiente
, . , n .

de Az é menor ou igual que méxi<i<n y_;_; |asl:

n n n n
‘Zaz‘j%“ <Y aggl ol < Jagl < 1@?3;2\%\-
j=1 j=1 j=1 ===

. . . , . . n ,
Para ver que se pode cumprir a igualdade, consideramos o indice ¢ tal que » i1 laij| é
méximo. Collemos entén o vector que na posicién j-ésima ten un 1 se a;; > 0 e un —1
se a;; < 0. O

De agora en adiante, sexa (E, (-, -)) un espazo euclidiano e sexa || - || a norma asociada.
Outra das normas que consideraremos ¢ a inducida polo produto escalar habitual en
R™; poremos || - ||2. A seguinte definicién introduce a chamada norma de Frobenius.

Definicién 4.18. En M,,(R), sexa (-, -) o produto escalar dado por (A, B) := Tr(A'B).
A norma inducida chdmase norma de Frobenius e escribese ||A| .

Se A = (a;j), temos entén que

n

JANE = > lagl.

ij=1

A descomposicién en valores singulares estende a idea de diagonalizacién a matrices
non cadradas nun espazo euclidiano. Antes de comezar, enfatizamos que este proceso
ten multiples aplicaciéns importantes en matematica aplicada. En particular, en moitas
situacions interésanos considerar aproximaciéns de matrices por outras de rango baixo.
En aprendizaxe automatico (machine learning) pode reducir o tamafio de conxuntos de
datos de grandes dimensiéns, o que fai que os datos se poidan almacenar e procesar de
xeito mais doado. Ademais, tamén contribie a reducir o ruido e eliminar informacién
irrelevante, aumentando a precisién da analise de datos. No lado negativo, supén unha
perda de informacién, de ai que sexa importante escoller un valor do rango que permita
reducir o tamano, pero ao mesmo tempo non perder demasiado no proceso. Alguns
ambitos nos que se usa a descomposiciéon en valores singulares son a compresién de
imaxes, os sistemas de recomendacién ou o tratamento de linguaxes naturais.

Definicién 4.19. Sexa A € M,,xn(R). Unha descomposicion en wvalores singulares
(SVD, polas siglas en inglés) de A é unha factorizacién da forma A = UXV?, onde
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U € M;,(R) é unha matriz ortogonal, ¥ € M,,x,(R) é unha matriz rectangular
diagonal con entradas non negativas e V€ M, (R) é outra matriz ortogonal.

No caso complexo, a definicién é a mesma, cambiando a condicién de ortogonal por
unitaria e a de trasposta por conxugada trasposta.

O resultado principal que imos probar nese sentido é o seguinte. En termos matriciais,
afirma que toda matriz admite unha descomposiciéon en valores singulares.

Proposicién 4.25. Sexan E e F' dous espazos euclidianos de dimensiéns n e m, res-
pectivamente e sexa f: E — [F unha aplicacién lineal. Entén, f admite unha des-
composicién en valores singulares, é dicir, existen bases ortonormais de F e de F,
By, =A{v1,...,vn} e By = {u1,...,un}, de maneira que

min{m,n}
fw) = Z oi{w, vi)ui,
=1

onde os o; > 0 son os chamados wvalores singulares de f.

Demostracién. Sexa A € Mpxn(R) a matriz asociada a f. Sexa C = A'A € M, que é
unha matriz cadrada, simétrica e semidefinida positiva. Polo teorema espectral sabemos
que C = VAV onde V € M,(R) é unha matriz ortogonal e A = diag(Ay,...,\,) é
unha matriz diagonal con Ay > ... > A, > 0= X.11 = ... = Ay, onde r é o rango de A.
Sexan {v1,...,v,} 0s vectores columna de V. Se i > r, entén v!Cv; = (Av;)!(Av;) = 0,
polo que en particular Av; = 0.

Sexa 0; = v/\; e definimos ¥ € M,,x, como a matriz que no bloque r x r situado
arriba & esquerda se corresponde 4 matriz diagonal cos valores o;, e que ten 0 no resto
das posicions. Definimos tamén u; = U%sz- € R™, para cada 1 < ¢ < m. Observamos
entén que os vectores uy, ..., u, son vectores ortonormais:

ubu; = (%Aviy(%flvj) - vl Al Av;
i J

0;0;
N oy 1 sei=
’UZ"U] = 7’UZ"U‘7 = . .
0i0; o] 0 sei##j,
onde usamos que AtAvj = \jv;. Podemos agora completar a base {ui,...,u,} con
vectores Ur41,...,Un de maneira que tenamos unha base ortonormal de R™. Para

concluir, temos que ver que A = UXV?, ou equivalentemente, que AV = UY. Iso é o
mesmo que demostrar que se 1 < i < n, entén Av; = o;u;. Cando 1 < ¢ < r, temos
que Av; = oju; por definicion; se ¢ > r, entén Av; = 0 e o; = 0, polo que o resultado é
certo. [

E unha convencién habitual colocar os valores singulares en orde, de xeito que o1 >
o9 > ...

Exemplo. Imos achar a descomposicién en valores singulares da matriz

-3 1
A= 6 —2
6 —2

Para iso, consideramos o produto A!A:

81 —27
—27 9)"
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Os valores propios son A = 90, 0, e os vectores propios normalizados son

( -3 1 ) ( 1 3 )
N=\—74— —7— > 2=\ 7=
V10 /10 V10 /10

Os valores singulares son o1 = 3v/10 e 09 = 0. Para a matriz U, collemos

. 1/3
uy = —Avl = —2/3
a1 —-2/3

Para completar a base, collemos dous vectores ortogonais a uj e aplicando Gram-—
Schmidt, obtemos unha base ortonormal. Por exemplo, us = (2/3,-1/3,2/3) e ug =
(2/3,2/3,—1/3). Polo tanto,

1/3 2/3  2/3\ [3/10 0 5 ¢
~3/V10 1/y/10
A=|-2/3 —1/3 2/3 0 0 .

0 < 1/v/10 3/\/1o>

—2/3  2/3 -1/3 0
Proposicién 4.26. Sexa A € M, (R) unha matriz cadrada e sexan o1 > g9 > ... 0s
seus valores singulares. Entén, ||All2 = o1 e [|[A||p = \/oF + ...+ 02

Demostracion. Pomos B = A'A, que é unha matriz simétrica e que polo tanto admite
unha base ortonormal. Ponamos v, ..., v, para os vectores propios € Aq,...,\, para
os valores propios correspondentes, con A\; > ... > X\, > 0. Se z = > | a;v;, entén
Bz =% | Nia;v;. Polo tanto,

HAQ;HQ = \/(A[L',Al’) = \/(QZ,BQ?>
= <Z aivi,ZAiawi> = Zx\zaf <WVAL- H$||2
=1 =1 =1

e a igualdade alcdnzase considerando o vector x = v.
Para a segunda igualdade simplemente observamos que

|A|lF = V/Tr(AtA) = /Te(VEUIUSVY) = /Tr(VERVE) =

Proposicién 4.27 (Teorema de Eckart—Young-Mirsky). Sexa A € M, «, unha matriz
cunha SVD da forma A = UXV?. Entén, A4; = Zle o;u;v! é unha matriz de rango
como moito k que minimiza ||A — Ag||2.

Demostracion. Comezamos observando que [|A — Aglla = || Y27, ouivf|la = o1
Cémpre probar entén que se By = XY!, onde X e Y tefien k columnas, entén o1 <
||A — Bgll2. A primeira observacién é consecuencia directa do feito que unha matriz M
de rango r pédese escribir como o produto de N P, onde N ten por columnas r columnas
de M linealmente independentes e P ten por columnas as combinaciéns lineais de cada
unha das columnas de N usadas para dar a descomposicion de M.

Como Y ten k columnas, existe unha combinacién lineal w das primeiras k41 columnas
de V que cumpre Ytw, é dicir, se v1,...,v, son as columnas de v, entén para unha
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eleccién dos v;, w = Zfill ~;v; cumpre que Y'w = 0. Sen perder xeralidade, podemos
supor que |[w|2 = 1, ou o que é 0 mesmo, que ¥3 + ...+ ’ygﬂ = 1. Entén,

k+1
1A = Byll3 = (A = Br)wl3 = |Awl3 = Y +io? > ofyy.
i=1

A conclusién séguese tomando raices cadradas na igualdade anterior. O

A matriz Ay, non ten por que ser a inica que resolve o problema de minimizacién (ainda
que si é o caso cando todos os valores singulares son distintos). O mesmo resultado é
certo para a norma de Frobenius. Porén, para demostralo necesitamos un resultado
previo sobre os rangos de matrices.

Lema 4.1. Sexa K un corpo e sexan A, B € M,x,(K) ddas matrices m x n con
entradas nese corpo. Cimprese que

rango(A + B) < rango(A) + rango(B).

Demostracién. Para unha matriz X € M, xn(K), pomos C(X) para o subespazo de
K™ xerado polas columnas de X . Temos entén que rango(X) = dim C'(X). O resultado
quedard probado se vemos que C(A+ B) C C(A) +C(B). Se v € C(A+ B), iso quere
dicir que existe un vector w € K™ de maneira que (A + B)w = v. Nese caso, temos que
v = Aw+ Bw, con Aw € C(A) e Bw € C(B), polo que temos o resultado buscado. [

Proposicién 4.28. Sexa A € M,,«, unha matriz con SVD A = UXV?. Entén, A, =
Zle ou;vt é unha matriz de rango como moito k que minimiza ||A — Ag||p.

Demostracidn. Temos que [|A — Agl3 = >, ;07 Como no resultado anterior,
cémpre ver que se B = XY con X e Y matrices con k columnas, entén || A — Ag||% <
AT

Imos considerar unha descomposicién calquera da forma A = A’ + A”, que logo apli-
caremos a unhas matrices concretas. Pola desigualdade triangular para a norma || - ||2,
01(A) < 01(A’) + 01(A”); para demostrar isto, sexa v un vector de norma lde xeito
que [[]lz = || 4v]s. Entén,

14ll2 = [[Av]l2 < [[Av]l2 + |4 ]2 < A" + 14|

Suponiamos que A} e A} son as aproximaciéns de rango k de A’ e A” dadas pola SVD.
Entoén, para calquera par 4,7 > 1,

0i(A) + 0j(A") =01 (A = Al_y) + o1 (A" — A]_))
>o1(A— A —AY )
> 01(A—Aipj—2)
= O-i+j71(A)7

onde usamos que o rango de A, ; + A;-’_l ¢ menor ou igual que o de A;4;_2, xa que en
xeral o rango dunha suma de matrices é sempre menor ou igual que a suma dos rangos.
Como o41(Bg) =0,se A’ = A— By e A” = By, concluimos que parai > 1lej=k+1,
0i(A — Bg) > ox+i(A). Polo tanto,

n n

1A= Billp =D oi(A=Bi)> > > 0i(A)” = || A — Akl
=1 i=k+1
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Exemplo. Consideremos a descomposicion en valores singulares

1= 5)=Coms va) (07 Vi) (e avs):

A matriz de rango 1 que mellor aproxima a matriz A é

o-(4E BDCEE YWD

Observamos que
2 2
A=A = <—1 —1)’

o cadrado da norma de Frobenius é ||A— A;]|% = 10, isto é, a norma ¢ v/10, que coincide
co segundo valor singular. O mesmo sucede para ||A — Aq||3.

4.6. Formas cuadraticas

Nesta seccién, imos considerar que K é un corpo arbitrario, ainda que cara ao final,
volveremos centrarnos nos casos nos que K =R ou K = C.

Definiciéon 4.20. Unha forma cuadrdtica é unha aplicaciéon ¢q: E — K tal que existe
unha forma bilineal simétrica ¢: F x E — K de maneira que ¢(z) = ¢(z,x). Aqui, q é
a forma cuadratica asociada a ¢ e escribimos ¢ = g4. Por definicién, a matriz de ¢ = ¢4
na base B, é a matriz de ¢ na base e, Mat(¢, Be).

Alternativamente, podemos escribir g,(z) = z' Mat(¢, Be)z, se x se expresa na base
e. Observemos que en ningin momento nos estamos restrinxindo a formas bilineais
definidas positivas, senén que unicamente esiximos a condiciéon de simetria.

Exemplo. Nun K-espazo vectorial E, consideramos q(x,y) = 222 — 4ay + 5y2. Tratase
dunha forma cuadréatica que ten por forma bilineal asociada ¢: £ x E — K

o((z1,72), (y1,92)) = 22191 — 2x2y1 — 221Y2 + DT2Y2,

e a sda matriz na base candnica é

Podemos comprobar que

2 =2 T
(3 D)

Un primeiro resultado que podemos probar para formas bilineais e que nos sera 1til é o
seguinte. Convén recordar que a caracteristica dun corpo é o menor enteiro positivo n tal
que n -1 = 0; se non existe ningin enteiro con esa propiedade, dise que a caracteristica
é 0. Por exemplo, Z/pZ ten caracteristica p, mentres que Q, R ou C tefien caracteristica
0.

Proposicién 4.29. Sexa K un corpo de caracteristica diferente de 2 (é dicir, 2 # 0)
e ¢ unha forma bilineal simétrica diferente de 0. Entén, existe un vector v € E de
maneira que ¢(v,v) # 0.
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Demostracion. Como ¢ non ¢é identicamente nula, existen dous vectores vi,vo € E de
maneira que ¢(vi,v2) # 0. Se ¢(vi,v1) # 0 ou ¢(v2,v2) # 0, xa acabamos. Senén,
observamos que a sua suma é

q(v1 4+ v2) = @(v1 + va2,v1 + v2)
= ¢(v1,v1) + ¢(v2,v2) + 2¢(v1,v2).
= 2¢(v1,v2) # 0

O

A condicién de que a caracteristica sexa diferente de 2 é necesaria. Consideremos por
exemplo o caso de K = (Z/2Z) e E = K?. Se ¢: E x E — K esta dada por

¢(($1,1‘2), (yla yQ)) = T1Y2 + ra2Y1,

temos que a matriz da forma bilineal na base candnica é

01
10/’
e en particular é non cero. En cambio, temos que

Q((Ov 0)) - Q((L O)) - Q((()? 1)) - Q((L 1)) =0,

¢ dicir, a avaliacién da forma cuadratica en calquera elemento de £ d& 0.

O resultado anterior pédese estender e, mais en xeral, temos que nun corpo K de
caracteristica diferente de 2, podemos achar unha forma bilineal asociada a unha forma
cuadratica q: F — K.

Proposicion 4.30. Nun corpo de caracteristica diferente de 2, hai unha bixeccién
entre as formas bilineais simétricas e as formas cuadraticas. Estes conxuntos, 4 sta vez,
estdn en bixeccién coas matrices A € M,,(K) tales que A® = A.

Demostracion. Dada unha forma cuadratica ¢: £ — K, definimos a forma bilineal
asociada como

Yule,y) = 5o+ 1) — @) — a(y))

onde necesitamos que a caracteristica sexa diferente de 2 para poder dividir. E unha
comprobacién rutineira ver que a forma cuadratica asociada 4 forma bilineal 1, ¢é
precisamente ¢, e que a forma bilineal asociada & forma cuadratica é a forma bilineal
de partida. ]

E posible dar unha definicién equivalente de forma cuadratica cando a caracteristica do
corpo non é 2, pedindo que cumpra as seguintes propiedades. O resultado vén a dicir
que se a forma cuadratica é 0, entén a correspondente forma bilineal tamén.

Proposiciéon 4.31. Sexa K un corpo de caracteristica diferente de dous. A definicién
de forma cuadratica é equivalente a dar unha aplicacién ¢: E — K que cumpra as
seguintes condiciéns.

(1) gz +y+2)=qlx+y)+q(x+2)+qy+2) —qlx) —q(y) —q(2).

(i) ¢(A\r +y) = q(Ar) + q(y) + AMa(z +y) — q(z) — q(y))-
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(i) g(Az) = Nq(@).

Demostracion. Se ¢ = g4, onde ¢ é unha forma bilineal, ¢ unha comprobacién inmediata
ver que cumpren as tres condiciéns do enunciado. Para ver o reciproco, suponamos que
g cumpre esas propiedades e definamos

Y(z,y) = q(z +y) —q(x) —q(y).

Hai que comprobar que ¢ é unha forma bilineal. En concreto, hai que ver que respecta a
suma, o produto por escalares e que é simétrica. Da definicién, é evidente que ¥ (x,y) =
Y(y,z). Para ver que ¥ (z + z,y) = ¥(z,y) + ¥(z,y) (e 0 mesmo na segunda variable)
¢é suficiente con escribir as definiciéns correspondentes e usar a primeira propiedade.
Para ver que ¥(Az,y) = Mp(z,y) (e o mesmo na segunda variable), usamos a segunda
condicion:

Y(Az,y) = q(Az +y) — ¢(Az) — q(y)
= q(A\z) +q(y) + Mgz +y) — Ag(x) — Aq(y) — q(Az) — q(y)
= A\g(x +y) — Ag(z) — Aq(y)
= \(z,y).

Finalmente, para ver que g estd asociada & forma bilineal %w, empregamos a terceira
propiedade:

S0(,2) = 54(20) — (v) = 24(2) — 4(a) = a(z).

O]

Definiciéon 4.21. O rango de ¢: E x F — K é o rango da matriz asociada & forma
bilineal A = Mat(¢, Be).

A definicién é correcta, xa que se B = Mat(¢, B,) é a matriz de ¢ noutra base u de E,
entén B = S'AS e o rango de B coincide co de A.

Definicion 4.22. O radical de ¢: E x E — K é o conxunto
rad(¢) = {x € E | ¢(x,y) = 0 para todo y € E}.

De xeito trivial tense que o radical é un subespazo vectorial de E. Dise que ¢ é non de-
xenerada cando o radical de ¢ é {0}. A modo de notacién, e como xa fixemos en secciéns
anteriores, escribimos ¢, : E — K para referirnos & aplicacién lineal na que fixamos
que a primeira componente da forma bilineal sexa z, é dicir, ¢,(y) = ¢(x,y). A modo
de notacién, diremos que unha base B, = {u1,...,u,} é ¢-ortogonal se ¢(u;,u;) = 0
para todo ¢ # j. Nese caso, a matriz Mat(¢, B,,) é diagonal e falamos da forma reducida
de ¢.

Proposicién 4.32. Sexa u = uq,...,u, unha base de E de maneira que Mat(¢, B,)
sexa a matriz diagonal diag(Aj,...,A,). Supohamos que os vectores estdn ordenados
de maneira que \; = O para ¢ = 1,...,s e \; # 0 para i = s+ 1,...,n. Entén,
rad(¢) = (uy, ..., us). En particular, a suma da dimensién do radical e do rango coincide

coa dimension de E.
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Demostracion. Comezamos observando que (uq, ..., us) C rad(¢), xa que se escribimos
y =y, yu; €E, entén temos que

S(uj,y) = > yid(ui,uj) = yid(uj,uj) = 0.
=1

Polo tanto, u; € rad(¢). Do mesmo xeito, se z € rad(¢) se escribe como x = " | zu;
tense que

n
0=¢(x,u;) =Y wicp(ui,uj) = w;6(uj, uj).
i=1
Polo tanto, se algtin u;, con j > s, é tal que x; # 0, teremos que ¢(u;,u;) = 0, o que é
unha contradicién. O

Unha tdltima nocién xeral para o estudo das formas cuadraticas é a de vector isétropo.

Definicion 4.23. Sexa ¢: F — K unha forma cuadratica. Dise que un vector v é
isdtropo se q(v) = 0. O conxunto de todos os vectores isétropos denominase cono de
1sotropia.

En xeral, o cono de isotropia non serd un subespazo vectorial. Por exemplo, se g(x,y) =
2xy temos que os vectores is6tropos son os da forma (a,0) e (0,b), con a,b € K.

O seguinte obxectivo que temos ao estudar as formas cuadréticas é encontrar unha
base B, = {u1,...,u,} de E de maneira que a matriz sexa diagonal. E dicir, queremos
encontrar S de maneira que S'AS = D. A base B, chdmaselle base adaptada e & matriz
D chéamaselle forma reducida de ¢. As veces tamén falaremos dunha base ortogonal
de ¢. O seguinte resultado pddese interpretar en termos do teorema espectral cando
o corpo K é igual a R, xa que nos estd a dicir que unha matriz simétrica diagonaliza
nunha base ortogonal (aqui non temos o concepto de norma, polo que non falamos de
ortonormalidade).

Proposiciéon 4.33. Sexa ¢: F x F — K unha forma bilineal simétrica. Entén existe
unha base ortogonal de ¢.

Demostracion. Faremos a demostracién por inducién na dimensién do espazo. Se a
dimensién é 1, o resultado é evidente. Suponiamos que a dimensiéon de £ é n > 1 e que
o resultado é certo para espazos de dimensién n — 1. Se ¢ = 0, entén calquera base é
ortogonal. Se ¢ # 0, en particular g, # 0. Polo tanto, existe u; € F, con u; # 0 de
maneira que g(u1) = ¢(uy,uy) # 0. Polo tanto, ¢y, : E — K é unha aplicacién non nula
e o seu nucleo, F, ten dimensién n — 1. Como (u;) N F' = 0, temos que F = (u1) ® F.
Sexa 1 a restricion de ¢ a F. Temos que ¥ tamén é unha forma bilineal simétrica,
polo que grazas & hipdtese de inducion existe unha base uo, ..., u, para a cal a forma
bilineal é ortogonal. Polo tanto, {u1,...,u,} é unha base ortogonal para ¢. O

Para levar isto & préctica imos introducir o chamado método de Gauss (tamén cha-
mado, nalgins textos, congruencia-pivote). Recordamos que facer unha transformacién
elemental por filas nunha matriz A é o mesmo que multiplicar por unha matriz ele-
mental F & esquerda de A. Analogamente, facer unha transformacion elemental por
columnas en A é o mesmo que multiplicar por unha matriz elemental C' & dereita de
A. O método de Gauss consiste en facer transformaciéns elementais por filas e des-
pois repetir as mesmas operacions por columnas ata conseguir diagonalizar a matriz
(alternativamente, primeiro por columnas e logo por filas). Podemos ir alternando as
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transformacions e cada vez que facemos unha, inmediatamente despois repetimola, de
xeito que se primeiro era por filas logo é por columnas, e viceversa. Deste xeito, podemos

facer
(Al) ~ (F1A|Fy) ~ (F1AC1|F1) ~ (FoFA ACY | FoFy) ~

~ (L ACYCo|FoFy) ~ ...~ (Fy . FLACY ... Co|Fs .. ).

Se a matriz final é diagonal, escribimos D := F,... F;AC;...C, e St := F, ... F;. Polo
tanto,
S=(F... ) =F. . .F'=C...C

e D = S'AS. Collendo a base u = u1,...,u, definida polas columnas de S, temos que
a matriz da forma bilineal nesa base é diagonal.

Exemplo. Sexa ¢: R?* — R a forma cuadrética

A matriz de ¢ na base candnica é
1 21
A=12 3 5
1 5 4

Realizamos as transformacions f; = fo — 2f1 e fi3 = f3 — f1, e logo por columnas
chy =cg —2c1 e dy = c3— cp; logo facemos f5 = f3 + 3f2 e ¢ = ¢3 + 3ca. Deste xeito
chegamos a

1 0 0 1 -2 -7
D=0 -1 0], S={0 1 3
0 0 12 0 0 1

Temos que o resultado de avaliar g(x,y, z) nos vectores columna de S dénos os valores
da diagonal:
Q(l,0,0) = 17 Q(_27 170) = _17 Q(_7a37 1) =12.

Observamos ademais que se ten que

100 1 21 1 -2 -7 1 0 0
-2 10 2 35 0o 1 3|=1[(0 -1 0
-7 3 1 1 5 4 0 0 1 0 0 12
Porén, poderiamos ter multiplicado por \/% a terceira fila e logo a terceira columna.
Nese caso,
7
1 00 L =2 ——5
/ / 3
0 01 0 0 75

E dicir, a forma diagonal reducida non é unica.

No caso de caracteristica 2 o método de congruencia-pivote pode non funcionar. Pode-
mos considerar, a modo de exemplo, o da forma bilineal ¢((x1,z2), (y1,y2)) = z1y2 +
T2Y1-

Para ilustrar o comentario final do exemplo, imos considerar o caso mais elemental
posible, o das matrices 1 x 1. Neste caso, un cambio de base consiste en multiplicar por
un escalar non nulo tanto a fila como a columna, é dicir, en pasar de ter un elemento
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(a) a ter (d?a), onde d € K*. Polo tanto, diias matrices (a) e (3) representan a mesma
forma cuadratica se, e soamente se, o = d?3, con d # 0; tratase polo tanto dunha
relacién de equivalencia. Como no caso das formas bilineais, diremos que as formas
cuadraticas que estdn na mesma clase de equivalencia son congruentes. Imos explorar
algiins casos.

» Se K =C e a,p # 0, entén sempre se ten que «/f ten unha raiz cadrada. Polo
tanto, no caso complexo, sé hai dias clases de congruencia, a de (0) e a de (1).

» Se K =R e «a,f8 # 0, tense que a/f3 ten raiz cadrada se, e soamente se, a e [
tefien o mesmo signo. Polo tanto, hai tres clases de congruencia, a de (0), a de

(1) e ade (—1).

» Sep>2e K = 7/pZ, podemos ver ao igual que sucede nos nimeros reais, hai
dtias clases de congruencia entre os elementos non cero: os cadrados e os non
cadrados. Por exemplo, se K = Z/7Z, os cadrados son {1,2,4} e os non cadrados
{3,5,6}. Dado dous non cadrados, tense que o seu cociente sempre é un cadrado,
por exemplo, 5/3 = 4. Temos tamén 3 clases de congruencia, a do cero, a dos
cadrados non cero e a dos non cadrados.

= Se K = Q a situacién é moito méis rica e hai infinitas clases de congruencia.

O obxectivo principal desta seccién é estudar cando dias formas cuadraticas representan
a mesma en diferentes bases, é dicir, en termos matriciais, cando se pode escoller unha
matriz P de maneira que B = PAP?. A nocién é diferente que no caso das aplicacién
lineais, cando se puna P! en vez de P?.

Con estes conceptos, podemos formular o problema de clasificacién das formas cuadrati-
cas. En primeiro lugar, observamos que hai dias maneiras naturais de proceder: son as
chamadas clasificacions afin e proxectiva.

Proposicion 4.34. Sexan FE e F dous K-espazos vectoriais da mesma dimension n e
sexa ¢: ' x E — K unha forma bilineal simétrica. Sexa «: E — F un isomorfismo e
¢: F x F — K definida por ¢ = ¢ o (a™! x a~1). Entén, temos o seguinte:

(a) A aplicacién £ é unha forma bilineal simétrica.

(b) Se B, é unha base de E, entén B, = a(B,) é unha base de F e (§), = (¢)s,-

u

(c) Se g = g4 é a forma cuadratica asociada a ¢, entén a forma cuadrética asociada
a{éq§:q¢oa*1.

Demostracion.  (a) Temos que

E(z1 +a2,y) = pla (1 + 22), 07 (1))

(@ (z1) + a H(w2), 07 (1))

(oM (@1), 0 () + ¢l (z2), 0 (1))
(z1,y) +&(z2,9).

o
PAASERS SRS

A comprobacién da suma na segunda variable, do produto por escalares e da
simetria é igualmente inmediata.
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(b) Dados dous indices 4, j, consideramos os vectores v;, vj e u; = a(v;), u; = a(vj).
Enton,

E(ui,ug) = (o (a(vi), o a(v)))) = d(vi, v5),

o que demostra que a matriz de £ na base B, coincide coa matriz de ¢ na base
B,.

(¢) Temos que g¢ = ¢p(a™(z),a 1 (z)) = (gyoa™')(x), polo que a afirmacién é certa.
O

Coas notaciéns anteriores, diremos que ¢ e equivalente a ¢ (ou congruente con ) cando
existe un isomorfismo a: £ — F tal que ¢ = ¢ o (a~! x a~!). Temos por tanto unha
relacion de equivalencia no espazo de formas cuadréticas.

De cara ao estudo da xeometria, interésanos dar tamén outra nocién de equivalencia.

Definicion 4.24. Diremos que ¢ e @ son prozectivamente equivalentes se existe un
isomorfismo a: E — F e un escalar A # 0 de maneira que ¢ = A\¢ o (a™! x a™1).

Como sucedia no caso anterior, ¢ unha comprobacion sinxela ver que esta relacion é
de equivalencia. Se duas formas son equivalentes no contexto afin, tamén o seran no
proxectivo, tomando A = 1. En cambio, pédeno ser no sentido proxectivo, pero non no
afin. Por exemplo,

q1(1:7y) = xQ + y27 Q2(33ay) = _332 - y2

son proxectivamente equivalentes, pero non equivalentes no sentido afin.

Imos pasar a estudar agora o caso real e o caso complexo, que son aqueles nos que
podemos dar respostas mais simples. Durante o estudo dos produtos escalares, fixemos
énfase na nocién de que unha forma bilineal fose definida positiva, e demos un criterio
(de Sylvester) para saber cando iso sucede. De cara ao estudo das formas cuadraticas,
convén lembrar a seguinte notacién.

Definicién 4.25. Dicimos que unha forma bilineal ¢ é definida positiva (resp. definida
negativa) se ¢(z,z) > 0 (resp. ¢(x,x) < 0) para todo z € E con z # 0. Do mesmo
xeito, dicimos que é semidefinida positiva (resp. semidefinida negativa) se ¢(x,x) > 0
(resp. ¢(z,x) < 0) para todo x € E. Finalmente, dicimos que é indefinida se ¢ non é
semidefinida.

Unha matriz simétrica é definida positiva (resp. definida negativa) se todos os valores
propios son maiores que 0; é semidefinida positiva (resp. semidefinida negativa) se todos
os valores propios son maiores ou iguais que 0. E indefinida cando hai tanto valores
propios positivos como negativos. De cara ao calculo de extremos no calculo diferencial,
¢é importante ter en conta que as matrices definidas positivas, definidas negativas ou in-
definidas permiten obter directamente informacién sobre o caracter dos puntos criticos.
En cambio, as semidefinidas positivas ou semidefinidas negativas requiren dun estudo
mais sutil. Convén ter en conta que o criterio de Sylvester pdédese adaptar facilmente
para matrices definidas negativas ou indefinidas.

Proposicién 4.35 (Criterio de Sylvester para matrices definidas negativas). Sexa A =
Mat(¢, B,) € M,(R) a matriz dunha forma bilineal simétrica nun R-espazo vectorial
de dimensién finita n. A forma ¢ é definida negativa se, e soamente se, os determinantes
(=1)¥det((aij)1<ij<xk) > 0 para todo k = 1,2,...,n.
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Demostracion. Temos que A é definida negativa se, e soamente se, —A é definida po-
sitiva. Polo criterio de Sylvester, tense que —A é definida positiva se, e soamente se,

det((—aij)1<ij<k) = (—1)" det((ai)1<ij<k) > 0
para todo k=1,2,...,n. ]

Definicion 4.26. Sexa ¢: F x E — R unha forma bilineal simétrica. Consideramos
D = Mat(¢, B,) = diag(\1,. .., A,) unha forma reducida de ¢.

(i) O indice de inercia positivo (resp. negativo) definese como o nimero de \; > 0
(resp. Ai < 0) e denétase como iy (¢) (resp. i—(¢)).

(ii) O indice de inercia de Sylvester de ¢ é o minimo de i4 e i e o rango de ¢
correspéndese co nimero de A; que non son 0. Escribimos i(¢).

(iii) Escribimos ip(¢) para o nimero de ceros que ten unha forma reducida.

Observamos que se cumpre sempre que i+ (¢)+i—(¢p)+ig(¢) = n, polo que se para dias
formas cuadraticas en espazos da mesma dimension ddas das cantidades coinciden, a
terceira tamén o fard.

Proposicién 4.36. Sexa ¢: E' x F — R unha forma bilineal simétrica. Entén, iy (o)
é a maxima dimensién dun subespazo F de maneira que ¢|F é definida positiva. O
resultado andlogo para i_(¢) tamén é certo.

Demostracion. Sexa u unha base ortogonal para a forma bilineal. Como a restricién ao
subespazo xerado polos vectores correspondentes aos elementos positivos da diagonal
é definida positiva, temos que é suficiente probar que non pode haber subespazos de
dimensién maior con esa propiedade.

Sexa F' de maneira que ¢|F é definida positiva. Suponamos que a dimensién de F é
maior que i4(¢) e chegaremos a unha contradicién. Denotamos por F_(u) e Fy(u) o
subespazo xerado polos vectores da base u correspondentes aos elementos negativos e
nulos da diagonal, respectivamente. Afirmamos agora que F'N (F_(u) & Fy(u)) =0, xa
quesez € Fex=y+z cony€ F_(u) e z€ Fy(u) teriamos que

0< gb(ll?,l‘) = ¢(y7y) + 2¢(ya Z) + ¢(Z7 Z)'

Como y € F_(u), entén ¢(y,y) < 0. Como z estd no radical, entén ¢(y, z) = ¢(z,2) =0,
Polo tanto, 0 < ¢(z,z) = ¢(y,y) < 0, de onde ¢(x,x) = 0. Como a restricién de ¢ a
F' ¢ definida positiva, enton x = 0. Polo tanto, empregando a férmula de Grassmann
temos que

dim(F + (F_(u) + Fy(u))) = dim(F) + dim(F_(u) + Fo(u)) > n+1,

que é unha contradicion.
Esta caracterizacién non depende da base escollida, xa que a imaxe dun subespazo F
por un cambio de base mantén a propiedade de ser definida positiva. O

A seguinte proposicién é o que se conece habitualmente como a lei de inercia de Syl-
vester.

Proposicién 4.37. (a) Se K = R, ent6n dias forma cuadraticas ¢ e 1 son equiva-
lentes se, e soamente se, coinciden os rangos e i4(¢) = i4(¢).
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(b) Se K = C, entén duas formas cuadraticas son equivalentes se, e soamente se,
coinciden os seus rangos.

Demostracion. No caso real, cun cambio de base, podemos conseguir que todos os
elementos positivos (resp. negativos) nunha forma reducida pasen a ser 1 (resp. —1).
Pola proposicién anterior, temos que tanto o rango como a cantidade i () (resp. i—(¢)
son invariantes dunha forma cuadratica que se mantenen por cambios de base, polo que
a cantidade de elementos positivos e negativos sempre se ten que manter constante. Polo
tanto, a condicién do enunciado é suficiente, pero tamén necesaria.

No caso complexo, cun cambio de base podemos conseguir que todos os elementos non
nulos nunha forma reducida pasen a ser 1. Como o rango é constante por cambios
de base, que estes coincidan é condicién necesaria e suficiente para que duias formas
cuadraticas sexan equivalentes. ]

Proposicién 4.38. (a) Se K = R, entén dias forma cuadraticas ¢ e ¥ son proxec-
tivamente equivalentes se coinciden os rangos e i(¢) = i(¢)).

(b) Se K = C, entén duas formas cuadraticas son proxectivamente equivalentes se
coinciden os seus rangos.

Demostracion. A demostracién é igual que no caso afin, tendo en conta que agora
podemos cambiar de signo e conseguir que onde unha forma cuadratica era definida
positiva agora sexa definida negativa (e viceversa). O

Pédese comprobar que nun espazo vectorial real de dimensiéon 3 hai 10 opciéns para
o par (r,i4+), polo que hai 10 clases de equivalencia afin. En cambio, sé hai 6 clases
de equivalencia proxectiva. As ecuaciéns reducidas das 10 formas cuadraticas son as
seguintes:

" g\T, Y, 2

= g(z,y,2 z2.

s g(z,y,2 —z2.
" g(x,y,2) = 2+y2

s g(z,y,2 —x? — 2.

v g(z,y,2) =2 +y? + 22
» g(z,y,2 —x2+y2—z2.
w g(z,y,2) = 22— y? — 22

a2y 2

(
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(
(
= g
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l\')
<
N

" qT,Y, %
No caso proxectivo, as 6 formas cuadraticas son:

= ¢(z,y,2) = 0.

v q(z,y,2) =22

» g(z,y,2) =22+ %
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2

» g(z,y,2) = 2% — Y2

v g(z,y,2) =22+ 9% + 22

v q(z,y,2) =22 +y? - 22
No caso complexo, en cambio, o tnico que importa é o rango (tanto desde o pun-
to de vista afin como desde o proxectivo), polo que hai catro clases de equivalencia
correspondentes a cada un dos catro posibles rangos.
Algunhas das ideas que introducimos durante a clasificaciéon de formas cuadraticas
nos reais ou nos complexos poédense estender a corpos arbitrarios. Neses casos, un dos
resultados madis importante é o chamado teorema de cancelacion de Witt. Para dar
unha idea aproximada do seu contido, diremos que un espazo cuadrdtico é un par
(E,q), onde E é un K-espazo vectorial e ¢: E — K é unha forma cuadrética en E.
Unha descomposicion (E,q) = (E1,q1) @ (E2,q2) indica que E = E; & E> e que se
¢q é a forma bilineal asociada a ¢, entén ¢q(x,y) = 0 para todo z € E1 ey € Ey. O
teorema de cancelacion de Witt afirma que se (E, q), (E1,q1) e (E2, ¢2) son tres espazos
cuadraticos sobre un corpo K e

(El,(]l) D (E7Q) =~ (E27QQ) S (E7Q)7

entén (F1,q1) ~ (Fa,q2). Este resultado é a base para establecer resultados de clasifi-
cacion sobre corpors arbitrarios, que nunha primeira aproximacién venen a dicir que a
condicion necesaria e suficiente para que duas formas cuadréticas sexan equivalentes é
que os elementos non nulos da diagonal coincidan médulo cadrados.

4.7. Formas simplécticas

A seccion anterior centrouse no estudo das aplicacions bilineais simétricas. E natural
preguntarse se existe unha teoria andloga para as aplicaciéns bilineais antisimétricas,
que xa apareceron no estudo dos determinantes. A seguinte definicién ten gran impor-
tancia no estudo da xeometria.

Definicion 4.27. Sexa E un K-espazo vectorial. Unha forma simpléctica en E é unha
aplicacién bilineal ¢: E x E — K que ten as seguintes dias propiedades:

(i) ¢(v,v) =0 para todo v € E.
(ii) Se ¢(u,v) = 0 para todo v € E, entén u = 0.
Un espazo vectorial simpléctico é un par (E, ¢)

Se a caracteristica é diferente de dous, entén a primeira propiedade é equivalente a
esixir que ¢(u,v) = —¢(v,u) para todo u,v € E. A seguinte proposicién resume as
propiedades principais das formas simplécticas.

Proposicion 4.39. Sexa E un K-espazo vectorial e ¢: £ x E — K unha forma
simpléctica.

(a) Para calquera elecciéon dunha base de E, a matriz de ¢ é antisimétrica e non
singular.

(b) A dimensién de E é par.
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(¢) Se a dimensién de E é 2n, existe unha base de E na cal a matriz de ¢ ten a forma

Unha base asi chamase simpléctica.

(d) Se F' C FE é un subespazo para o cal ¢(u,v) = 0seu,v € F, entén F ten dimensién
como moito n. Se F' ten dimensién igual a n, chdmase subespazo lagranziano.

Demostracion. A antisimetria é clara. Se a matriz fose singular, existirian A1,..., A
de maneira que a forma Y ;" | A\;¢(-,u;) é identicamente cero. Polo tanto, iso quereria
dicir, definindo uw = "7 | Aju;, que ¢(-,u) é a aplicacién lineal nula, e pola hipétese de
non dexeneracién, iso quere dicir que u = 0.

Para demostrar os apartados (b) e (¢) imos proceder por inducién na dimensién de E.
Cando esta é 0 ou 1 o resultado é evidente. Supofiamos agora que dim E = n e que o
resultado se cumpre para calquera espazo vectorial de dimensién n — 2. Sexa v € E.
Como ¢ é non dexenerada, existe w € E de maneira que ¢(v, w) # 0. Cambiando w
por un multiplo seu, podemos supor que ¢(v,w) = 1, e temos entén que ¢(w,v) = —1.
Consideramos o subespazo

F={uecFE|¢(u,v)=0, ¢(u,w) =0}

Observamos que F'N (v, w) = {0}; se non fose asi, existiria un elemento u € F'N (v, w).
Polo tanto, u = av 4+ fw. Como ¢(u,v) = Bé(w,v) = 0 temos que S = 0, e de xeito
similar o« = 0. Polo tanto, © = 0. De xeito similar, se consideramos a aplicacién

E— K% uw (¢(u,v), p(u, w))

esta é sobrexectiva porque ¢ é non dexenerada. Polo tanto, o seu nicleo, que se corres-
ponde con F, ten dimensién n — 2. Isto proba que F @ (v, w) = E.

De cara a aplicar a hipétese de inducién temos que comprobar que a restricién de €2
a F é unha forma simpléctica. A condicién de ¢(u,u) = 0 é inmediata, polo que é
suficiente ver que é non dexenerada. Para iso, collemos un elemento u € F' arbitrario,
e sabemos que existe v’ =7+ s, con r € F e s € (v,w) de maneira que ¢(u,u’) # 0.
Por definicién, ¢(u,u’) = ¢(u,r)+ ¢(u, s) = ¢(u,r) # 0, polo que collendo r € F temos
que se cumpre a condicion. Agora, pola hipétese de induciéon temos que dim F' é par
e admite unha base simpléctica {vi,...,vm—1,w1,...,Wy—_1}, onde 2m = n — 2. Polas
definicidns, temos que {v,v1, ..., Vp_1, W, W1, ..., Wn_1} é unha base simpléctica.
Para probar a ultima parte, sexa F' un subespazo para o cal ¢(u,v) = 0, e sexa
{v1,..., vy} unha base de F. Consideramos a aplicacién

v E— K™ v (P(v,01),...,00,0m)).

Polo feito de que ¢ sexa non dexenerada, a dimensién da imaxe é m. Polo tanto, a
dimensién do nicleo é como moito 2n — m. Como F' C ker por hipétese, tense que
m < 2n — m, e polo tanto m < n, como queriamos demostrar. ]

Imos describir agora un procedemento para obter unha base simpléctica; o algoritmo
pode verse como unha variacién do que explicamos para Gram—Schmidt. Sexa ¢: E X
E — K unha forma bilineal simpléctica; suponamos que F ten dimensién n = 2k.

1. Fixamos unha base {u1,...,u,} de E.
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2. Collemos un vector calquera v; e buscamos vy de maneira que ¢(vy,v2) = 1 (como
existe un para o que ¢(v1,v2) # 0, sempre se pode tomar de maneira que dea 1).
3. Para i =3,4,...,n, cambiamos u; por
w; = u; — ¢(ui, va)v1 + (ui, v1)vo.

E unha comprobacién inmediata ver que ¢(v1,u}) = ¢(ve, u;) = 0, polo que tanto
v1 cOmo v9 son ortogonais ao resto de vectores da base; por exemplo, no primeiro

caso,

P(v1,u7) = p(vr, ui) — (i, v2)p(v, v1) + G(ui, v1)P(v1, v2)
= ¢(v1,u;) + ¢(ui,v1) = 0.

4. Repetimos o proceso con (ug, uﬁl, . ,u;) para obter vectores vs e vy4, de xeito que
¢(v3,v4) = 1 e v3 e vq4 sexan ortogonais ao resto de vectores. Iterando o algoritmo,
acabamos cunha coleccién (v, ve,...,v,) € temos que, pola propia construcién,
{v1,v3,...,0k, V2,04, ...,09} forma unha base simpléctica.

Exemplo. Sexa {ey, e, e3,e4} a base canénica de R* e sexa ¢ a forma bilineal repre-
sentada pola matriz

0 -1 2 0
1 0 01
A= -2 00 0
0 -1 00

Tense que ¢ é simpléctica porque a matriz é antisimétrica e non singular. Como
¢(e1,e2) = —1, collemos v = e1 e v = —ea. A continuacién, consideramos

ey = ez — ¢(e3, va)v1 + B(e3, v1)v2 = (0,2,1,0),

ey = eq — P(eq, v2)v1 + ¢(eq, v1)v2 = (—1,0,0,1).

Como ¢(eh,€)) = 2, collemos v3 = €5 e vy = €)/2. Polo tanto, {v1,vs, v, v4} é unha
base simpléctica na que a matriz é da forma

0 010
0 001
-1 0 0 0
0 -1 00

O caso de catro elementos é simple porque chega con aplicar o proceso de ortogonaliza-
cion unha vez. De termos seis vectores, teriamos obtido v1 e v9 como no exemplo, e logo
quedarfannos catro vectores {uj,u, ul, ug} sobre os que haberia proceder do mesmo
xeito, collendo dous deles, v3 e vy, que cumprisen ¢(vs,v4) = 1 e cambiando os vectores
uf e ug por vectores uf e ug ortogonais aos outros dous.

4.8. Problemas

O espazo euclidiano.

Problema 4.1. Sexan U,V dous R-espazos vectoriais e f: U — V unha aplicacién
lineal. Dado un produto escalar en V' (-,-): V x V. — V' definimos en U o produto
escalar

() UXU—R, (u,0)5 = (f(u), f(v)),
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onde u,v € U. Demostrar que (-,-) s é un produto escalar en U se, e soamente se, f é
inxectiva.

Solucién. A bilinealidade e a simetria de (-, -) ; séguense inmediatamente a partir das
propiedades correspondentes de (-,-). Usando que (-,-) é definida positiva, temos que
(-,-)f € definida positiva se, e soamente se, f é inxectiva: se v # 0, entén (v,v); =
(f(v), f(v)) ten que ser maior que 0 e iso require f(v) # 0.

Problema 4.2. Dicir se as seguintes expresions definen ou non un produto escalar en
R2:

(a) ((w1,22), (y1,y2)) = 2x1y1 + 21Y2 + T2y1 + 4x2yo.

(b) ((w1,72), (y1,92)) = T1y1 — T2y

Solucién. Ambas son formas bilineais simétricas. A primeira é definida positiva xa
que
((,9), (2,9)) = 22° + 4y® + 22y = (z +y)> + 2% + 3y> > 0

se (x,y) # (0,0). A segunda non é definida positiva xa que ((0,1),(0,1)) = —1.

Problema 4.3. Comprobar que F((z1,22), (y1,y2)) = 22191 + (1 +i)x192 + (1 — i) x2tn
é unha forma hermitica.

Solucion. E inmediato ver que respecta a suma en ambas variables e o produto por
escalares na primeira. O feito de que sexa sesquilineal na segunda séguese de que as
correspondentes compofientes (1 e y2) sempre aparecen conxugadas.

Problema 4.4. Demostrar que as seguintes aplicaciéns son produtos escalares sobre
0s espazos correspondentes:

(a) (A, B) = Tr(A- B!) no espazo M, (R).

(b) (p(z),q(z)) = f_ll w(z)p(x)q(z) dx no espazo Ra[x] dos polinomios de grao < 2,
onde w é unha funcién continua con valores reais positivos no intervalo [—1, 1],
isto é, w(x) > 0 para todo x € [—1,1].

(c) (f,9) = fol f(z)g(x) dx no espazo C([0,1],R) de funciéns continuas no intervalo
[0, 1].

Escribir o enunciado da desigualdade de Cauchy—Schwarz en cada caso.

Solucién. (a) A bilinealidade séguese da propiedade distributiva do produto de ma-
trices e do feito que a transposicion tamén é lineal. Do mesmo xeito, é simétrica
porque a traza dunha matriz coincida coa da sta transposta. Hai que demostrar
agora que ¢ definida positiva. Sexa A = (a;j) e B = (b;j). Entén, a traza da matriz

produto é
n

Z Z a;jbij,

i=1 j=1

que no caso no que A = B queda ;" ; Z?zl a?j, que é 0 se, e soamente se, A = 0.
A desigualdade de Cauchy—Scharz afirma que

| Tr(AB?)| < /Tr(AA?)\/Tr(BBY).
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(b) A bilinealidade e a simetria son consecuencia da propiedade distributiva do pro-
duto de funciéns e da integracién, asi como da conmutatividade do produto de
funciéns. Para ver que é definida positiva, chega con observar que a integral dunha
funcién continua e non negativa nun intervalo [a,b] é 0 se, e soamente se, é igual
a 0: se nun punto do intervalo se ten que f(x) = e > 0, hai un entorno de = no
que é maior que €/2, polo que a integral é estritamente positiva. A desigualdade
de Cauchy—Schwarz neste caso asegura que

‘/_11 w(z)p(x)q(z) d:r) < \//_11 w(z)p(z)? dac\//_l1 w(z)q(z)? dx.

(c) Faise igual que o apartado anterior, pondo w(z) = 1 e cambiando o intervalo
[—1,1] polo [0, 1].

Problema 4.5. Sexan a,b, c,d > 0 nimeros reais positivos. Demostrar que

1 1 1 1
(a+b+0+d)<g+g+g+8)216

e determinar cando se cumpre a igualdade.

Solucién. En R* co produto escalar habitual consideramos os vectores

u= (Va,vVb Ve V), v=(/1/a,v/1/b,\/1/e,\/1]d).

Entén, pola desigualdade de Cauchy—-Schwarz temos directamente a desigualdade do

enunciado.
A igualdade cumpre se, e soamente se, os vectores u e v son proporcionais, isto é,

Vi Vb eV

1 - 1 - 1= 1~

va o Vb Ve o Vd

En particular, a igualdade dase se, e soamente se, a = b= c =d.
Problema 4.6. Considérase o produto escalar no espazo Ra[X] definido por
1
0= | bt ds
-1
Determinar o d4ngulo que forman os polinomios p(X) =1+ X + X? e ¢(X) =1+ X.

Solucién. Para determinar o dngulo, hai que calcular (p(z),¢(x)) e tamén as normas

de cada vector.
= Para o produto escalar,

wmmmw[}wMﬁ+m+n@_?

» A norma de p(X) é a raiz cadrada de

! 22
(p(X),p(X)) = / (X +2X3 +3X? +2X +1)dr = =
-1
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» A norma de p(X) é a raiz cadrada de

(¢(X),q(X)) = /11(X2 +2X 4+ 1)dz = g_

Polo tanto, se a é o dngulo que forman, tense que

_ 10/3 ~ 5V15
CV/(22/5)/(8/3)  6V11

Problema 4.7. Considérase a forma bilineal ¢: R? x R?> — R definida por

COs @

(w1, 72), (Y1, Y2)) = T1y1 + T2y2 — T1Y2 + 272Y1.

(a) Encontrar a stia matriz na base canénica.

(b) Encontrar a sia matriz na base {uy,us}, con u; = (1,1) e ug = (1, 2).

(c) Existe algunha base de R? na cal a matriz de ¢ sexa simétrica?
Solucién. A matriz na base canénica é

2 )
2 1)

Para achar a matriz na base {u1,us2}, imos dar ddas alternativas. A primeira é direc-
tamente coa definicién:

¢(u1,u1) ¢(U1,U2)> (3 3)
Ui, Uj)) = = )
(6 (i, ug)) <¢(U27U1) d(ug, u2) 6 7
Alternativamente, podemos considerar a matriz P que pasa da base {uj,us} & base

. 11 . .
candnica. Temos que P = (1 2), polo que a matriz buscada é

1 1\ /1 -1\ (/1 1\ (3 3

1 2/\2 1)\1 2) \6 7)°
Se a matriz nunha certa base, C, é unha matriz simétrica, entén noutra base vén dada
por Q*CQ, onde @ é a matriz do cambio. Entén, se C é simétrica, a matriz noutra base

tamén o sera, xa que (Q'CQ)! = Q'C'Q = Q'CQ. Como a matriz non é simétrica na
base candnica, non o pode ser en ningunha.

Problema 4.8. Encontrar os valores dos parametros a,b € R para os cales as seguintes
matrices definen un produto escalar.

1 -1 1
(a) | —1 30
1 a b

o (& 3)
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Solucién. (a) Para que sexa simétrica, a matriz ten que cumprir que a = 0, e para
que sexa definida positiva, aplicando o criterio de Sylvester, temos que

1>0, 2>0, 3b—b—3>0,
o que quere dicir que b > 3/2.

(b) Para que sexa simétrica tense que cumprir que a = a?, polo que as tinicas posi-
bilidades son 0 e 1. A condicién de definida positiva é 2 — a? > 0, que se cumpre
para ambos valores.

Ortogonalidade e proxeccién ortogonal.

Problema 4.9. Considérase o produto escalar no espazo de funciéns continuas no
intervalo [—t, t] definido por (f, g) = fft f(x)g(x) dx. Demostrar que as funciéns sin(ax)
e cos(bx) son ortogonais para a,b € R.

Solucién. E suficiente con demostrar que

t
/ sin(ax) cos(bzx) dz = 0.
—t

Para iso, chega con observar que sin(ax) cos(bz) é unha funcién impar, polo que a sia
integral nun intervalo simétrico con respecto ao 0 é 0. Alternativamente, recordamos
que
sin((a + b)x) + sin((a — b)x)

2

sin(ax) cos(bx) =
Polo tanto,
t 1 t 1 t
/ sin(ax) cos(bx) dx = 5 / sin((a + b)x) dz + 2/ sin((a — b)x) dz = 0.
—t —t —t

Problema 4.10. Aplicar o proceso de ortogonalizacién de Gram—Schmidt ds seguintes
bases.

(a) Base {(1,1,—1),(1,-1,1),(=1,1,1)} en R? co produto estdndard e co produto
escalar que na base candnica ten matriz

2 -1 1
-1 1 -1
1 -1 3

(b) Base {(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1)} en R* co produto estdndard e
co produto escalar definido por

(x,y) = T1y1 — T1Y2 — Tay1 + 2T2y2 + T3y3 + T3Ys + Tay3 + 22T4Y4.

(c) Bases {1, X, X%} e {X?, X, 1} no espazo Ry[X] co produto escalar

(P(X), q(X)) = / p(x)q(z) d,

onde ¢ > 0 é un numero real.
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Solucién. (a) Co produto estdndard, a norma do primeiro vector é 3, polo que wy =
%(17 1,—1). Para o segundo vector, calculamos

= (17 _17 1) + (1/37 1/37 _1/3) = (4/3? _2/37 2/3)7
ao normalizar, vemos que wy = %(2, —1,1). Por ultimo,
U3 = (_17 17 1) + (1/37 1/37 _1/3) + (2/37 _1/37 1/3) = (07 17 1)7

de onde vemos que w3 = %(O, 1,1).

Para o outro produto escalar, o proceso é similar. A norma do primeiro vector
é 4, polo que w; = %(1, 1,—1). Os outros dous vectores son wg = %(1,0,0) e

w3 = %(1,3, 1).

(b) Co produto escalar estdndard obtemos a base

1 1 1 1
{ﬁ(l’ 1,1,0), \/—B(l, 1,-2,3), ﬁ(l, ~4,3,3), W(—2, 1,1, 1)}.

Co outro produto escalar temos
1 1 1
—(1,1,1,0),(0,0,—-1,1), —=(0,—1,1,0), —=(—3,—1,1,0) 5.
{5110 ) 5 b 75! )}

(c) Vamos comezar co caso de {1, X, X?}. A norma do primeiro vector é v/Z, polo

que wy = % Temos agora que
I t
/ X=X-_-.
tJo 2

, 43 2 2 3
O cadrado da norma é % — t% =+ tz -t = %2 Polo tanto, obtense que

(

wy =

Sk

X—l).

De xeito andlogo obtense que

w3 = ﬁ(gXQ—fX—kl).

Pasamos agora ao caso de {X?2, X,1}. Para o primeiro vector temos que w; =

5 2
X 7. Para o segundo,

5X2
X—/X3 X——X2

A norma ao cadrado de v é

( > 5 t4+ 25 5 3
V2,V = — — — * — —_— = —,
BT 3 T or 4 T 162 5 48

3 /-5 4
vam ()

Polo tanto,
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No caso do terceiro vector,

4 10
=1--X+ =X
v i Taptt

e por conseguinte, como a norma é ﬁ/ 3,

1,10, 12

A base é entén

5 3/-5 4.\ 1410 12
NS \[<X2 7X), —(—XZ _ X 3) }
{ 15 i\t i) i\ P

Problema 4.11. No espazo euclidiano R?® consideramos os subespazos
F={(,y,2) R’ |z +ay+2=0}, G={(,9,2) R’ |z —y=y—bz=0},

con a,b € R. Para que valores dos pardametros a e b os subespazos F' e G son comple-
mentarios? Para que valores son ortogonais?

Solucién. Como F' ten dimensién 2 e G ten dimensién 1, a condicién de que sexan
complementarios quere dicir que as tres ecuacions que definen a interseccién dean lugar
a un sistema compatible determinado. O sistema

r—y=y—bz=x+ay+2z=0

ten unicamente a solucién trivial cando a matriz correspondente ten determinante non
nulo. O determinante é 1+ b+ ab, polo que a condicién de que sexan complementarios
é

14+b+ab#0.
Para que sexan ortogonais, tense que cumprir que o subespazo ortogonal a F', que é o

xerado polo vector (1,a, 1), coincida co subespazo xerado por G, que é o (b,b,1). Iso s6
sucede se a = b = 1.

Problema 4.12. O apartado (a) deste problema é o que se cofiece como teorema de
representaciéon de Riesz; o apartado (b) mostra que en espazos de dimensién infinita, o
resultado non sempre é certo.

(a) Sexa E un R-espazo euclidiano de dimensién finita e ¢ € E*. Demostrar que
existe un unico vector u € E tal que

p(v) = (v, u)
para todo v € E.

(b) Sexa C([—1,1],R) o espazo vectorial das funciéns continuas en [—1, 1] co produto
escalar habitual dado por

1
(f.g) = / f@)gla) da.

Sexa ¢ o elemento do dual dado por ¢(f) = f(0). Demostrar que non existe
g € C([-1,1],R) de maneira que ¢(f) = (f,g) para calquera f € C([—1,1],R).
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Solucién. (a) Tratase dunha cuestién vista en teoria. Se u € F, podemos considerar
o elemento ¢, € E* dado por

Ou: v (v, u).

A asignacién u +— ¢, define unha aplicacién lineal inxectiva entre un espazo e
o seu dual, que no caso de dimensién finita, é tamén bixectiva. Polo tanto, se
p € E*, existe u € E de maneira que ¢ = .

(b) A estratexia da solucién pasard por construir unha sucesién de funciéns cuxa
integral tenda a 0, pero que en x = 0 tenian un valor constante e non nulo.
Para iso, suponamos que existe unha aplicacion g como a do enunciado, e sexa
M = max,e[—1,1) |g(x)|. Consideramos as funciéns f, () = (1—|z])", que cumpren
fn(0) = 1 para todo n. Entén

}/_11 fa(2)g(2) dx‘ < /_11 |fn(2)g(2)| dx

1

SM/ fn(x)dx
-1
1

:2M/ (1—2)"dz
0

oM

n+1’

e o limite de S—J]\r/[l cando n tende a infinito é 0. Polo tanto, non hai ningunha
g € C(]-1,1],R) que represente ¢ a través dun produto escalar.

Problema 4.13. Encontrar o punto do plano W = {(z,y,2) € R® | x +y + 2z = 0}
mais préximo ao punto (1,2, 3).

Solucién. O punto buscado é a proxeccién ortogonal do punto (1,2,3) en W. A recta
ortogonal ao plano é W+ = ((1,1,1)). Tense polo tanto que

C{((1,1,1),(1,2,3))
e ((1,2,3)) = ((1,1,1),(1,1,1)

(1,1,1) = (2,2,2).

A proxeccién ortogonal no plano é a diferenza
mw((1,2,3)) =(1,2,3) — mpp((1,2,3)) = (—1,0,1).

Alternativamente, podemos considerar a base do plano {(1,0,—1),(0,1,—1)} e resolver

o sistema lineal
2 1 x\ (-2
1 2 y) \—-1)’

de onde se ten que (z,y) = (—1,0). Polo tanto, o vector buscado é o (—1,0,1).

Problema 4.14. Consideremos o plano W = {(x,y,2) € R? | 2 = x + y}. Para cada
v = (a,b,c) € R3, encontrar o vector do plano que estd mdis preto de v, e dicir cal é a
distancia d(v, W).
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Solucién. O plano é o ortogonal da sia recta ortogonal, W+ = (w), onde w =
(1,1,—1). O vector de W méis préximo a v é

mw(v) =v — My (v) =v — é:;:iuuéw
— (a,b,¢) — %b_c(l,l,—l)

1
:§(2a—b+c,—a+2b—|—c,a+b+2c).

A distancia polo tanto é
Ja+b—¢
V3

Problema 4.15. Sexa £ = M3(R) e sexa F' C E un subespazo vectorial tal que,
respecto a certo produto escalar en F/, a proxecciéon ortogonal sobre F' cumpre

w(aa)-( ) =(0)-6 )
(7 0)

Solucién. Un elemento estd na imaxe de mg se, e soamente se, € un punto fixo de 7.

Polo tanto,
o 1\ _ [0 1 1 -1\ _ (1 -1
™A 1)\ o —1) ™l oo)T 0 o)

Polo tanto, sabemos as imaxes de 4 elementos linealmente independentes, e iso é sufi-
ciente para achar a de calquera outro. Resolvendo o sistema de ecuaciéns, temos que

-1 0 07 2 0 0 1 1 -1
< 2 2>_<2 0>+(3)(1 0)”2)(1 —1>+5<1 0)‘
Por conseguinte,
-1 0 0 1 1 -1 0 1 1 -1
”F< 2 2>_<1 —1>+(_3) <1 0>+(_2) (1 —1)+5<1 0)
(2 =3
S\l 1)
Problema 4.16. (a) EnR,[X] considérase o produto escalar no cal a base {1, X, ..., X"}

¢ unha base ortonormal. Sexa W = {P(X) € R,[X] con P(1) = 0}. Dar unha
base do complementario ortogonal de W.

d(v, W) = ||y (v)]]

Atopar

(b) Coas notaciéns do apartado anterior, demostrar que a distancia dun polinomio
P(X) € Rn[X] ao Subespazo W é %

Solucién. (a) O produto escalar neste espazo é o que da

< i aiXi, i ijj> = i aibi.
1=0 7=0 =0



168 CAPITULO 4. FORMAS BILINEAIS E CUADRATICAS

O subespazo W esta formado polos polinomios P(X) = > I ja; X" tales que
Yipai = 0. Ten dimensién n e unha base estd dada polos polinomios X —
1,X?—1,...,X"—1. O seu complementario ortogonal estd xerado polo polinomio
QIX)=1+X+X?+... +X"

(b) Dado un polinomio xenérico P(X) = Y1 ;a; X" temos que

=0
Polo tanto,
v (P(X)) = P(X) — mys (P(X))
QUX), P(X))
PE) =0, ey )
B P(1)
= r(x) - P gr0)

A distancia de P(X) a esta proxeccién é a norma de 7y (P(X)), que é

[P [P(1)|

7 1RX) = ==

n+1 vn+1
Problema 4.17. Consideramos o espazo vectorial E' = Ry[X] co produto escalar defi-
nido por

(P(X), q(X)) = / p(X)g(X).

-1

E unha comprobacion inmediata ver que define unha forma bilineal, simétrica e definida
(non ¢ preciso facelo!).

(a) Atopar a matriz do produto escalar na base canénica {1, X, X?}.
(b) Dar unha base ortonormal de E.

(c) Atopar un elemento non nulo de E que sexa ortogonal a p;(X) =1leaps(X) = X.
(d) Atopar o complemento ortogonal de F' = (X?) en E.

Solucién. (a) Facendo os produtos escalares correspondentes, temos que a matriz

buscada é
2 0 2/3
0 2/3 0
2/3 0 2/5

(b) Imos dar unha base ortonormal {w;,ws,ws} aplicando o algoritmo de Gram-—

Schmidt a {1, X, X?}. Temos que a norma do polinomio 1 é 2, polo que w; = \%

Como (1, X) = 0, temos que
X X

W = 757 = —F7—7=-

| X]| 2/3

Finalmente, temos que

X% <X2,w1>w1 - <X2,w2)w2 = X2 1oy =X2%2 - 2,
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polo que

X?2-1/3  X%*-1/3 3X2-1
w3 = = =

IX2—-1/3]  /8/a5  2,/2/5

(c) Escribimos ese elemento como p(X) = a+BX +~vX?2. Impondo que (p(X),1) =0,
quédanos que

2 +2 0
a+-7=0.
37

De xeito similar, pondo (p(X), X) = 0, temos

2
Zg=o.
3B

Polo tanto, calquera elemento que sexa ortogonal a 1 e a X serda un multiplo de
—1 + 3X?2. Alternativamente, empregando o apartado anterior, poderiamos ter
chegado 4 mesma conclusion.

(d) Sexa q(X) = a + X + vX? un elemento no ortogonal de X2. Impondo que
(q(X), X?) =0, temos que
20, 2

375
Iso permiteno pér F = (X, —3 4+ 5X?).

Problema 4.18. En R? consideramos o produto escalar que na base canénica ten por
matriz

1 10
A=1|1 2 a
0 a b
Sabemos que a proxeccién ortogonal do vector u = (1,1,1) sobre o subespazo F': x +
2y + 3z =0 é o vector v’ = (2,—1,0).
a) Atopar os valores de a e de b.

Calcular o dngulo entre u e u’.

(
(b
d

)
c¢) Dar unha base ortonormal de F' e unha de F'*.
)

Dado un vector w = («, 3,7), sexa w’ = mp(w). Calcular as coordenadas de w’
na base candnica e determinar a matriz da proxeccién ortogonal sobre F' na base
canonica.

Solucién. (a) A diferenza v’ = u —u' = (—1,2,1) é un vector perpendicular a F.
Se pomos F' = (v, v2), con v; = (2,—1,0) e v2 = (3,0, —1), temos que se cumpre

0= (" v)=-1-a, 0= (u" v3)=3—2a—0b.

Polo tanto, a = —1 e b = 5.

Imos dar unha solucién alternativa empregando o teorema da proxeccién ortogo-
nal. Consideramos os vectores v; = (2,—1,0) e va = (3,0, —1), que forman unha
base de F'. A proxeccién ortogonal de u = (1,1,1) en F' é un vector que se pode
escribir como u' = xv1 + yva, onde (z,y) é a solucién do sistema

() ) ) = (o)



170 CAPITULO 4. FORMAS BILINEAIS E CUADRATICAS

Calculando os produtos escalares coa matriz A, temos o sistema

2 a+3\(xz\ [ —a+1l
a+3 b+9)\y)] \—-a—-b+6)"

Como sabemos que a solucién é (1,0), temos que

2=—-a+1
a+3=—-a—b+6.

Resolvendo o sistema temos que a = —1 e b = 5.

(b) Tense que
(u,u’) 2 1

lullll’]| — vBv2 27

COS &x =

polo que o = 7/3.

(c) Aplicando o algoritmo de Gram—Schmidt no subespazo F, temos w; = ”Z—i” =
%(27 —1,0) e we = \/%(1, 1,—1). Alternativamente, podemos impor que we € F
e (w1, ws) = 0. Para a base de F- é suficiente coller wy = HZ”H = %(—1, 2,1).

(d) Empregando a base ortonormal que atopamos no apartado anterior, temos que
w' = (w, w1 )wy + (w, we)ws

1 1
7 1 1 1 1 1 1 1
= (604—1-354-27,—304—1-35—%—604—35+2’y>

Polo tanto, a matriz que proxecta vectores de R3 sobre F' é, na base canénica,

7/6 1/3 1/2
~1/3  1/3 -1
~1/6 —1/3 1/2

Alternativamente poderiamos ter empregado o segundo método desenvolvido no
apartado (a).

Problema 4.19. Encontrar o polinomio p(X) € R3[X] tal que p(0) = p’(0) = 0 que
faga que

/1(2 + 3z — p(z))* dx
0

sexa minimo.

Solucién. Un polinomio p(X) = a + bz + ¢X? + dX? cumpre que p(0) = p'(0) = 0
se, e soamente se, a = b = 0. Tratase polo tanto de calcular a proxecciéon ortogonal
de 2 + 3X no subespazo xerado polos polinomios p1(X) = X? e pa(X) = X3, onde o
produto escalar esta dado por

1
<p(X)7q(X)>=/0 p(X)q(X)dX.
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Temos que

1
(X2, X% =2 (X2, X3) = ,<X3,X3):?.

[ I

1
5 )
Por outro lado,

17 11

X2243X)= — (X3 243X)= ",
< 7+ > 127< 7+ > 10

Temos que resolver o sistema

1/5 1/6\ (a\ _ [17/12
1/6 1/7)\») — \11/10)"
A solucién é a = 24 e b= —20,3, polo que o polinomio é p(X) = 24X? — 20,3X3.

Problema 4.20. No espazo vectorial C°([—1,1],R), consideramos o vector v = X?3.
Encontrar o polinomio p(X) € Ry[X] C C°([~1,1],R) que minimiza o valor de

1
[ —p0pas
—1

e determinar cal é dito minimo.

< s . 1
Solucién. En C°([—1,1],R), consideramos o produto escalar (f,g) = [, f(z)g(z) dz.
Aplicando os resultados sobre o célculo da proxeccién ortogonal, resolvemos o sistema

2 0 2/3\ [a 0
0 2/3 0 |[bv]=12/5],
2/3 0 2/5) \c 0

polo que queda a = ¢ = 0 e b = 3/5. Polo tanto, o polinomio buscado é %X. Tense
ademais que

1 7 5 3
3 \2 X7 6X5 3X%\1 2 12 6 8
XP-iX) do= (- 4| =i =
/1( 52) U\ T T )l T T T B T T

Problema 4.21. Resolver os seguintes sistemas sobredeterminados comprobando pri-
meiro que as matrices tenen os rangos axeitados. E algin dos sistemas compatible
determinado?

1 3 -1
a) [-1 1 <x>— 1
2 0/ \Y 2
1 —4 6
2 —1 T 5
(b) 3 2 (y>_ 4
4 5 3

Solucién. (a) Se A é a matriz de coeficientes e b é o vector, sabemos que a solucién
do sistema determinado vén dada por

w4 D0 (-
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que ten por solucién x = 3/7 e y = —2/7. Tense que
1 3 -1 4/7
-1 1 <_§?Z> — 1| =1|-12/7];
2 0 2 —8/7
a norma deste ultimo vector, que é 4—\/\/7?, é o que se adoita conecer como residuo

do sistema sobredeterminado.

(b) Procedendo como no apartado anterior, z = 2 e y = —1; ao calcular o residuo
vemos que dé 0. Isto quere dicir que o sistema é compatible.

Problema 4.22. Encontrar a recta de regresién que definen os puntos seguintes:
(17 _1)7 (37 0)7 (57 0), (77 1)7 (9’ 2)7 (127 4)'

Solucién. A recta m+nx é unha combinacién lineal das funciéns 1 e . PAra encontrar
os coeficientes, temos que resolver o sistema sobredeterminado

1 1 —1
1 3 0
1 5 my\ 0
1 7 (n> a 1
1 9 2
1 12 4

Chamando A 4 matriz e b 6 vector, temos que a solucién se obtén ao resolver A'Ax =

Alb, e en particular, (m,n) = (%, %). Polo tanto, a recta buscada é

—162 + 42z

Y= "9y

Problema 4.23. Encontrade a pardbola do tipo y = a + bz + cz? que aproxime os
catro puntos (0,1), (1,3), (2,4) e (3,5) en R? cun erro minimo.

Solucién. Obtemos de novo un sistema sobredeterminado da forma

100 1
1| (™ 3
12 4[\") 7|4
13 9/ \? 5

A solucién é (m,n,p) = (1,1,2,05,—-0,25). Polo tanto, a pardbola buscada é y =
—0,2522 + 2,05z + 1,05.

Endomorfismos simétricos.

Problema 4.24. Encontrar o endomorfismo simétrico f € End(R3) que cumpra as
seguintes tres condiciéns.

(a) f(1,1,1) = (2,2,2).

(b) Tr(f) = 5.
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(¢) (1,-1,0) € ker(f).

Solucién. Todo endomorfismo simétrico ten todos os valores propios reais e diagonaliza
nunha base ortonormal. Polo tanto, vectores propios de valores propios diferentes son
ortogonais.

Da primeira condicién temos que (1,1,1) é un vector propio de valor propio 2; e
(1,—1,0) é un vector propio de valor propio 0. O terceiro valor propio é 3 xa que
a traza € 5, e polo dito no paragrafo anterior, o vector propio correspondente é ortogo-
nal aos outros dous, polo que ten que ser calquera miltiplo de (1,1, —2). Polo tanto, a
matriz na base candnica é

1 1 1 200 1 1 1\ 1 T 7T =2
1 -1 1 0 00 1 -1 1 =5 T7T =2
1 0 -2 0 0 3 1 0 -2 -2 -2 16

Problema 4.25. Consideremos o espazo R? co produto escalar habitual. Encontrar a
matriz en base candénica do endomorfismo g que cumpre simultaneamente as seguintes
condicidns:

(i) g é simétrico.

)
(ii) O plano 7 : z +y = 0 é g-invariante.
(iii) O plano g : z —y = 0 é g-invariante.
(iv) ¢(2,0,1) = (1,1,-1).
Solucién. A interseccién m1N7e é invariante, polo que (0,0, 1) é un vector propio. Como
g ¢é simétrico, diagonaliza nunha base ortonormal; o mesmo é certo para a restricion de
g a calquera subespazo invariante. Se consideramos g|m, temos que (0,0, 1) é un vector
propio, e polo tanto o outro vector propio ten que ser un que sexa ortogonal a el, isto
é, (1,—1,0). Do mesmo modo, {(0,0,1))* N7y = (1,1,0) tamén é un vector propio.
Ponamos

9(0,0,1) = a(0,0,1), g(1,—1,0) = b(1,1,0), g(1,—-1,0) = ¢(1,—1,0).
Sumando as tres ecuaciéns, temos que
9(2,0,1) = (b+¢,b—c,a),

e da tultima condiciéon do enunciado é inmediato ver que a = —1, b = 1 e ¢ = 0.
Calculando a imaxe dos vectores da base candnica, a matriz buscada é

1/2 1/2 0
1/2 1/2 0
0o 0 -1

Problema 4.26. Encontrar unha matriz ortogonal P; tal que Pi_lA,-PZ- sexa diagonal
para as matrices

h
o
Il
/I\
[\DM
|
[ 3 N
~__~
b
[\
Il
N
— =
—_ =
~_
h
w
Il
)
— N
N — =
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Solucién. O teorema espectral real asegura que as tres matrices diagonalizan e que
existen matrices ortogonais P; que cumpren a condicién do enunciado e para as que
Pfl = P!. Para obtelas, é suficiente con diagonalizalas asegurdndose de que a base de
vectores propios é ortonormal.

No primeiro caso, Char(A41; X) = (X —6)(X —1), e tense que ker(A4; —61d) = ((—1,2))
e ker(A; —Id) = {(2,1)). Dividindo pola norma, que é /5, obtemos

"~ ) =Y

O segundo exemplo € totalmente andlogo e ten como resultado

e () a3 )

No d1ltimo caso, no que Char(43;X) = —(X — 1)2(X — 4) hai que sei mdis coida-
dosos, xa que ker(As — Id) ten dimensién 2 e é preciso coller unha base ortonor-
mal (aplicando, por exemplo, Gram—Schmidt, ainda que os cdlculos son o suficien-
temente doados como para facelo a simple vista). Mais concretamente, podemos pér
ker(Asz—Id) = ((1,—1,0), (1,1, —2)) e os dous vectores son ortogonais entre si. Por outra
banda, ker(As — 41d) = ((1,1,1)). Dividindo todos os vectores pola norma, quédanos
finalmente que

1/vV3  1/V2 1//6 4 0 0
Py=|1/vV3 —1/V2 1/vV6 ], PiAzPs=[0 1 0
1/V3 0 -2//6 001

Problema 4.27. Sexa f € End(E) un endomorfismo simétrico dun espazo vectorial
real. Demostrar que ker(f) = ker(f™) para todo enteiro m > 1.

Solucién. Imos dar dias soluciéns deste problema. Para a primeira, observamos que
como o endomorfismo é simétrico, para calquera valor propio A tense que o subespazo
de vectores propios xeralizados coincide co subespazo de vectores propios, polo que
ker((f — A)) = ker((f — A\)™) se m > 1. E dicir, o menor m para o cal ker(f™) =
ker(f™*!) é o tamafo do maior bloque de Jordan correspondente ao valor propio 0,
polo que m <1 (m =1 se 0 é un valor propio e 0 en caso contrario).

A segunda solucion baséase en considerar que calquera endomorfismo f cumpre

ker f Cker f2C...CkerfmcC...

Sexa f € ker f2. Entén, (f(v), f(v)) = (v, f?(v)) = 0, e como o produto escalar é
definido positivo tense que f(v) = 0 e ker f2 = ker f. Mais en xeral, se n > 1 e
v € ker 1,

() [ () = (f*H ), f () = 0,

de onde se deduce que v € ker f™.

Problema 4.28. En Ry[X] consideramos o produto escalar definido por

1
(p,q) = /0 p(z)q(z) d.

Sexa T o endomorfismo de Ry[X] dado por T'(ag + a1 X + a2 X?) = a1 X.
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(a) Probar que T non é simétrico.
(b) Achar a matriz de T con respecto 4 base {1, X, X2} e comprobar que é simétrica.

(c) Explicar por que as conclusiéns dos dous apartados anteriores non son unha
contradicion entre si.
Solucién. (a) Se T fose simétrico teriamos que (T'(1), X) =0e (T'(X),1) = (X, 1) =

%, que obviamente non é certo.

(b) A matriz é

o O O
o = O

que claramente é simétrica.

(¢) Que un endomorfismo sexa simétrico quere dicir que é simétrico con respecto a
calquera base ortonormal. Se é simétrico con respecto a unha base ortonormal
éo con respecto a calquera. En cambio, aqui o que temos é que {1, X, X2} non é
. _ 1
unha base ortonormal; por exemplo, (1, X) = 5 # 0.

Problema 4.29. Sexa V un espazo vectorial hermitico. Probar que calquera endo-
morfismo normal 7" en V ten unha raiz cadrada, é dicir, existe un endomorfismo S de
maneira que S2 = T. Se V é un espazo euclidiano (en particular, real), é certo que
calquera operador autoadxunto en V' ten unha raiz cibica?

Solucién. Polo teorema espectral complexo temos que T' diagonaliza nunha base or-
tonormal, é dicir, T = PDP*, onde P* = P~!. Collendo S = PD'/2P* temos que

S2 — ppY2p*ppl/2p* — ppP* = T.

Observamos que a raiz cadrada non ten por que ser Unica, xa que para cada elemento
da diagonal podemos escoller unha raiz cadrada, co que D2 non estd univocamente
determinada.

No caso da raiz cubica procedemos da mesma forma usando o teorema espectral real e
pondo T'= PDP?, con P! = P~!. Cada elemento real ten unha tinica raiz ctibica, polo
que se pode coller PD/3Pt,

Problema 4.30. Sexa (E, (-,-)) un espazo vectorial de dimensién n sobre R cun pro-
duto escalar e sexa T' : £ — E unha aplicacién lineal. O obxectivo dos apartados (a),
(c) e (d) deste problema é dar unha demostracién alternativa de que Char(T; X) des-
comp6n completamente (polo que para eses apartados non se pode empregar o teorema
espectral).

(a) Sexan b,c € R dous niimeros reais de maneira que b> < 4c. Demostrar que se T
é simétrica, entén a aplicacién lineal T2 + bT + cId ten inversa.

(b) E certa a conclusién do apartado anterior se non pomos a condicién de que T
sexa simétrica?

(c) Suponamos que T' é simétrica. Sexa v € E con v # 0, e consideremos nimeros
reais aq, . . ., @y, non todos cero, de maneira que

0=agv+a1Tv+...+a,T™.

Sexa p(X) = ap+a1 X+...+a, X" € R[X]. Aplicando o apartado (a) ao polinomio
P(T), demostrar que 7' ten un valor propio real.
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(d)

(e)
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Empregar os apartados anteriores para dar unha demostracion alternativa de que
o polinomio caracteristico dun endomorfismo simétrico descompoén completamen-
te no corpo dos numeros reais.

Dar unha demostracién alternativa do resultado do apartado (a) empregando o
teorema espectral.

Solucién. (a) Sexa v € E un vector non nulo, e imos establecer que (T2 + bT +

cId)v # 0, vendo asi que a aplicacién é inxectiva. Para iso, observamos que

(T?% 4 bT + cId)(v),v) = (Tv, Tv) 4+ b(Tv,v) + (v, v)
> [|Tv)) — [l Toll|o]| + ¢]lv]?

2 2
= (e = PI0Y (= 5 ) e

> 0,
onde na primeira desigualdade empregamos Cauchy—Schwarz para afirmar que

pll[Toll[[o]] = [b](Tv, v) = =b{Tv,v).

Non é certa. Chega con coller o endomorfismo que, na base candnica, ten matriz

(o)

Tomamos agora b = 0 e ¢ = 1, que cumpren que 0° < 4 - 1. Ctimprese que
T? +1d = 0, polo que a aplicacién lineal non ten inversa. Mais en xeral, é posible
tomar calquera matriz 2 X 2 que tefia un polinomio caracteristico con duias raices
complexas conxugadas, e tomar b e ¢ para que Min(7; X) = X2 +bX +c.

Imos proceder por reducién ao absurdo, supondo que p(7') non ten ningin valor
propio real. Polo tanto, n = 2k e tense que

k
p(X) = an [[(X? +b:X + i),
=1

onde se cumpre que b? < 4c¢; para todo i; isto é certo dado que calquera polinomio
non constante en R[X] factoriza como o produto de factores irredutibles de grao
1 ou de grao 2. Ao considerarmos p(7T'), temos que

k
p(T) = an [ [(T? + b:T + ¢;1d),
=1

polo que p(7T') é un produto de endomorfismos invertibles e, polo tanto, invertible.
Iso ¢ unha contradicién co feito de que v € ker(p(T")). Isto permitenos concluir
que o polinomio caracteristico de T' ten algin valor propio real, xa que p(X) é un
divisor do polinomio minimo e, polo tanto, tamén do polinomio caracteristico.

Imos demostrar o resultado por induciéon na dimensién do espazo que o polinomio
caracteristico dun endomorfismo simétrico descompdén completamente sobre os
reais. Se a dimensién é 1, o resultado é evidente. Se o resultado é certo para
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dimensiéon n — 1, supofiamos que dim EF = n. Polo apartado anterior, sexa A un
valor propio real e v un vector propio asociado a A. Polo teorema da proxeccién
ortogonal, E = (v) @ (v)*. Tense, ademais, que (v)* é un subespazo invariante e,
polo tanto,

Char(T; X) = (A — X) Char(T|(v)*; X).

Por hipétese de inducién, Char(T|(v)*; X) descompén completamente, polo que
Char(T; X) tamén.

Empregando o teorema espectral real, podemos tomar unha base ortonormal de
vectores propios para T, {vi,...,v,}, que existe xa que T' é un endomorfismo
simétrico. Sexan Ay, ..., A\, os valores propios correspondentes. Enton,

(T? + bT + c1d) (v;) = (A2 4 b + ¢)(v),

polo que {vy,...,v,} tamén é unha base de vectores propios para T2 + bT + cId.
E suficiente agora observar que ningtin dos valores propios pode ser 0, xa que a
ecuacién X2 + bX + ¢ = 0 non ten soluciéns reais, debido a que o discriminante
b? — 4c¢ é menor que 0 polas hipéteses do enunciado.

Problema 4.31. Sexa (E, (-,-)) un espazo vectorial sobre C cun produto hermitico e
sexa T : E — E unha aplicacién lineal normal.

(a)
(b)

Demostrar que se T s6 ten valores propios reais, entén T' é autoadxunta.

Supoiiamos que T9 = T®. Demostrar que T é autoadxunta e que T2 = T.

Suponamos agora que 1" non é necesariamente normal.

()

Dar un exemplo dunha aplicacién lineal T nun espazo vectorial complexo tal que
T9 =T8, pero T?> # T.

Solucién. (a) Como o endomorfismo 7' é normal, diagonaliza nunha base ortonor-

mal, que escribimos como {v1,...,v,}; sexan Aq, ..., A\, os valores propios corres-
pondentes. Entén, tense que

(T = XiTd)vs]| = [(T* — ATd)wi].

Iso quere dicir que T™ diagonaliza na mesma base e os valores propios son os
conxugados dos de T'; pero como T s6 ten valores propios reais temos que 1™ ten
0s mesmos valores propios e 0os mesmos vectores propios, polo que son iguais.

Alternativamente, podemos empregar o teorema espectral complexo, que garante
que existe unha base ortonormal {v1,...,v,} de vectores propios para o endo-
morfismo 7. Nesa base, a matriz de T é diag(A1,...,\,), € como a base é or-
tonormal, sabemos que a matriz de 7™ nesa mesma base é diag(A],..., \}) =
diag(A1,...,An). Como as matrices de T e T™ coinciden nesa base, os endomor-
fismos son iguais.

Imos demostrar en primeiro lugar que 7' é autoadxunto. Como 79 — T® = 0, os
valores propios de T estan entre os ceros do polinomio minimo, que son 0 e 1.
Polo apartado anterior, se 1" é unha aplicacién normal que sé ten valores propios
reais podemos asegurar que é autoadxunta.

Para demostrar que 72 = T observamos que o endomorfismo 7' diagonaliza por
ser autoadxunto. Entén, o polinomio minimo, que é un divisor de T8(T — 1) s6
ten factores de grao 1, polo que ten que ser un divisor de 7T(T" — 1), que sempre
vai ser un polinomio anulador; polo tanto, 7% = T.
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(c¢) E suficiente con considerar o endomorfismo dado pola matriz

01
0 0/’
ou calquera outro para o cal o polinomio minimo sexa un divisor de T%(T — 1),

pero non de T(T — 1); é dicir, que haxa un subespazo invariante para o cal T® é
un polinomio anulador, pero non 7.

Isometrias.

Problema 4.32. Sexa f € End(FE) tal que para todo u,v € E se cumpre

(f(u), f(v)) = Mu, v),
onde A > 0 esté fixo.
(a) Demostrar que ||f(v)|| = p|lv|| con = ++/A, para todo v € E.
(b) Demostrar que f é bixectiva.
(¢) Demostrar que os unicos valores propios de f son +pu.

Solucién. (a) Tense que

1 (@) = (f(u), f(w) = Mu,u) = Aul|*.
Tomando raices cadradas temos o resultado do enunciado.

(b) Suponamos que f(u) = 0. Entén,

0= (f(u), f(u)) = Mu, u),

polo que u = 0. Isto proba que f é inxectiva, e como f é un endomorfismo dun
espazo vectorial de dimensién finita, tamén é bixectiva.

(c) Se f(v) = av, tomando normas temos que ||f(v)| = |a|||v|]. Comparando co
resultado do primeiro apartado vemos que p = |a|, polo que a = +pu.

Problema 4.33. Sexa A € M,(R), con A = (a;;). Demostrar que C' = >71'._, agj é
invariante por cambios de base ortogonais (é dicir, cambios de base nos que a matriz

de cambio de base é ortogonal).

Solucién. Comezamos notando que C = Tr(AA?!). Se aplicamos un cambio de base
ortogonal, teremos unha nova matriz B = QAQ"; esta cumprird

Tr(BB") = Tr(QAQ'QA'Q")

A segunda igualdade é certa porque Q@ = 1; a terceira porque Q' = Q~'; e a tltima,
porque a traza ¢é invariante por cambios de base.
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Imos dar unha solucién alternativa. Coas notaciéns anteriores, pomos A = (a;;)
e

Q = (qi;). Temos que QQ' = I, polo que > )1 GikGjk = Gij € D py QkiQkj = 0i ;-
problema é equivalente a demostrar que

n n 2 n
Z < Z q@'kakqul) = Z a%g.

,j=1 kJl=1 k=1

Oon

Temos entén que

n

n n n n
S (X wwonan) =3 (X wmanngn)( Y sranne)

ij=1 k=1 ij=1 ki,t1=1 ko, lo=1

n n n
=D DD Gk ek 6 Ot
1,j=1 k1,ko=1£1 £2=1
n n
= Z Z Ok ko Ot 62 Aoy £, Az
k1,ka=141,02=1
n
2
Apep-

k=1

Problema 4.34. Sexa A a matriz dada por

2/3 —2/3 1/3
A= 1/3 2/3 2/3
—2/3 —1/3 2/3

E A a matriz dunha isometria? Atopar os valores propios complexos de A e comprobar
que tenien médulo 1, e achar unha descomposicién diagonal ou en bloques 2 x 2 da

forma < a b) con a2 +bv2=1.
-b a

Solucién. Para ver que unha matriz A é unha isometria, é suficiente con ver que
At = A7 Iso é asi porque unha isometria é un endomorfismo que preserva normas.
Como (Av, Av) = (v, AL Av), cémpre que A'Av = v para todo v, o que quere dicir que
A'A = 1. Neste caso, é inmediato ver que A'A é a matriz identidade.

Por outro lado, a matriz ten determinante 1, e tratdndose dunha isometria 3 x 3 iso
que quere dicir que 1 é un valor propio. Podemos ver que (—1,1,1) é un vector propio
de valor propio 1. A forma reducida serd polo tanto da forma

1 0 0
0 Ccos & sin o
0 —sina COS &

A traza é 1 + 2cosa = 2, polo que cosa = 1/2; porén, iso deixa duas opciéns para
sin a;, polo que € precisa ou ben algunha interpretacion xeométrica ou proceder do xeito
habitual.

Os outros valores propios son Ay =
propios son (vg,v3), con

# elg = ié‘/g, que tenen modulo 1. Os vectores

1—iv3 —1—iV3 14+iv3 —1+iV3
”2:( 2 ' 2 ’1>’ ”3:< 2 2 ’1)'
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Definindo wy = 2% ¢ wg = w temos a base (v, ws, ws), con

v =(-1,1,1), w2=(1/2,-1/2,1), w3=(-1/2,-1/2,0),

que é ortogonal (pero non ortonormal, para iso haberia que dividir cada vector pola
sia norma). En calquera caso, a forma reducida é

1 0 0
0 1/2 V32
0 —V3/2 1/2

Convén observar que normalizar wy e ws dividindo por 2 ou por v/2, como se fixo ao
traballar o teorema de estrutura das isometrias, non afecta ao resultado.

Problema 4.35. Sexa A a matriz dada por

14 —-12 -52 832
06 02 —26 3,64
0 0 74 1248
0 0 —48 7,96

A=

Atopar os valores propios complexos de A e comprobar que tenen mdédulo 1, e achar

b .
unha descomposicion en bloques 2 x 2 da forma < “ a) con a’+b* = 1. E A a matriz

—b
dunha isometria? E iso unha contradicién con algun resultado teérico?

= T2 Ny = T2y, o A4Bi g ), = 423
= :

Solucién. Os valores propios de A son A\; = 25 =

Os vectores propios correspondentes son

3—1 241 8—1
U1 = ( y ) 71)

) )
_(3—1—1 2—z 8+1 1)
— =
:(1—1—2,1,0 0)
v = (1—1,1,0,0).
Definimos os vectores wlz%,wgzw,u@,:%euuzw. Entén,

temos 4 sda vez que v1 = w1 + iws, Vo = W1 — iWe, V3 = w3 + 1wy € V4 = w3 — twy. Para
calcular f(w;), observamos que

£ )_f<v1+v2)_>\1v1+>\2v2_l 24
W= A 2 5T o5
De xeito andlogo chegamos a
24
Flwz) = Gowi + gz,
4 3
flws) = 5103 — 5104
4
f(w4) = —w3 + -w4
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Observamos que nesta descomposicion os vectores da base non son ortornormais, pero
a descomposicion en matrices de senos e cosenos é a mesma. M&is en concreto, temos
que

-1

06 —02 1 1 028 0,9 0 0\ /0,6 —02 1 1
a_ |04 02 1ooff-09 02 o0 0llo4 02 1 0
16 —02 0 0 0 o 08 06||16 —02 0 0
1 0 00 0 0 -06 08 \1 0 00

Para ver que unha matriz A é unha isometria, é suficiente con ver que A* = A~!. Iso é
asi porque unha isometria é un endomorfismo que preserva normas. Como (Av, Av) =
(v, A Av), cémpre que A' Av = v para todo v, o que quere dicir que A*A = I. Neste caso,
¢ inmediato ver que A'A non ¢é a matriz identidade. O feito de que os valores propios
tenian modulo 1 e que polo tanto se poida construir unha matriz con bloques de senos e
cosenos como a descrita no enunciado non implica que a matriz sexa a dunha isometria:
para iso, seria preciso ademais que a base de vectores propios na que diagonaliza fose
ortonormal, e ese non € o caso.

Problema 4.36. Consideramos a matriz B que na forma candnica se expresa como

1+ 1 0 0
0 1+ O 0
0 0 1-—z 1
0 0 0 1-—4

Que sucede ao aplicar o procedemento para expresala en bloques 2 x 2 de senos e
cosenos?

Solucién. Chamamos (v1, v, v3,v4) & base na que a matriz admite forma de Jordan.
Tomando a base (wy,ws, w3, wy), con
U1 + U3 B —’i(Ul — ?}3) V2 =+ U4 —i(’l)g — ’1)4)

wy = Ta w2 2 ) w3 = 2 ’ wy = 9

Nesa base, a matriz escribese como

11 10
-1 1 01
00 11
0 0 -1 1

Isto é o que se cotiece como forma de Jordan real: se a matriz non diagonaliza en C,
podemos escribila en forma de bloques 2 x 2 e en vez de ter uns na diagonal superior
o que teremos é bloques 2 x 2 correspondentes a Iy por riba dos bloques da forma

a b
b a)’
Descomposicién en valores singulares.

Problema 4.37. Atopar a descomposicién en valores singulares de

101
A_<—1 1 0)

e atopar a matriz de rango 1 madis proxima a ela coa norma euclidiana.
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Solucién. Comezamos considerando A!A:
2

AtA = -1

1

Os valores propios correspondentes son 3, 1 e 0, e a matriz ortogonal V que ten por
columnas os vectores propios correspondentes de norma 1 é

2 g L
V6 V3
v -1 1 _T
o
V6 V2 VB
Por outro lado,
(V3 0 0
E_<O 10

Finalmente, para achar os vectores u; e us que forman as columnas de U facemos

= %Avl e ug = Ave. Entén
1
U= VF) :
<_\/§ V2

Polo tanto, a descomposicion buscada é da forma

»—AS‘»—!
[\&)

11 Z 0 —&\
o v E)(vBooy [ L Y
O A B
5V

A matriz de rango 1 mais préxima a ela, polo teorema de Eckart—Young—Mirsky, é

2 g _1\t
w_ v oEY (VB ooy [ L ) (1 -2 12
1_—%% 0 10 Vo2 VB T\ 12 —1/2)°
V62 VB

Problema 4.38. Consideramos o endomorfismo de R? dado por f(z,y,2) = (ax +
Y, + ay,az), con a > 1, e sexa A a sia matriz na base candnica.

(a) Xustificar que f diagonaliza en R e encontrar os seus valores propios.
(b) Dar unha descomposicién en valores singulares de A.

(c) Encontrar o para que 3 sexa o valor maximo de || f(z,vy, 2)| entre os vectores
(z,y,2) de norma 1.

Solucién. (a) A matriz na base candnica é

A=

o~ 9
o QO
C oo

O polinomio caracteristico é Char(A4; X) = —(X — (a—1))(X — (a+1))(X — «),
polo que as raices son a, a+1 e a — 1. Un vector propio para a é o (0,0, 1); para

a+1éo0 (1/v/2,1/4/2,0) e para a —1¢é o (1/v/2,—1/v/2,0).
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(b) Como a matriz é simétrica e diagonaliza nunha base ortonormal, unha descom-
posicién da forma A = PDP~! con P~! = P! é tamén unha descomposicién en
valores singulares. Nese caso,

1 1 1 1
@ 0 @ a+1 0 0 @ 0 ?
0 1 0 0 0 a-1 0 1 0

(¢) O valor méximo correspéndese co maior valor singular, é dicir, con « + 1. Polo
tanto, a = 2.

Problema 4.39. Consideremos a matriz

a b ¢ c
b a ¢ ¢

A= c ¢ a b € My(R),
c ¢ b a

cona>b>c>0.

(a) Sabendo que w; = (1,1,1,1), we = (1,1,-1,—1) e w3 = (1,—1,1,—1) son vecto-
res propios, dar os valores propios de A (coas sias multiplicidades) e unha base
ortonormal de vectores propios.

(b) Calcular unha descomposicién en valores singulares de A. Como cambiaria a res-
postase b >a > c > 07

(¢) No caso particular a = 4, b =2 e ¢ = 1, dar a matriz de rango 2 mais préxima a
A.

(d) Repetir o apartado (b) no caso no que b > a > ¢ > 0.

Solucién. (a) Como A é unha matriz simétrica, o teorema espectral afirma que dia-
gonaliza nunha base ortonormal de vectores propios. Para os vectores propios do
enunciado, temos que

Aw; = (a+ b+ 2c)wi, Aws = (a+b—2c)wy, Aws= (a—b)ws.

Polo tanto, a+ b+ 2¢, a+b—2c e a — b son valores propios de A (con a+b+2¢c >
a+b—2c > a—0). Para encontrar o outro valor propio, usamos que a sia suma é
igual & traza, que é 4a. Polo tanto, o outro valor propio é a — b. Temos entén que
a—>b é un valor propio con multiplicidade xeométrica 2. Considerando o subespazo
propio asociado, temos que unha base ortogonal de vectores propios estd dada por
{(1,-1,1,-1),(1,-1,—-1, 1) }.

Alternativamente, como (w1, ws,ws) é invariante, o ortogonal tamén o serd. Isto

quere dicir que
<wla w2, w3>J— - <(]-a _17 _17 1)>

¢ un subespazo propio de valor propio a — b. Dividindo pola norma, podemos
coller a base ortonormal
1 1 1 1

U1 = 5’11)1, U2 = 5’11)2, V3 =
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(b)
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Como A é simétrica, S := A’A = A? e os valores propios de S son A7, onde \;

son os valores propios de A. A matriz V' da descomposicién en valores singulares
estd formada polos vectores vy, v9, v3,v4 en columna. Os valores singulares de A

son por tanto .//\22 = |\|. Iso quere dicir que os valores singulares son
c1=a+b+2c, o9=a+b—2c, o03=04=a-—0b,

xa que polas desigualdades do enunciado todos eles son positivos. Entén,

a+b+2c 0 0 0

_ 0 a+b—2c 0 0

D= 0 0 a—b 0
0 0 0 a-—0b

Como D coincide coa matriz de valores propios, a decomposicién A = VDV que
diagonaliza A (notemos que V! = V~! xa que V é unha matriz ortogonal por ser
un cambio de base entre bases ortogonais) xa nos dd a SVD con U = V. Se feito,
se calculamos u; = U%Avi obtemos u; = )\%)\ivi = v; para todo ¢t =1, 2,3, 4.

A matriz de rango 2 mais proxima a A obtense considerando os dous primeiros
valores singulares na SVD, 01 = a+b+4+2c =8 e 00 = a+b—2c = 4. Entén,
obtemos

vt=

=W W

8
0
v 0
0

O O = O

0
0
0
0

o O O O
— =W W

W W = =
W W = =

Se b > a > ¢ > 0, os valores singulares son
ocr=a+b+2c, o9=a+b—2c, o3=04=b—a,

xa que a +b—2c > b— a. A matriz V é a mesma (e polo tanto V! tamén),
pero a matriz U ten agora por columnas os vectores (vi, v, —v3, —v4), Xa que
ug = %314“3 = —¥3 € 0 MesIO OCOITe Para uj.

Problema 4.40. Consideramos o espazo vectorial E = M, (R) co produto escalar
(A,B) = Tr(A'B) e a norma correspondente ||A|p = /Tr(AtA). Sexan Fy e F, os

subespazos formados polas matrices simétricas e antisimétricas, respectivamente.

(a) Demostrar que F, = F;- e determinar a matriz simétrica méis préxima a unha

matriz dada A € F con respecto 4 norma que consideramos.

(b) Expresar ||A||r en termos dos valores singulares da matriz A e caracterizar para

que matrices A se cumpre ||A||p = || Al|2.

Solucién. (a) Imos comezar comprobando que F, C Fj‘, é dicir, que se A € F, e

B € F, entén (A, B) = 0. Comezamos observando que
(A,B) = Tr(A'B) = Tr(—AB) = — Tr(AB),
onde usamos que a traza é lineal. Por outro lado,

(B, A) = Tr(B'A) = Tr(BA) = Tr(AB),
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onde agora empregamos que Tr(AB) = Tr(BA). Como (A,B) = (B, A), con-
cluismo que Tr(AB) = — Tr(AB), polo que Tr(AB) = 0 e, polo tanto, (4, B) = 0.

Unha vez demostramos que F, C Fi-, para que ver son iguais é suficiente com-

. ., L i 2_
probar que as dimensiéns de ambos coinciden. Tense que dim(F;) = "5, xa que

se podemos escoller arbitrariamente o valor de todos os coeficiente a;; con i > j;
. 2 ,

por outro lado, dim(Fs) = 2 2+  xa que aqui podemos escoller o valor dos a;; con
2

i > j. Entén, dim(F;") = n? — dim(Fy) = 252

Polo teorema da proxeccién ortogonal, todo elemento A se escribe de forma tnica
como suma un de Fys e un de F},; mais en concreto, podemos por

e )

. s . , t . . . 4
Polo tanto, a matriz méis préxima a A € F serd A = %, e a distancia vira
A-At

dada pola norma de “5~.

(b) Polo visto en teoria, se os valores singulares de A son o1 > 09 > ... > o,

entén temos que ||A||p = /o2 + ...+ 02 e ||A]]2 = 01. Polo tanto, cémpre que

o3 = ... = 0, = 0. En particular, isto quere dicir que o rango de A'A é como
moito 1.

Problema 4.41. Sexa T un endomorfismo dun espazo euclidiano V. Sexa § o menor
valor singular de T e sexa s o maior valor singular de T'.

(a) Probar que §||v|| < ||Tv|| < s|jv| para cada v € V.
(b) Sexa A un valor propio de T'. Probar que § < || < s.

Solucién. (a) Observamos que se U é unha matriz ortogonal, entén ||[Uv|| = ||v]| xa
que
[Uw]|* = (Uv, Uv) = (v, U'Tv) = ||v]*.

Por outra banda, se D é unha matriz diagonal da forma diag(A1, ..., A,), con A\ >
... > A > 0, temos que A\, |[v]| < ||Dv| < Aifv]|. Polo tanto, se consideramos
a descomposicién en valores singulares de T, T' = UXV?, temos que ||Tv| =
|UEVI)|| = |EVo]|. Entén,

slloll = 3[Viol < ISVl < sVl = s]lv]l.

(b) Sexa v un vector propio de T' con valor propio A. Entén, Tv = Av. Nese caso,
ITv|| = |Al||v||- Polo tanto, usando o apartado anterior temos que

§<IA < s,
como queriamos.

Problema 4.42. Achar a descomposicién en valores singulares UXV? da matriz

32 2
A‘(z 3 —2)'

Pédese usar que Char(A'A; X) = —X (X — 9)(X — 25).
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Solucién. Comezamos observando que

13 12 2
AtA=112 13 -2,
2 -2 8

e tense entén que Char(A'A) = — X (X —9)(X — 25). Os vectores propios normalizados
(v1, v2, v3) asociados aos valores propios (25,9, 0), respectivamente, venien dados por

U= (\2’\}5’0)’ U2 = (3\1/5’3:2’ 335)’ v (%2%’%)

Do mesmo xeito, temos que os valores singulares son o1 = v/25 = 5 e g9 = V9 = 3.
Finalmente, os vectores columna da matriz U son

up = %Avl = (\}5, 12), Uy = %A’Ug = (\}5, —\}§>

Polo tanto, a descomposicién buscada é

1 1
A:(\? @><500>
e JAUE .

Formas cuadraticas.

—
SN
w
»ﬂ
N
ol LolbY ol

Problema 4.43. Clasificar as seguintes formas cuadraticas encontrando unha forma
reducida, o rango e o indice. Indicade se son definidas positivas, definidas negativas ou
non definidas.

(a) q(z,y,2) = 20 + 5y% + 22% — 4oy — 222 + 4yz en R3,
(b) q(x,y,z,t) = 22t + 6yz en R

Solucién. No primeiro caso, a matriz da forma cuadratica é

2 -2 -1
-2 5 2
-1 2 2

Aplicando congruencia pivote chegamos a que a forma reducida é 222 + 352 + %22 e que
unha matriz de cambio de base é

11 1/6
S=(0 1 -1/3
0 0 1
O rango é 3, o indice de inercia positivo é 3, o negativo é 0 e a forma cuadratica é

definida positiva.
No segundo caso, a matriz da forma cuadratica é

_ o O O
o w o o
o O w o
o O O
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Aplicando congruencia pivote chegamos a que a forma reducida é 222 4 632 — %22 — %52

e que unha matriz de cambio de base é

10 0 —1/2
g_ |01 172 0
01 1/2 0
10 0 1/2

O rango ¢ 4, o indice de inercia positivo é 2, o negativo é 2 e a forma cuadratica é non

definida.

Problema 4.44. Dar a clasificacion afin e proxectiva, encontrando unha forma redu-
cida, o rango e o indice, das formas cuadraticas que tenen as seguintes matrices nas
bases candnicas:

1 2 3 4
;gf 2 5 8 11
51 3) |3 8 142
4 11 20 30

Solucién. No primeiro caso, aplicando congruencia pivote chegamos a que unha forma
reducida é 472 + 452 4+ z% e que unha matriz de cambio de base é

1 —1/2 3/4
s=lo 1 -1/2
0 0 1

O rango ¢ 3, o indice de inercia positivo é 3, o negativo é 0 e a forma cuadratica é
definida positiva.

No segundo caso, aplicando congruencia pivote chegamos a que a forma reducida é
2 + y% + 22 4+ 2 e que unha matriz de cambio de base é

SO o=
o
—
\
[\

O rango ¢ 4, o indice de inercia positivo é 4, o negativo é 0 e a forma cuadratica é
definida positiva.

Problema 4.45. Consideramos a forma cuadratica q: R — R con q(z,y, 2) = 22y +
2yz + 2zz.

(a) Encontrar unha base u de R? na que a matriz de ¢ sexa diagonal.

(b) Encontrar un subespazo vectorial F' C R? de dimensién maxima tal que q|p é
definida negativa.

(c) Razoar se existe algiin subespazo vectorial G C R? de dimensién 2 e tal que q|g
tena rango 1.

Solucién. (a) A matriz da forma cuadrética é

A=

_ =0
_ o =
O =
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Facendo congruencia pivote, temos que coa matriz de cambio

1 —1/2 -1
s=11 12 =1
0o 1 1

a forma cuadratica é diagonal:
q(7,5,%) = 23" — (1/2)" - 22
(b) Comnsideramos F' = ((—1,1,0),(—1,—1,1)), que se corresponde cunha combina-

cién lineal do segundo e do terceiro vector na base adaptada. A matriz da restri-
cién da forma bilineal a F' é
-2 0
0 -2/

(¢) E suficiente coller un vector isétropo, por exemplo v; = (1,0,0), e completar cun
vy de maneira que se ¢ é a forma bilineal asociada se tena que ¢(v1,v2) = 0, e
g(v2) # 0. Por exemplo, se collemos vy = (1, —1,0) observamos que a matriz de

q|G ¢
0 0
0 -2/)°
Observamos que para achar vs consideramos a aplicacion lineal

O E— K, v (v1,v),

para a cal o ntcleo ten dimension 2, polo que é suficiente con coller un elemento
que xunto con vy forme parte do ntcleo.

Problema 4.46. Sexan ¢,¢': R? — R as formas cuadriticas
q(z,y,2) = day + y* — 8wz — 42>
q(x,y,2) = —2% + 22y — 22
(a) Calcular o rango e a signatura de ¢. Diagonalizar ¢ e obter a base asociada.

(b) Son (V,q) e (V,q') espazos cuadraticos isométricos? En caso afirmativo, obter
unha isometria entre eles.

(c) Obter 4 subespazos de (V, q) de vectores is6tropos de dimensién 1.

(d) Razoar se existen ou non subespazos de (V, q) de vectores isétropos de dimensién
2.

Solucién. (a) A matriz de ¢ na base candnica é

0 2 —4
A= 2 1 0
-4 0 —4

Aplicando congruencia-pivote, temos que a forma reducida é ¢(z, 7, z) = 3> — 422
e a matriz de cambio de base é

1
S=|=
-1

\V)

00
10
01

Polo tanto, o rango é 2 e a sinatura é (i4,i_) = (1,1).
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(b) Non son espazos isométricos xa que a matriz de ¢’ é

11 0
B=| 10 o,
00 -1

e ten rango 3. A stda sinatura é (i4,i_) = (1, —2).

(c) Observamos que q(Z,%,z) = (§ + 22)(§ — 22), polo que podemos coller os subes-
pazos xerados por vectores que na base dada polas columnas de S son da forma
(a,—2b,b) ou (a,2b,b), con a,b € R. Na base canénica, son os vectores da forma
(a,—2a — 2b,—a +b) e (a,—2a + 2b, —a + b).

(d) Collemos por exemplo o plano § + 2z = 0, que ten dimensién 2 e que unica-
mente consta de vectores isétropos. Na base candnica é o subespazo xerado por
(1,—2,—1) e por (0,—2,1). Alternativamente, é o subespazo de dimensién 2 con
ecuaciéon 4z +y + 2z = 0.

Poderiamos coller tamén 3 — 2z = 0. Nese caso, é o subespazo xerado por
(1,—-2,—1) e (0,2,1), cuxa ecuacién é y — 2z = 0.

Problema 4.47. Consideremos en R? as formas cuadriticas definidas polas matrices

Qe

21 0 00 O
Q=110 1], Q’: 0 1 0
01 -2 0 0 -1

(a) Demostrar que as formas cuadréticas son equivalentes e calcular dous cambios de
base diferentes que permitan pasar dunha a outra.

(b) Achar o radical e o cono isotrépico do espazo (R3, Q).
(c) Existe un complementario ortogonal do subespazo
U={2z+y=0}

correspondente & forma bilineal definida por Q7 (Cando temos unha forma bili-
neal, a nocién de perpendicularidade é a mesma que no caso de produtos escala-
res.)

Solucién. (a) Aplicando congruencia pivote, chegamos a que () admite a mesma
forma reducida que ' empregando como matriz de cambio de base

1 2
2 2
S=1 2 0 V2
1 0 0

Os vectores columna de S forman unha base v = (v1, v, v3) na que a matriz é dia-
gonal e ten a forma de Q’. E inmediato ver que Q" admite a mesma forma diagonal
se consideramos unha base da forma v = (vy,v2 + avi,v3 + bvy), onde a,b € R.
Isto é asi porque vy estd no radical; alternativamente, podemos comprobar que

00 O 1 00 00 O 1 a b
01 O0)J=1]ae 1 0 01 O 010
00 -1 b 0 1 0 0 -1 0 01
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Polo tanto, se v; = (—1,2,1), vg = (%,0,0), vy = (— g,ﬂ,O), podemos
coller as bases (v1, va, v3) ou (v1, v +v2,v1 +v3) para pasar & base diagonal. Unha
alternativa consiste en empregar —v/2 en lugar de V2 no tltimo paso do método
de congruencia pivote; iso permite obter outra base diferente das anteriores.

(b) Para achar o radical é suficiente con pér

2 1 T 0
10 1]ly]l=1o0
0 1 -2 z 0

Achamos por tanto que o radical é o subespazo xerado polo vector (—1,2,1).

Para o cono isotrépico, traballando coa forma reducida, temos que se corresponde,
nas coordenadas asociadas & base v, con

(G +2)(y - 2).

Polo tanto, é a unién de dous planos: Fy = ((v1,v2 —v3) e Fy = (v1, va +v3). Méis
explicitamente,

F, =(0,1,1),(1,-1,0)), F»=((1,0,-1),(0,1,0)).

(c) Para achar un complementario ortogonal, temos que impor que U~ estea en suma
directa con U e que sexa ortogonal a el. Unha base de U estd dada por (0,0,1) e
por (1,—2,0). Entén, se impomos que un vector (a, b, ¢) sexa ortogonal a ambos,
temos que b — 2¢ = 0. Iso é un subespazo de dimensién 2, e a interseccién con
U é o subespazo xerado por (—1,2,1); polo tanto, é suficiente con coller calquera
vector de U+ que non sexa un miltiplo de (—1,2,1). Por exemplo, collemos o
(1,0,0).

Problema 4.48. No corpo dos nimeros reais, consideremos a forma cuadratica dada
por
q(z,y,2,t) = z? +y2 +42% — 2 + 22z 4+ 2xt — dyz + 42t = 0.

(a) Achar unha forma reducida de ¢ e indicar cal é a matriz do cambio de base.
Indicar o rango e os indices de inercia de ¢q. E definida positiva, definida negativa
ou non definida?

(b) Dar catro subespazos isétropos de dimensién 1 para a forma cuadrética ¢ (é dicir,
subespazos nos que todos os vectores sexan is6tropos).

(b) Dar un subespazo isétropo de dimensién 2 para a forma cuadrética gq.

(d) Suponamos agora que a forma cuadratica q(z,y, z,t) esta definida sobre un corpo
xenérico. Dar tres exemplos de corpos, K1, Ky e K3, nos que q(z,y,z,t) sexa
(afinmente) equivalente a 22 + y? + 22 + t2.

Solucién. (a) Aplicando o método de congruencia pivote, temos que unha forma

reducida é

q(2,9,%,0) =8 +§° — 2" - 1.
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A matriz do cambio de base é

1 0 -1 -2
01 2 2
5= 00 1 1
00 0 1

A partir da forma reducida temos o seguinte.

= Rango. r = 4.
» Indice. i = 2. En particular, (t4,i-) =(2,2).

= Non definida. Nunha forma diagonal hai tanto valores positivos como ne-
gativos.

(b) Chamamos (u1, ug, us, u4) aos vectores columna de S. Podemos coller entén como
vectores isétropos u1+uz = (0,2,1,0), uy+ug = (—1,2,1,1), ug+uz = (-1, 3,1,0)
e us +ug = (—2,3,1,1). Como os vectores son linealmente independentes, pode-
mos coller os subespazos xerados por cada un deles.

(¢) O subespazo que ten por ecuaciéns na base reducida Z = z e §j = ¢ é un subespazo
isétropo de dimension 2. En termos de xeradores, é o subespazo

((0,2,1,0),(—2,3,1,1)) = ((0,2,1,0),(—=2,1,0,1)).

(d) Ten que se cumprir que —1 sexa un cadrado en K. E suficiente con considerar
os complexos, Z/5Z e 7Z/137Z. Mais en xeral, serve calquera Z/pZ, con p primo
da forma p = 4k + 1 para k > 1, k € Z. Convén observar que se p = 2 non €
certo, xa que o método de congruencia pivote non ten por que funcionar e a forma
cuadrética inicial é q(z,y, z,t) = x? 4+ y? + t2, polo que o seu rango é 3.

Ainda que isto non se pedia, imos incluir unha demostracién do feito de que se
p é un primo impar, entén —1 é un cadrado moédulo p se, e soamente se, p = 1
(méd 4). Cando p = 1 (méd 4), é dicir, p = 4k + 1, é suficiente con considerar
x = (2k)! e observar que

2% = (2K)!- (2k)! = (2Kk1)-(=1)(2k) - (=1)(2k—1) ... (~1)1 = (4k)! = (p—1)! = -1,

onde a tultima congruencia é consecuencia do chamado teorema de Wilson, que
afirma que se p é un primo, entén (p — 1)! = —1 médulo p. A demostracién
do teorema, & sua vez, é practicamente inmediata: médulo p, os tnicos nimeros
que son inversos deles mesmos son o 1 e 0 —1, xa que 22 = 1 (mdd p) s6 ten
2 soluciéns por tratarse dunha ecuacién sobre un corpo. Polo tanto, podemos
agrupar os numeros desde o 2 ao p — 2 co seu inverso, de xeito que ao facer o
produto obtemos 1, e polo tanto (p —1)!=1-(p—1) = —1 (méd p).

Por outro lado, supofiamos que p = 4k + 3 e que existe z de maneira que 22 = —

(méd p). Entén, elevando ao cadrado, z* = 1 (méd p). Ao mesmo tempo, polo
pequeno teorema de Fermat, 272 = 1 (mdéd p). Pola identidade de Bézout,
sabemos que existen enteiros a e b de maneira que 4a + (4k + 2)b = 2. Enton,

2t =gt Wb = 1.1 =1 (mdd p),

que é unha contradicién co feito de que 22 =1 (méd p).
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Problema 4.49. No corpo dos nimeros reais, consideramos ¢(z,y, z,t) = 2(zy + yz +

zt).
(a)

(b)

()

Encontrar unha base na que admita unha forma reducida e dar os seus indices de
inercia positivo e negativo.

E tnica a base do apartado anterior? En caso negativo, dar outra base na que
q(x,y, z,t) admita unha forma reducida.

Dar catro subespazos isétropos de dimension 1 e catro de dimensién 2.

Solucién. (a) A matriz da aplicacién lineal asociada é

0100
1 010
0101
0 010

Aplicando congruencia-pivote, tense que a forma reducida é

1 1
q(j7g7 277?) = 2j2 - 5@2 + 222 — 552

e a base correspondente vén dada polas columnas da matriz

1 —-1/2 -1 1/2

P O VR
—lo o0 1 —1/2
0 0 1 1/2

Os indices de inercia positivo e negativo son ambos iguais a 2.

Non, a base non ¢é unica; por exemplo, ao facermos congruencia pivote podemos
multiplicar calquera fila por —1 e aplicar a mesma transformacién na columna
correspondente. Isto deixa invariante a forma diagonal, pero modifica no signo un
dos vectores da base. Por exemplo, podemos coller

-1 —1/2 -1 1/2
-1 1/2 0 0
0 0 1 —1/2
0 0 1 1/2

S =

Na base adaptada, temos que os subespazos dados por ((1,2,0,0)), ((—1,2,0,0)),
((0,0,1,2)) e ((0,0,—1,2)) son isétropos. Na base canénica, correspéndense cos
subespazos

(0,1,0,0))
(1,0,0,0))
( )
(

0,0,0,1)

U =
Us = (
Us = (
Uy =((1,0,—-1,0)).

De xeito similar, na base adaptada, para calquera eleccién de signos,

‘/:L' = ((ilv 27 07 0)7 (07 07 :l:la 2))
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¢é un subespazo isétropo de dimension dous, xa que
q(%a, 2a, £b, 2b) = 2a® — 24> + 2b* — 2b* = 0.

Cémpre observar que non é suficiente coller dous vectores isétropos calquera, xa
que nese caso a suma poderia non selo. Na base canodnica, os subespazos V; venien
dados por

((0,1,0,0),(0,0,0,1))
((1,0,0,0),(0,0,0, 1)>
((0,1,0,0),(1,0,-1,0))
((1,0,0,0), (1, ,0)).

Problema 4.50. Sexa ¢ : M3(R) x M3(R) — R a forma bilineal simétrica definida
por ¢(A, B) = Tr(AB) — Tr(A) Tr(B). Sexa q = g, a forma cuadratica asociada a ¢.

Vo
v
Vi
Vi

(a) Encontrar unha forma reducida de ¢ e unha base g-ortogonal.

(b) Encontrar un subespazo vectorial F' C M3z (R), de dimensién méxima, e tal que
¢(Iz, B) = 0, para todo B € F. Dar o rango e os indices de inercia de g|F'.

Solucién. (a) Imos comezar comprobando que, efectivamente, se trata dunha apli-
cacion bilineal e simétrica. Tendo en conta que a traza é unha aplicacion bilineal
tense que

80()\1141 + )\QAQ, B) = Tr(()\lAl + )\QAQ)B) — H(AlAl + )\QAQ) TI'(B)
=)\ TI'(AlB) + Ao TI'(AQB)
- )\1 TI‘(Al) TF(B) - )\2 TI‘(AQ) TI'(B)
= A1p(A1, B) + Aap(A2, B).
De xeito andlogo temos que p(A, A\1B1 + A\oBa) = AMp(A4, B1) + Xep(A, Ba). A
simetria é inmediata, xa que Tr(AB) = Tr(BA), polo que ¢(A, B) = ¢(B, A).

Temos que, por definicién, ¢ : M2(R) — R ¢é a forma cuadratica

q(@ Z)) = (a® +2bc+ d*) — (a+ d)* = 2bc — 2ad.

A matriz de ¢ na base natural de My (R) é

_ o O O
o= O O
O O = O
o O O

Aplicando congruencia pivote, temos que unha forma reducida estéa dada por
q(Z, 7, 2, 1) = —22° + 2% — 22° + 2.

Unha base ordenada (v1,v2,v3,v4) na que a matriz é g-ortogonal esta dada por

(10 o1y (0 -1 /=10
=0 1) 0 o) 0) ™m0 1)
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(b) Cumprese que ¢(Iy, B) = Tr(lz, B) — Tr(Iy) Tr(B) = Tr(B) —2 Tr(B). Polo tanto,
(2, B) = 0 se, e soamente se, Tr(B) = 0. Polo tanto, o subespazo de dimensién
maxima é

F ={B € M3(R) con Tr(B) = 0}.

Unha base de F' é (uy,ug,us), con

(01 (00 (1 0
=g 0)0"™7\1 o) o -1)°

A matriz da restricién g|F é

O = O
O O =
N OO

Os seus valores propios son 2, 1 e —1, polo que o rango é 3 os indices de inercia
positivos e negativos son 2 e 1, respectivamente.

Problema 4.51. (a) Dada a forma cuadrética de R? definida por g, (z,y,2) = 22 +
2y% + 22 + 2(xy + yz + axz), encontrar o rango e os indices de inercia positivo
e negativo de g, en funcién do pardmetro a. Atopar tamén unha base de R? na
que a forma bilineal asociada sexa diagonal.

(b) Sexa qo(x,y,z) a forma cuadratica do apartado anterior. Para os valores de o que
sexa posible, dar un subespazo F' C R3, F' # 0, de maneira que a forma bilineal
asociada sexa identicamente cero en F'. Cando non sexa posible, explicar por que.

(c) Existe algin valor de a para o cal sexa posible tomar o F' do apartado anterior
de dimensién 27

Solucién. (a) Aplicando o método de congruencia-pivote temos que unha forma re-
ducida é

0.(2,7,2) = ° + §° + 20(1 — @) 22,

e unha matriz de cambio de base é

1 -1 1-2«
S=10 1 a—-1
0 O 1

Polo tanto, temos o seguinte.

= O rango é 2 cando @ = 0 ou a = 1 e 3 no resto dos casos.

» O indice de inercia positivo é 3 cando a € (0,1) e 2 cando o € (—o0,0] U
[1,400).

» O indice de inercia negativo é 1 cando a € (—00,0) U (1,+00) e 0 no resto
dos casos.

A matriz da forma bilineal é definida positiva cando « € (0,1) e semidefinida
positiva se a = 0 ou a = 1. En caso contrario é non definida.

(b) A matriz da forma bilineal é definida positiva cando o € (0,1), polo que nese
caso non existe ninglin subespazo non trivial no que a forma bilineal asociada
sexa dexenerada.
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» Se « = 0 ou @ = 1 temos que ¢(1 — 2a,¢ — 1,1) = 0, polo que F =
(1 —-2a,a0 —1,1)).

» Se a € (—00,0) U (1,40), o subespazo que queremos coller é o xerado,
na base para a cal g, é diagonal, polo vector (0, y/—2a(1 — «),1). Na base
canodnica temos enton

F= <(—\/—2a(1 “a)+1-20,v/—2a(l-a)+a—1, 1)>.
Por exemplo, se o = 9, ese é o subespazo xerado polo vector (—29, 20, 1).

(c¢) Suponiamos que F' se puidese coller de dimensién 2. Sexa {vi,v2} unha base de
F, e ({v1,v2,v3} a ampliacién a unha base de E. Entén, chamando ¢, 4 forma
bilineal asociada, tense que

2¢0(v1,v2) = ga(v1 +v2) — ¢a(v1) — ga(v2),

polo que a matriz de ¢, é da forma

L O O

0
0
b

o o Q

con a, b, c € R. En particular, o rango é como moito 2, o que quere dicir que o = 0
ou a = 1. Porén, nese caso a forma cuadrética é equivalente a qo(x,y, 2) = 22 +y2,
e os Unicos vectores (x,y, z) para os que qo(x,y, z) son os da forma (0,0, z). Isto
demostra que nunca poden existir subespazos isétropos de dimension 2.

Problema 4.52. Un problema habitual en fisica consiste na diagonalizacion simultdnea
de duas formas cuadraticas sobre os reais, é dicir, en atopar unha base de vectores pro-
pios na que a matriz de ambas sexa diagonal. Por exemplo, en problemas de oscilacions
¢ frecuente ter que resolver ecuaciéns diferenciais da forma Mq¢” = —K¢q, onde tanto
M como K son matrices simétricas definidas positivas.

Sexan A e B duas matrices simétricas e supofiamos tamén que B é definida positiva.
Como B define un produto escalar, partindo da base candnica de R™, podemos atopar
unha base u = {uy,...,u,} que sexa ortonormal para ese produto escalar. A matriz
de B na base u é a identidade, e se C' é a matriz que pasa de u & base canénica,
entén I = C*BC. Na nova base, a matriz de A é A = C*AC. Como A é unha matriz
simétrica, polo teorema espectral sabemos que diagonaliza nunha base ortonormal v =
{v1,...,v,}. Nesta nova base, a matriz de B segue a ser a identidade, xa que se trata
dun cambio de base por unha matriz ortonormal.

Aplicar o procedemento discutido no apartado anterior para diagonalizar simultanea-
mente as formas cuadraticas dadas por

A(z,y) = —dzy, B(z,y) =2 — 2zy + 4y°.

1 -1
p=(a )

define un produto escalar, polo que podemos comezar coa base canénica B. = {e1, ea}
e aplicar Gram—Schmidt para obter unha base ortonormal, B,, = {u1,us}. Temos que
u1 = (1,0) e para obter o segundo vector temos que normalizar

Solucién. A matriz de B,

€2 — <€2,U1>u1 =e9+uy = (1, 1),
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,%) A matriz de A na base u é

_ 1 0 0o —2\ (1 L 0 —-=2
G OE 6D
V3 V3 V3 V3

Temos que Char(A4; X) = %(3)(2 +4X — 4), que ten por raices X = —2e X = 2. O
vector propio correspondente a X = —2 ten coordenadas (1, \/5) na base u, polo que
se corresponde co vector

polo que ug = (

Sl

|
oS

v = /\(U1 + \/§U2) = )\(61 + (61 + 62)) = )\(261 + 62).

Como B(2,1) = 4 tomamos A = 1/2 e v; = e1/2+ e3. Por outra banda, o vector propio
correspondente a X = 2/3 ten coordenadas (v/3, —1) na base u, polo que se corresponde

co vector 1 1
V2 = M<\/§— %a —%>
Normalizando, tense que vy = ?el - ?62. Polo tanto, a matriz de B na base v =

(v1,v2) é a identidade, mentres que a de A correspéndese coa forma cuadritica —2z2 +
-2
Tl

winNy

Problema 4.53. Sexa £ = R*. Consideramos a forma bilineal dada por

d(x,y) = —21Y2 + 221Y4 + T2y1 + 3x2y4
+ 233ys — 224Ys — 3T4y2 — 2T4Y3

Demostrar que ¢ é unha forma simpléctica e achar unha base simpléctica para ¢.

Solucién. A matriz de ¢ é

0 -1 0 2
1 0 0 3
0 0 0 2
-2 -3 -2 0

Como é antisimétrica e non dexenerada, tratase da matriz dunha forma simpléctica.
Comezando coa base canénica {eq, eg, 3,4} e aplicando o procedemento habitual, po-
demos coller v; = (1,0,0,0) e v = (0,—1,0,0), de xeito que ¢(vy,v2) = 1. Deste
xeito,

ey = ez — d(es, va)v1 + ¢(es, v1)ve2 = (0,0,1,0)

ey = eq — P(eq, v2)va + Peq, v1)v2 = (—3,2,0,1).

Como ¢(eh, €)y) = 2, podemos coller v3 = (0,0,1,0) e vy = (—=3/2,1,0,1/2). Neste caso,
(v1,v3,v2,v4) forman a base simpléctica buscada.

Problema 4.54. Sexa ¢ a forma bilineal que na base canénica de R? ten por matriz
0 -1 2

1 00

-2 00

(a) E ¢ unha forma simpléctica?
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(b) Sexa F = {v € R3 tales que ¢(v,-) = 0} e sexa G un complementario de F.
Demostrar que ¢|G é unha forma simpléctica e achar unha base simpléctica.

Solucién. (a) Non é unha forma simpléctica xa que a matriz é singular.

(b) Temos que F' = ((0,2,1)), polo que podemos coller G = ((1,0,0),(0,1,0)). A

matriz de ¢|G é
0 -1
1 0)°

Se collemos entén G’ = ((1,0,0), (0,—1,0)), obtemos unha base simpléctica.






Capitulo 5

Tensores e alxebra tensorial

Ao longo deste capitulo, sexa E un espazo vectorial de dimension finita sobre un corpo
K, e sexa E* = L(E,K) o seu espazo dual. Escribiremos B, = {vi,...,v,} para
referirnos a unha base de E e B}, = {v],...,v}} para a sta base dual. Recordamos que
entén v} (vj) = ;.

5.1. Definicions e nocions basicas

Definicién 5.1. Un (p, q)-tensor, ou un tensor p-covariante, q-contravariante é unha
aplicacién multilineal

fiEx L ExE*x ! xEB* — K.

O conxunto destes elementos denétase como T (FE). Se ¢ = 0, pomos simplemente
T,(E), e isto son os tensores p-covariantes; se p = 0, escribimos T9(E), e falamos de
tensores q-contravariantes. Cando tanto p como ¢ son diferentes de 0, falase de tensores
miztos.

Para abreviar notacién, 4s veces poremos E*P para referirnos a Ex 2. xEB. Convén
recordar que T1(E) = E* é o espazo dual.

Un primeiro exemplo que non apareceu no estudo dos determinantes corresponde a
situacion de T1(E) = L(E*, K), que é o conxunto de aplicaciéns lineais f: E* — K.
Este espazo chamase o espazo bidual de E e dendtase como E**. A seguinte proposicién
afirma que é posible dar un isomorfismo entre £ e E** que non depende da eleccién
dunha base; en xeral, un isomorfismo asi entre £ e £* non existe, ainda que si sucedia
no caso dos espazos euclidianos.

Proposicion 5.1. A aplicacién i: E — E** que envia v — 0, onde 0v: E* — K esta
definida por v(w) = w(v). estd ben definida, é lineal e inxectiva. Se E ten dimensién
finita, entén é un isomorfismo.

Demostracion. O elemento © pertence ao bidual por construcion; ademais, a linealidade
de i é evidente. Para ver a inxectividade, se ¢ é 0, entén temos que w(v) = 0 para todo
w; se v fose diferente de 0, haberia algunha aplicacién lineal que ao avaliala en v dese
un resultado non cero. Como non é o caso, temos que i ¢ inxectiva e, se a dimension é
finita, entén é tamén un isomorfismo. ]

Exemplo. En dimensién infinita o morfismo segue a ser inxectivo, pero non é certo
que sexa un isomorfismo. Aqueles espazos para os que ¢ induce un isomorfismo co

199
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seu bidual chdmanse reflexivos. Se entendemos como dual o conxunto de aplicacions
lineais, sen impor ningunha condicién extra (o chamado dual alzébrico), entén os tinicos
espazos reflexivos son os de dimension finita. Os exemplos mais interesantes aparecen en
andlise funcional ao tratar con espazos de Banach, que son espazos vectoriais completos
con respecto a unha norma; neste caso, acostimase falar de dual topoloxico, xa que na
definicién pidese tamén que as aplicaciéns lineais sexan continuas con respecto 4 norma.
Un caso importante ten que ver cos denominados espazos ¢P:

oo
P = {(an)n21 conap ERe Y |agl < oo}.

n=1

Sel < p < q, entén £ C ¢4 e a inclusion é estrita, é dicir, hai elementos en ¢¢ que
non estdn en 2. O dual (topoldxico) de ¢P é ¢4, onde q = 1%‘ Porén, ctimprese que
(¢P)** ~ ¢P. Consideremos agora 0s espazos

cop = {(an)n>1 cona, € Re lim a, = 0},
- n—oo

(> = {(an)nzl con a, € R e sup|a,| < oo}.

Temos que ¢y C £1 C £°°, e novamente as inclusions son estritas. Non é complicado ver
que o dual de ¢y é isomorfo a ¢1, e & sia vez o dual deste ultimo é isomorfo a £°°; é
dicir, o bidual de ¢y é isomorfo a £°°, que non coincide con ¢y, senén que simplemente o
contén. Isto ilustra que en moitos contextos non é posible identificar un espazo co seu
bidual.

Convén ter en conta que, usando a identificacién entre un espazo vectorial e o seu
bidual, temos que T (E) = TF (E*). Deste xeito, calquera resultado que probemos para
T,(E) pode trasladarse a TY(E) = T,(E*). Por outro lado, T5>(E) é

To(E) ={f: E x E — K con f bilineal}.

Por exemplo, os produtos escalares son tensores 2-covariantes. Un 1ltimo caso sinxelo
que convén ter presente é o dos tensores mixtos de tipo (1,1), como por exemplo
fi ExE*— K, con f(z,w) =w(x).

Como sucedia no caso covariante, os tensores p-covariantes e g-contravariantes tenen
estrutura de espazo vectorial, e ademais pddese definir un produto tensorial.

Definicién 5.2. Sexan f € T} (E) e g € T5(E), de xeito que
fiEXPx B — K, g: EX" x B — K.
O produto tensorial é a aplicacién
f®g: EXtr)  prxlats) g

tal que, se = (z1,...,2p) € EXP,y = (y1,...,9r) € EX", u = (u1,...,uy) € E**" e
v=(v1,...,05) € E*** entén (f ® g)(x,y,u,v) = f(x,u)g(y,v).

E inmediato comprobar a linealidade da aplicacién definida a través do produto tenso-
rial, é dicir, que f® g € ngff (E). Tense ademais que o produto tensorial é asociativo e
cumpre a propiedade distributiva. Mais concretamente, se f, f’ € TJ(E), g,4' € T:(F),

heT!(F)e )€ K, entén:
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(a) (f®g)@h=f®(g®h).
b) fe@td)=fegt+tfede(f+f)og=fog+f®g
() AM)@g=Af®g)=f®(\g).

Como sucedia no caso covariante estudado ao introducir os determinantes, é posible
dar unha base do espazo Tj(FE). Para iso, sexa B, = (v1,...,v,) unha base de F e
sexa B} = (v],...,v}) a stua base dual. De cara aos seguintes resultados, identificamos
directamente un espazo vectorial co seu bidual por estarmos en dimension finita.

Proposicién 5.2. O espazo vectorial T)(E) ten dimensién n?*? e unha base estd dada
por
Bg:{’l);kl ®-~®v?p®vj1®‘--®vjq ‘ 1 Sil,...,’ip,jl,...,jqﬁn}.

Demostracién. E unha comprobacién rutineira analoga 4 xa traballada no caso co-
variante. Primeiro, vese que é un conxunto xerador, xa que calquera tensor se pode
expresar en termos de elementos de B}, e a maneira de conseguir o coeficiente corres-
pondente ¢ avaliando nos diferentes v} ® - ® vfp R vj; ® -+ ® vj,. E dicir, podemos
por
n
w= Z )\ilwquv;kl®.'.®v;p®vjl Q- @ Vjg,
i1enrfg=1

— k
con iy ...j, = W(viy, . .. ,vjq).
Para ver que son linealmente independentes, faise a mesma avaliacion para probar que
todos os coeficientes tenen que ser 0: pondo

n
w= Y At ® @V, 8 8 @, =0,

7;17~-~,jq:1

. ) * . . e
ao considerar w(viy, ..., v; ) chegamos a que A, .., = 0. O

5.2. Tensores simétricos e antisimétricos

Como xa introducimos ao estudar os determinantes, podemos dicir que o grupo simétri-
co actia no espazo dos tensores.

Definicion 5.3. Sexa G un grupo e X un conxunto. Unha accion de G en X é unha
aplicacién G x X — X, que escribiremos ¢ - , que cumpre as seguintes condicions.

(a) h-(g-x) = (hg)-x para todo g,h € Gex e X.
(b) 1.2 = x para todo z.
No caso dos tensores, definimos o - f, onde o € S}, como o tensor tal que
o flor,. . vp) = F(Ve1)s -5 Vo(p))-

Isto define unha accién do grupo simétrico S, no espazo T,,(E), que ademais respecta
a suma e o produto por escalares, é dicir,

o-(Au+ pv) = Ao -u+ pr - v.
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Adoita falarse dunha accién dun grupo nun espazo vectorial cando se cumpre esta
propiedade, é dicir, cando se respecta a estrutura de espazo vectorial.

Ao longo desta materia atopamos outras acciéns dun grupo nun conxunto. Por exemplo,
o grupo GL,, (K) de matrices invertibles actia por conzugacion no conxunto das matri-
ces M,,(K), é dicir, se P € GL,(K) e A € M, (K), definimos P- A := PAP~!. Outro
exemplo é o das isometrias: as matrices ortogonais actiian no conxunto de vectores de
norma fixada; por exemplo, se v ten norma 1 e M € O,(R), entén M -v = Mv, xa que
|Mv]|| = |jv]| = 1. Dicimos ent6én que as isometrias actiian nos espazos euclidianos, xa
que preservan tanto a estrutura de espazo vectorial como a norma.

As acciéns son interesantes para entender o comportamento e a estrutura dos grupos.
Un concepto ttil é o de orbita: dicimos que dous elementos x,y € X estdn na mesma
orbita se existe g € G de maneira que g -z = y.

Proposicién 5.3. Sexan u,...,u, € E*eo € S, con 7 = o1 Entén, u; ®- - - ®uy €
T,(E) e
U'(U1®"'®Up) :u7(1)®...®u7(p)'

Demostracion. Escribimos o(1) = i1, 0(2) = 42) e asf ata o(p) = i,. Se 7 = 0}, entén
7(i1) = 1,7(i2) = 2,...,7(ip) = p. Deste xeito, dados z1,...,z, € E temos que

o(ug @ - @up)(x1,...,2p) = u1(1130(1)) T “p@o(p))
= UT(M)(‘Til) T uT(ip)(xiP)
= ur(1) (21) -+ Ur(p) ()

= (uT(l) & e ®UT(p))($1,. . .,xp).
Polo tanto, o - (u1 ® -+ @ up) = Ur(1) @ * -+ @ Ur(p).- O

Exemplo. Se consideramos o ciclo o = (1,2, 3), a stia accién sobre o tensor u ®ug ®us
é

0-ul @ uz @ uz = uz @ ul D uz,
xa que o1 = (1,3,2).

Recordamos a seguinte definiciéon que xa traballamos cando presentamos os determi-
nantes.

Definicién 5.4. Un tensor f € T,(E) dise que é simétrico se o - f = f para todo
o € Sp. O subespazo vectorial dos tensores simétricos denétase por S,(E).

Dise que f € T,(E) é antisimétrico se o - f = sgn(o)f para todo o € S,. O subespazo
vectorial dos tensores antisimétricos dendtase por A, (E).

A partir de agora, imos suponer que K ten caracteristica cero, o que nos permitira
dividir por p! na seguinte definicién. Nese caso, os tensores antisimétricos chamanse
tamén alternados, unha nocién que xa se explorou e que equivale & de antisimétrico
cando a caracteristica é diferente de 2.

Definicién 5.5. Sexan S: T),(E) — T,(E) e A: T,,(E) — T,(F) as aplicaciéns definidas

por

SU) = S f AU = 3 se(a)a - f

€Sy T oeSy

Chamamolos operadores de simetrizacion e antisimetrizacion.
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Por exemplo, se f € To(E) temos que

flz,y) + f(y,x)

f(x7y) — f(y,x)
5 R .

S(f)(wy) = 5

A(f) (2, y) =

E interesante comparar esta descomposicion coa que sucede no caso das matrices: toda
matriz A € M, (K) nun corpo de caracteristica diferente de 2 se pode descomporier
como suma dunha simétrica e dunha antisimétrica do xeito

- (50 (45

A seguinte proposicién resume as propiedades mais relevantes dos operadores de sime-
trizacién e antisimetrizacién.

Proposicién 5.4. Sexa f € T,(E).
(a) Os operadores S, A: T),(E) — T,(E) son aplicaciéns lineais.
(b) S(f) € S,(E) e A(f) € A,(E).
(c) S(f) = f se, e soamente se, f € S,(E), e A(f) = f se, e soamente se, f € A,(E).
(d) As aplicaciéns lineais S e A son proxectores, ¢ dicir, S? = S e A2 = A.

(e) Tense que Sp(E) =im(S) e A,(E) =im(A). Ademais, T),(E) = Sp(E) @ ker(5) e
Ty(E) = Ap(E) @ ker(A).

Demostracion. A linealidade é consecuencia directa da definicién. Para ver que S(f) =
f é suficiente con demostrar que o - S(f) = S(f); iso séguese do feito que

Sorlof)y=> (r0)-f=> p-fES,

reS, res, pES,

xa que a multiplicacién por ¢ induce un isomorfismo en S,. O caso alternado ¢é igual.
Suponamos agora que S(f) = f; entén, como S(f) € S,(E), tamén ten que suceder que
f € Sp(E), e o mesmo no caso alternado. Para ver que S(S(f)) = S(f) simplemente
se observa que cada sumando na férmula de S(f) é da forma o - f, e cimprese que
S(o - f) = S(f) polo visto con anterioridade.

Un elemento estd na imaxe se, e soamente se, é un tensor simétrico, polo tanto a ltima
parte da proposicién é evidente recordando que calquera endomorfismo f que cumpre

2 = f cumpre que E = im(f) ® ker(f). O mesmo se cumpre para os alternados. [

Unha tultima propiedade importante de cara ao posterior estudo do produto exterior é
a seguinte.

Proposicién 5.5. Sexan f € T,,(E) e 0 € Sp. Entén o- A(f) = A(o- f) = sgn(o)A(f).

Demostracion. Sabemos que se g € A,(E) entén o - g = sgn(o)g. Polo tanto, como
A(f) € A,(E) tense que o - A(f) = sgn(o)A(f). Alternativamente, podemos facer a
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comprobacién empregando o caracter multiplicativo do signo, é dicir, que sgn(o7) =

sgn(o) sgn(7):
o-A(f ( Z sgn(T )
TES
= =Y sen(r)(o7) - f
P TESP
= sgn(o Z sgn(o7)(oT) - f
P TES
= sgn(o Z sgn(p
pGSp
= sgn(a) A(f).

Observamos que se empregou que para un o fixado, o conxunto {o7 con 7 € S,} coin-
cide co grupo simétrico Sp.
Do mesmo xeito,

o LS sen()r (o 1)

p: TESp
= Z sgn(o)sgn(ro)(ro) - f
TES)
= sgn(o Z sgn(ro)(ro) - f
. TESY
= sgn(o) A(f).

5.3. Produto exterior

O produto tensorial de tensores antisimétricos non é, polo xeral, antisimétrico (ao igual
que sucede tamén no caso simétrico). Unha maneira de corrixir ese feito é facendo a
seguinte definicion.

Definicién 5.6. Sexa f € T,,(E) e g € T,(E). O produto exterior de f e g é o tensor
antisimétrico

|
Frg =L A1 6 g) € Apry(B).

Alternativamente, podemos escribir
1
fAg= il > sen(o)o(f ©g).
0€Spiq

O produto exterior cumpre determinadas propiedades que fan que a operacién resulte
util para traballar cos tensores antisimétricos; en particular, é asociativa. Para estable-
cer ese feito, usaremos o seguinte resultado previo.

Lema 5.1. Se f € T),(F) e g € T,(E), entén

A(A(f) ® g) = A(f ® g) = A(f @ A(9g)).
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Demostracion. Podemos ver S, C S,4, como unha permutacion que fixa cada elemento
do conxunto {p+1,...,p+q}. En particular, (o- f)®g = o(f®g). Usando a bilinealidade
do produto tensorial, a linealidade do operador de antisimetrizacién e que A(o - f) =
sgn(o)A(f), obtemos a seguinte cadea de igualdades:

A 29 =A((; 3 senoe- 1) @)

' 0ES)

- A(l, > sg(o)((r- @ g)

p: oES)

= LY sen(@)A((o- ) 9 g)

UESp

. LS sen(o)A(o - (f 2 9))

p: oES)

= LY sen(o)?A(f @ )

UESp

= ZAf@g Af®g).

p: oES)
Analogamente tense que A(f ® A(g)) = A(f ® g). 0

O produto exterior é asociativo e distributivo, ainda que a diferenza do que sucede co
produto tensorial, a asociatividade non é completamente obvia e require o uso do lema
anterior. Por outro lado, tampouco é conmutativo, ainda que podemos relacionar dun
xeito sinxelo f Age gA f.

Proposicién 5.6. Sexan f, f' € T,(E), g,¢9' € T4(E), h € T,(E) e A € K. Entén:

(a) (fAg)ANh=fA(gAh), que coincide con (p;g,t,r) A(f®@g®h).
(

)
b) fAg+d)=FfAg+fAge(f+fINng=Ffrg+f Ng
() A)Ng=AfNg)=FfN(\g).

(d) gnf=(=DPfAg.

Demostracion. Imos comezar demostrando a asociatividade empregando o lema ante-
rior. (bt t0)
(fAg N = WA((f/\g)@h)
_ (p+q+r)!A<(p+q)!
(p+q)ir! plg!
_(pt+a+r)!(p+9q)

= T pran g AU g @

(p+g+r)!
= WA((f ®g)®h),
onde na ultima igualdade empregamos o lema anterior. De xeito andlogo demostrase
que

A(f®g) ®h)

(P+qg+r)!
plg!r!

(p+q+r)

AN ANh) =
FAlg ) plglr!

A(f® A(g®@ h)) = A(f @ (g@h)),
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polo que o resultado é consecuencia da asociatividade do produto tensorial.

As propiedades (b) e (c¢) son consecuencia directa da linealidade do produto tensorial
e do operador de antisimetrizacion.

Por tltimo, para demostrar (d), consideramos a permutacién 7 € Sy, definida por

1 p p+1 ... p+gq
T =
qg+1 ... g+p 1 q

)_<p+qap+q_17737271)p

Por ser a potencia p-ésima dun (p + g)-ciclo, o seu signo é sgn(r) = (—1)Pte-br —
(—=1)P4, xa que (p — 1)p sempre é par. Por outra banda, g ® f = 7(f ® g), xa que

(9@ (@1, Tprq) = g(T1,- -, 2g) f(Tgt15 - -+, Tgp)
f( Lr(1)) $T(p))g($T(p+1)’ s 7$T(p+q))
T(f® 9)(3’31’ ooy Tptg)-

Polo tanto,

np=PEO 06

plq!

=2 A )

_SHT(erq)
= sgn(7) gl A(f®g)

=(=1)MfAng.
O

A seguinte proposicién resume algunhas propiedades do produto exterior que tamén
nos resultaran utiles. Ademais, enfatiza a conexién coa teoria dos determinantes.

Proposicién 5.7. Sexan uy,...,u, € E*. Cimprense entén as seguintes propiedades.

(@) ur A Aup =plA(ur ® -+ Qup) = 3 cg 880(0)Ug(1) ® -+ & Ug(p).
SeoceSyer =01 entén o(ur A+ -Aup) = urayA- Aty = sgn(o)urA- - -Auy.
Se u; = u; para algin 7 < j, entén ug A--- Auy = 0.

)
)
(d) Se z1,...,zp € E, entén (ug A--- Aup)(x1,...,xp) = det(ui(x;)).
) ur A--- Aup # 0 se, e soamente se, ui, ..., u, son linealmente independentes.
)

Sexa B, unha base de E/ e B} a sta base dual. Sexan 1 < i1 < ... <1ip <ne
1 <1 <...<jp <n.Enton,

1 Se(il,...,ip):(jl,...,jp),

v:/\/\’l): Viiyeoeoy V4, ) =
( 1 p)( J1 ]P) {O se (Z']_,...,ip) ?é (jla"'ujp)‘

Demostracion. (a) A primeira parte é consecuencia da asociatividade e da seguinte
observacién:

Alu @ - @ up) ' Z sgn(o o) @ ® Ug(p))-
p: 0ESp
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(b)

Para demostrar isto, simplemente observamos que

1
Alur @ -+~ @ up) = o Z sgn(o)o(ur @ -+ - @ up)
T oeSy

1
= H Z sgn(a)(ug-l(l) R ® UU—I(p))

0ES)

1 _
= Z sgn(o 1)(u071(1) ® - @ Ug—1(p))
o€Sp

1
= D sen(r) (ur) @ -+ @ tr(y)).
TES)

Para a segunda parte, como uj A- - -Au,, é antisimétrico, temos que o(uiA- - -Auy) =
sgn(o)(ug A --- Aup). Usando o apartado (a), sabemos que o - A(f) = A(o - f) e
como o (ug @ -+ @ Up) = Ur(1) @+ @ Uy (py, Nt

o(upA-- -/\up) =ploA(u1®- - -®up) = p!A('LLT(l) Q- - -®u7(p)) = Ur(1) N\ Nlr(p).

Supofiamos que u; = u;, con ¢ < j, e collamos o = (4,7), 7 = o~ L. Polo apartado
(b), ur(y A Arpy = sgn(o)ug A+ - up. Como 7 = (4,7), ao aplicar 7 o produto
exterior quédase igual, e como sgn(o) = —1, entén uy A--- Au, = 0.

Observamos que

(U1 AREE /\Up)(l'l, cee 7$p) = Z Sgn(a)(ua(l) & ®u0'(p))(x17 s 7xp)

oES)
=) sgn(0) gy (1) - - Ug(p) (2p)
oES)
= det(u;(z;)).
Procedemos igual que no caso dos determinantes. Se u1,...,u, son linealmente
independentes, completamos ata ter unha base uq,...,u, de E*. Esta base é
a dual dunha base de E, & que chamamos v = vq,...,v,. Entén (u; A -+ A
Upn)(v1,...,v) = 1. Reciprocamente, supoiamos que u, = Z?;i Aju;. Entén,

up A Ay = 0.

Usando o apartado (d), temos que (vj; A+« A v} ) (v, ..., v5,) = det(v] (vj,)). Se
(t1,..-,1p) = (J1,---,Jp), entén o valor do determinante é 1. Sendn, collemos o
primeiro enteiro 1 < ¢ < p tal que iy # j4. Se iy < jq temos que

1§i1:j1<...<iq_1=jq_1<iq<jq<jq+1<...<jp§n.

Polo tanto, ig ¢ {j1,...,jp} € v (v;) = ... = v} (v;,) = 0. Entén, unha fila da
matriz (v} (vj,)) € 0 polo que o determinante é cero. O caso no que iz > jg ¢
analogo: nese caso,

I1<n=i1<...<Jg1=tg—1 < Jqg <ig <igy1 <...<ip<m,

con jg & {i1, ... ip}, v; (vj,) = ... = ’U:;(qu) = 0. Por conseguinte, unha columna
da matriz é cero e o determinante é 0.
]
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A seguinte proposicién usa as propiedades anteriores para establecer a dimension de
Ap(FE). Ao estudarmos os determinantes, xa demostramos que se p = n, entén A,(E)
ten dimensién 1. Nese caso, a proba basedbase en dous feitos: (a) establecer que ao
considerar produtos da forma v, ® -+ ® ’u;"p nos que dous indices son iguais o resul-
tado é cero, e mais en xeral, que se os indices son os mesmos pero noutra orde existe
unha relacién entre eles; (b) ver que a tnica combinacién lineal de elementos da forma
v, ® -+ ® v} permitida por (a) ¢ de feito un tensor antisimétrico. Imos xeralizar ese
argumento para valores arbitrarios de n e p.

Proposicién 5.8. Ctumprese que {vz‘l A A Ufp}1§i1<...<ip§n é unha base de A,(E).

En particular, dim A,(E) = (Z)

Demostracion. En primeiro lugar, observamos que os tensores da base proposta son
xeradores: se hai dous indices iguais entén sabemos que o elemento é cero, e aplicando
transposiciéons podemos conseguir que os indices estean ordenados en orde crecente (é
dicir, o antisimetrizado de calquera elemento da base coincide, salvo escalar, con algin
elemento do conxunto).

Por outra banda, se consideramos unha combinacién lineal da forma

p
1<iy <...<ip<n

e avaliamos en (v;,, ..., v;,), entén, aplicando o tltimo epigrafe da proposicién anterior,
quédanos que \; .. ;, = 0. Polo tanto, o conxunto ¢ tamén linealmente independente.
O

Exemplo. Sexa F un espazo vectorial de dimensién 3 con base {v;,ve,vs3}. Entén,
As(FE) ten dimensién 3, e unha base estd dada por {vi A v, vy A v3,v3 A v1}. Mais
en xeral, se F ten dimensién n, A3(F) ten dimensién (g), que coincide & sia vez coa
dimensién do subespazo de matrices antisimétricas.

Unha xeralizacion interesante consiste en achar a dimensién do espazo dos tensores
simétricos.

Proposicién 5.9. Cimprese que {S(v; ®-- -®v;‘p)}1§¢1§m§ip§n ¢ unha base de Sy (E).

En particular, dim S, (F) = (n—i—g—l)‘

Demostracion. Aplicando unha permutacién de .S, podemos conseguir que os indices
estean ordenados en orde non decrecente, polo que o simetrizado de calquera elemento
da base é igual a algiin dos do conxunto proposto. Iso é suficiente para establecer que
son xeradores, xa que o simetrizado de calquera elemento de T),(E) pddese escribir como
combinacién lineal destes.
Procedendo como na demostracion anterior e avaliando no simetrizado de v;, ® - - - ®v;,
chegamos a que o conxunto tamén ¢é linealmente independente.
O resultado sobre a dimensién séguese de observar que un elemento da base o podemos
identificar cunha n-tupla (aq,...,a,), onde a; indica o nimero de elementos que son
iguais a v;. Empregando combinatoria elemental, sabemos que o nimero de soluciéns
da ecuacién

ar+...+a, =p, cona; >0,
é (ner*l) — (n+p71). ]

n—1 P
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Exemplo. Sexa E un espazo vectorial de dimensién 3 con base {v1,va,v3}. Entén,
Sa(F) ten dimension 6, e unha base estd dada por

{’Ul K1, (’Ul ®1)2+Ug®’01)/2, (1)1 ®1}3+03®U1)/2,1}2®U2, (1)2®1)3+1)3®1)2)/2,1)3®1)3}.

n+1

5 ), que coincide & sua

M4is en xeral, se E ten dimensién n, Sy(E) ten dimensién (
vez coa dimension do subespazo de matrices simétricas.

Se p =2, A2(E) e S2(F) estan en suma directa, xa que a sta interseccién é trivial e

dim Ay (E) + dim Sy (E) = ("; 1) + (Z) _nt 1)”;”(”_ Y 02— dimTy(B).

En cambio, isto non é certo se p > 2. Por exemplo, se E ten dimensién 3, dimT3(E) =
27, dim S3(E) = 10 e dim A3(E) = 1.

Imos introducir agora a nocién de tensor descomponible.

Definicién 5.7. Un tensor f € A,(F) dise que é descomponible cando existen vector
ut,...,up € E* de maneira que

f=ui A ANup.

De xeito analogo, diremos tamén que g € A4(E) é descomponible cando existen vector
v1,...,0q € ' de maneira que
g=v1 N Nvg.

Os seguintes resultados preséntanse no caso covariante, pero a sia adaptacién ao caso
contravariante é totalmente inmediata.

Proposicién 5.10. Un elemento f € As(E) é descomponible se, e soamente se, fA f =
0 en Ay(E).

Demostracion. Suponamos que f =u Av con u,v € E*. Entén,
fAf=unNvAuAv=—(uAu)ANvAv=0.

Consideremos agora que fA f = 0. Se a dimensién de E é igual a 2, o resultado é trivial
xa que Ag(E) é de dimensién 1 xerado por unha base uj A ug, onde u = (u1, ug2) é unha
base de E*. Se a dimensién de E é 3, consideramos o morfismo E* — A3(E) que envia
vavA f. Como estamos en dimensién 3, podemos considerar unha base do nicleo, v1,
v, e estendela a unha base (v1,v2,v3) de E*. Entén

f = Ava Avg + Aavs A vy + Agvp A ve.

Temos agora que, por definicién, 0 = v1 A f = A\jv1 A vy A v3, polo que Ay = 0; do
mesmo xeito, A2 = 0. Polo tanto, f = Azv1 A va, que é descompoiiible (observamos que
de momento ainda non se usou que f A f =0).

Imos facer agora o caso xeral por inducién, supondo o resultado certo cando a dimensién
de E é como maximo n — 1, e considerar o caso dim £ = n. Collemos unha base
(v1,...,v,) de E* e escribimos

n—1 n—1

f= Z aijV; N vj = (Zamvi>/\vn—|— Z al-jvi/\vj:u/\vn—l—f',

1<i<j<n i=1 1<i<j
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onde se U = (v1,...,0,-1), temos que u € U e f' € Ay(U). Como f cumpre que
f A f =0, temos que

O=fAf=@WAva+fINWAvL+F)=2unf ANv,+ f NS

Como v, non aparece na expansioén nin de v A f' nin na de f’ A f/, necesitamos simul-
taneamente que

uNf =0, fAf=0.

Pola hipétese de inducién, como f' A f/ = 0 temos que f' = a A b, polo que a primeira
ecuacién queda como u A a Ab = 0. Iso quere dicir que existe unha relaciéon de de-
pendencia lineal da forma Au + p1a + peb = 0. Se A = 0, entén a e b son linealmente
dependentes, polo que f' = 0 e f = uAvy,. En caso contrario, u = (—pu1 /) a+(—p2/\)b,
polo que

f=(=pi/Nanvy+ (—p2/N)bAvy +aNb.

Este é precisamente o caso de dimensién 3, no que vimos que se cumpria a propiedade.
Isto conclie a demostracion e establece que f sempre é descomponible. O

O caso de dimension 3 pédese facer de xeito diferente, xustificando que calquera tensor
da forma

f = ai2v1 A vy + a13v1 A vz + aszve Avs

é descomponible. Se f # 0, entén algin dos coeficientes é non nulo; sen perder xenera-
lidade, supofiamos que a2 # 0. Nese caso,

a a
[ =an (v1 + 231}3) A <v2 + 13113> .
ai2 a2

Este resultado admite a seguinte version madis xeral.
Proposicién 5.11. Se E ten dimensién n, todo tensor de A, _1(E) é descomponible.
Demostracion. Sexa x € A,—1(E). Escribimos

T=MOIAVIA AUy + XU AVa A= Avy + A01 Avg A -+ A Dy,

Se z = 0 non hai nada que demostrar; en caso contrario, un dos \; é diferente de O.
Sen perder xeralidade, suponemos que A, # 0. Polo tanto, podemos atopar soluciéns
do sistema

T = /\n(vl + van) A (2}2 + /~L2vn) ARRRNA (Un—l + Hn—lvn)'
Ao desenvolver o produto exterior da dereita, unicamente nos queda o termo A,v1 A
vy A -+ A Dy (sen vy) e os termos cun unico v,. En particular, temos n — 1 ecuaciéns
da forma

MNUL A A A Avp = (=) T oy Ao A A=+ Aoy,

onde o signo depende do niimero de transposiciéns. Polo tanto, p; = (—1)"717I)\; e
temos a descomposicién desexada. ]



5.4. A ALXEBRA TENSORIAL 211

Exemplo. En R?*, consideramos o elemento de A3(R*) dado por
f=v] Avy Avs + 3v] Avy Avy — 20] Avy Ay + o3 Avs A vy
Como o coeficiente con vj A vy A v3, consideramos unha descomposicién da forma
f= vt + pavg) A (03 + pavg) A (v3 + pavy).
Igualando termos, vemos que A =1, u3 =1, us =2 e uz = 3.

O estudo dos tensores descomponibles ten importancia tamén no estudo da xeometria,
e permite introducir un obxecto de gran relevancia, a grassmaniana. Porén, determinar
se un tensor en Ag(FE) é descomponible, cando k& > 2, é un problema polo xeral mais
complexo.

5.4. A alxebra tensorial

Os espazos vectoriais, polo xeral, non tefien unha estrutura de multiplicacién. Porén,
xa atopamos diferentes situaciéns nos que iso si sucedia; o exemplo mais representativo
vimolo ao traballarmos os endomorfismos dun espazo vectorial. O caso dos tensores
d4 outro exemplo interesante. Na seguinte definicién, identificamos E®* con T#(E), xa
que calquera k-tupla de elementos de E pode entenderse como unha aplicacién lineal
de k copias de E* en K. Por convenio, entendemos que E®° = K.

Definicién 5.8. O K-espazo vectorial T(E) = @®;>0E®* chdmase a K -dlzebra tensorial
ou a K-dlxebra dos tensores, co produto dado polo produto tensorial.

A definiciéon anterior é correcta porque o produto tensorial é bilineal nas diferentes
componentes, 1 € F ¢é a identidade para o produto e ademais a multiplicacion é aso-
ciativa. Como espazo vectorial, T'(E) ten dimensién infinita, xa que a componente E®*
ten dimensién n*.

Outros caso a ter en conta son as dlxebras dos tensores simétricos e a dos alternados,

neste ultimo caso co produto dado polo produto exterior.

Definicién 5.9. Sexa C(E) a subdlxebra de T'(E) xerada por todos os elementos da
forma u ® v — v ® u, onde u,v € T(E). A K-dlzebra dos tensores simétricos, S(E),

definese como T'(E)/C(E).

Como espazo vectorial, S(E) é isomorfo a @x>0S;(E), pero non hai un isomorfismo
de alxebras xa que ao igual que ocorre no caso antisimétrico, o produto tensorial de
tensores simétricos non ten por que ser simétrico.

Definicién 5.10. O K-espazo vectorial A(E) = @50 A*(E) é a K-dlxebra dada pola
suma directa
AE)=PAE)=KoE® A*(E)® -,
k>0

coa multiplicacién dada polo produto exterior. Adoita chamarse K -dlrebra exterior de
E.

Como espazo vectorial A(E) ten dimensién 2" xa que

£()-

=0
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(Esta igualdade é consecuencia directa do binomio de Newton).

A seguinte proposicién amosa a relacion entre dous conceptos que apareceran ao estu-
darmos a teoria de integracién e ademais é un primeiro exemplo de como se relacionan
elementos de diferentes graos dentro da alxebra, caracterizando as soluciéns da ecua-
cion v Aw = 0, onde v € E e w € A¥(E). En particular, afirma que fixado un vector
v # 0, a condicién de que o produto exterior cunha forma w sexa 0 se pode interpretar
en termos da existencia dun elemento 7 tal que w = v A n.

Proposicién 5.12. Sexa v € E con v # 0, e sexa w € A¥(E). Entén, v Aw = 0 se, e
soamente se, w = v A7 para algin n € A*~1(V). En particular, se w € A(E), vAw =0
se, e soamente se, w = v A 1) para algin n € A(E).

Demostracion. Usando a asociatividade, se w = v A7, entébn v Aw = v A (v A1) =
(v Av) An = 0. Imos agora demostrar o reciproco, é dicir, que se v A w = 0, entén
w = v An para algin 7. Se k > n, entén w = 0 e non hai nada que demostrar.
Suponamos entén que 1 < k < n. Podemos estender v a unha base de todo o espazo
E, v,...,v, con v =wv1. Se k =n a condicién v A w = 0 é automadtica; tamén no caso
k = n, A"(E) ten como base v1 A -+ A vy, polo que w = ¢(v; A -+ Avy,), para algiun
escalar c. Entén w =v An, con n=cvg A -+ A\ vy

Suponamos entéon que 1 < k < n—1, polo que n > 2. Usando a base anterior, podemos
por

w = Z Ciy,yipVip N -+ ANy, .
1<i1 <. <ip<n

Como v; = v, v Avy = 0, polo que

VAW = E Cip,oyipVip N oo s Ny, .
2<i1<...<ig<n

A parte da dereita é parte dunha base de AkH(E), polo que de v A w = 0 todos os
coeficientes se anulan. Entén,

w=vA E Clyig,...ipVig N -+ Ny, .
l<in<...<ixg<n

Polo tanto, temos unha descomposicion da forma w = v A 7.
Para o caso xeral, pomos w = >, wg, con wy € Ak(E) ¢é a parte de grao k de w.
Entoén,

n
v/\w:Zv/\wk.
k=0

Como v A wy € AMI(E), os diferentes termos da suma estdn en diferentes partes
de A(E). Polo tanto, v A wxy = 0 para todo k. Pola primeira parte, wy = 0 e para
k> 1 temos wy = v A np_1, para algin n,_; € A¥"Y(E). Entén, w = v A 7, onde
n= k=1 M-1 € A(E). O

A dlxebra exterior tamén se pode caracterizar en termos dunha propiedade universal.
Se A é unha K-alxebra de maneira que existe un endomorfismo L: E — A de maneira
que L(v)? = 0 para todo v € E. Entén, existe unha tnica extensién de L a unha
aplicacién de A-alxebras L: A(E) — A.
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5.5. Produto tensorial de espazos vectoriais

Antes de definir o produto tensorial de espazos vectoriais, imos introducir a nocién de
produto de Kronecker de dias matrices.

Definicién 5.11. Sexan M = (a;;) e N = (by¢) dias matrices m x n e p X ¢ respecti-
vamente. O produto tensorial de M por N (ou produto de Kronecker), que denotamos
M ® N, é a matriz mp x nq formada por bloques m x n de maneira que o bloque (4, j)
é aw-N:
CL171N e aLnN

M®N = :

am,lN PN ammN.

Unha propiedade que resultard 1til, especialmente nos problemas, é entender a relacién
entre os valores propios de dias matrices e dos seus produtos tensoriais.

Proposicién 5.13. Sexan A € M,,(K) e B € M, (K) ddas matrices con valores
propios A e pen K. Entén, A® 1, + [, ® B ten valor propio A+ 1 e A ® B ten valor
propio Ap.

Demostracion. Temos que Av = A\v e Bw = pw para vectores v € K™ e w € K™ non

nulos. Entén
(A1, +1,®B)(vedw)=Av®@w+v® Bw

=R wWw+v® pw
=A+p)(vew).
De xeito similar,
(A® B)(v®w) =Av® Bw = M ® pw = Apu(v @ w).
O

De cara a motivar as aplicaciéns do produto de Kronecker, imos dar unha definicién
provisional do produto tensorial de dous espazos vectoriais F e F', antes de formalizar
o concepto mediante unha definicion maéis abstracta.

Definicién 5.12. Sexan B, = {v1,...,v,} e B, = {v],...,v],} bases de E e G, res-
pectivamente. Definimos F ® G como o espazo vectorial de dimensién nm xerado polos
elementos v; ® v; é dicir

E®RG= {ii)\i,jvz'@v}}.
i=1 j=1

— n . — m 0y 3
En xeral, se u= ") \jv; e v =370 p;v}, definimos

O produto tensorial de f: E — F e g: G — H definese como a aplicacién fRg: EQG —
F ® H que sobre unha base de E ® G toma os valores

(f @ g)(vi ®vj) = f(vi) @ g(v)),

e que logo se estende por linealidade.
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E un exercicio doado ver que a definiciéon que demos de f ® g non depende da base
escollida. A seguinte proposicién establece que o produto de Kronecker é precisamente
a matriz asociada ao produto tensorial de duas aplicacions lineais nas bases correspon-
dentes.

Proposiciéon 5.14. Sexan F, F, G e H espazos vectoriais de dimension finita, e sexan
u, v, wetbasesde F, F, G e H, respectivamente. Sexan f: £ — F e g: G — H duas
aplicaciéns lineais. Sexa A a matriz de f nas bases u e v, e B a matriz de g nas bases
wet Entén, f®g: F® G — F ® H é unha aplicacion lineal cuxa matriz nas bases
uQwev®té AR B.

Demostracion. Tratase de efectuar un célculo rutineiro. Sexan m, n, p e ¢ as dimensioéns
dos espazos vectoriais F, F', G e H, respectivamente. Entén,

(f @ 9)(wi @ wi) = f(u;) ® g(wg)

(g ajivj> ® ( Z bg}J@)

I
NE

q
Z a;ibervj @ ty.
j=1 =1

Polo tanto, na entrada (jqg — g+ {,ip—p+k) = (L +q(j —1),k+p(i — 1)) da matriz
correspondente a f ® g temos aj;bgr, que é precisamente a entrada correspondente en
A® B. O

Imos traballar un exemplo para ver a intuicién detras da proposicién anterior.

Exemplo. Consideramos os endomorfismos de K2 que na base canénica se representan

coas matrices de My(K)
_fa b ,(d Y
A=(ea) = a)

Entén, f® g é un endomorfismo de K2 ® K2, que representamos por A® A’. Escribindo
{v1,v2} para a base canénica de K2, podemos calcular a matriz de A ® A’ con respecto
4 base {v1 ® v1,v1 ® v2,v2 ® V1,2 ® v2}. Temos entén que

(A® A")(v1 ®v1) = Avy ® A'vy
= (avy + cv2) @ (a'vy + 'vy)

= aad'vi @ v1 + acvy ® va + ca'vy ® v1 + ccvy ® v,

e un célculo andlogo d& resultados andlogos para (A ® A’)(v1 ® v2), (A® A")(ve ® v1)
e (A® A')(v2 ® v2). Polo tanto, a matriz de A ® A’ é o produto de Kronecker

aA’ bA
cA’ dA" )"
Por 1ltimo, observamos que o produto de Kronecker tamén o podemos empregar para

os cambios de base. A seguinte proposiciéon expresa a matriz de cambio de base no
contexto mais xeral posible.
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Proposicién 5.15. Sexan B, = {v1,...,v,} e B, = {uy,...,u,} ddas bases de E e
sexan B = {vf,...,v:} e B = {uf,...,u}} as sias bases duais. Sexan A = M, e
B = My ¢ = (AY)~! as matrices de cambio de base. Sexan B e B} as bases de T} (E)
asociadas a u e a e, respectivamente. A matriz C' de cambio de base de B} a By ¢

C — B®p R A@q'

Demostracion. A proposicién é un caso particular do resultado sobre o produto de
Kronecker cando collemos as matrices correspondentes & identidade nas bases e e u ou
e’ eu* O

Exemplo. Consideremos o caso dun espazo vectorial de dimensién 2, con base B, =
{v1,v2} e base dual B} = {v},v3). Consideramos outra base B, = {ui,ua} e a corres-
pondente base dual B}, = {u],u5}. Se A é a matriz de cambio de base de B, a B, ¢ B
é a matriz de cambio de base de B, a B}, sabemos que B = (A')~1. Pomos

_f(a ¢ (o vy
=05 =G 3)
En T (E), a base vén dada por

* . * * * *
B @ B, = {v] ® v1,v] ® v2,v5 @ v1,v5 @ v2, }

e de xeito andlogo consideramos unha base B} ® B,. Imos escribir u] ® u; na base
v ®vj. Para iso, pomos u] ® u; = 22 AijU; ®v; e avaliamos en v; ® vi. Polo tanto,

i,j=1
’U,T ® ul(vl,vf) = UT(Ul)’U,l(UT) = /\1,1.
Como uj(v1) = a e vj(u1) = a, temos que A1 = aa.
Procedendo da mesma maneira, un calculo rutineiro amosa que
= (aa)v] ® v1 + (ab)v] ®@ va + (Ba)vy @ v1 + (Bb)vs @ Vo
ul ® ug = (ac)v] @ v + (ad)v] @ vy + (Be)vy @ v1 + (Bd)vy ® v2
= (ya)vi @ v1 + (Vb)v] ® v2 + (0a)vs @ v1 + (db)vy @ va
Uy @ ug = (ye)v] @ vy + (yd)v] @ v2 + (6c)vy ® v1 + (0d)vy @ va.

uj ® ug

uy ® ug

Polo tanto, a matriz de cambio de base é

aa ac ya e

ab ad b ~vyd| (o v 2 a c
Ba Bc da bc| \B 6 b d)’
Bb Bd 0b dd

Cando estudamos o produto de Kronecker demos unha definiciéon provisional de produto
tensorial, que era préactica & hora de calcular, pero que resulta inapropiada para algins
propésitos. Co obxectivo de presentar eses resultados nun contexto mais axeitado, sexan
E e F dous K-espazos vectoriais, e sexan {uj,...,u,} e {v1,...,v,,} bases de E e F,
respectivamente.

O produto tensorial F ® F', tal e como se definiu anteriormente, cumpre que

(u+u)@v=uv+u v, u®@W+v)=uRv+ux,
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e tamén respecta o produto por escalares. Porén, unha diferenza clara coa suma directa
é que mentres que calquera elemento de F @ F se pode escribir como un par (u,v), con
uw € FE ewv € F, iso non é certo para o produto tensorial, e non podemos por calquera
elemento como u®v. En xeral, un elemento de u®v é unha combinacién lineal do xeito

dim E dim F'

Z Z Aij(u; @ vj).
i=1 j=1

Por exemplo, mentres que é evidente saber se dous elementos (u, v), (v/,v") € E®F son
iguais, para o caso do produto tensorial non o é tanto, senén que compre desenvolver
a expresion en termos dunha base e ver se todos os coeficientes son iguais.

Nesta seccién imos formalizar o concepto de propiedade universal que responde ao
seguinte obxectivo. Construir un K-espazo vectorial G de unha aplicacién bilineal
p: E x F'— G de maneira que calquera aplicacion bilineal £ x F' — H nun K-espazo
vectorial H se pode escribir como unha composicion

ExF5a%H,

sendo ¢ unha aplicacion lineal. O matemaético Jeremy Kun describiu £ ® F' como o
porteiro de todas as aplicacidns bilineais que saen de E' x F'. E dicir, é un espazo vectorial
que nos permite transformar as aplicacions bilineais de E x F' en aplicacions lineais do
novo espazo F ® F.

Observamos que a construcién dun novo obxecto alxébrico a partir dun vello faise
polo xeral introducindo a nova estrutura e definindo nela as operaciéns necesarias.
Por exemplo, o espazo cociente E/F consiste de clases [v], e a suma de ddas delas é
[v] + [v'] = [v+ ']. En cambio, &s veces é méis axeitado proceder dun xeito diferente,
dicindo como o novo obxecto se relaciona, a través das sias aplicaciéns, con outros
obxectos similares. Este acercamento, en termos do que conecemos como propiedade
universal, ¢ comin non sé en alxebra, senén tamén en topoloxia ou en xeometria.

O obxectivo, polo tanto, é construir un par (G, ¢), onde G é un K-espazo vectorial
e p: E x F — G é unha aplicacién bilineal, de maneira que se cumpre a seguinte
propiedade universal.

Definicién 5.13. Dise que o par (G, ) cumpre a propiedade universal con respecto a
E e F se para calquera (H, ), onde H é un espazo vectorial sobre K e ¢): ExXF — H é
unha aplicacién bilineal, existe unha tnica aplicacién lineal f: G — H tal que fop = 1.
E dicir, o seguinte diagrama é conmutativo:

ExF —2%2,@q
mlf
H.

A seguinte proposicién establece que existe un tnico par que cumpre a propiedade
universal. Como é habitual, escribimos L(E*, F*) para o conxunto das aplicaciéns K-
lineais de F a F.

Proposicién 5.16. Existe un tnico par (G, ), onde ¢: E x F' — G é bilineal, cum-
prindo a propiedade universal.
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Demostracion. ITmos comezar demostrando a unicidade. Se (G1, p2) e (G2, ¢2) cumpren
a propiedade universal, existe unha aplicacién lineal f: G; — (G5 de maneira que
f op1 = s, e outra aplicacion lineal g: Go — G tal que g o wo = 1. En particular,
(go f)owr = go s = 1. Como Idg, op; = ¢1, pola propiedade universal do par
(G1, 1), temos que go f =Idg, (xa que na definicién de propiedade universal esixese
a existencia dunha unica aplicacién que cumpra a igualdade). Do mesmo xeito, como
(fog)owa = fopi = pa, pola propiedade universal do par (Ga, ¢2) tense que fog = Idg,.
Polo tanto, f e g son isomorfismos que conmutan coa aplicacién bilineal:

Gy

®2 GQ_
Para probar a existencia, consideramos o espazo vectorial
L(E*x F* K)={g: E* x F* — K con g bilineal }.

Sexa € E e y € F. Para definir o elemento z ® y := ¢(z,y), farase o seguinte. A
través dos isomorfismos candnicos entre E e F' e os seus biduais, podemos definir unha
aplicaciéon x ® y: E* x F* — K, onde se («, 8) € E* x F*,

(z @y)(a, B) = z(a)y(B) = a(2)B(y)-

E inmediato ver que z ®y € LE*x F*,K)eque p: ExF — L(E* x F*, K) definida
por ¢(z,y) = x ® y é bilineal. Imos ver agora que

u®v:={y;®vjconl<i<n, 1<j<m}

¢ unha base de L(E* x F*,K). Sexan a = I agu; e 8 = Y01, B;v;. Temos que
(up, ® vi)(a, B) = a(up)B(vg) = apPi. Dado w € L(E* x F*, K) calquera, podemos
escribir

n

wa,B) =) aifjw(uf,v}) = Z > wluf,vf) - (u; @ vg) (e, B)-

i=1 j=1 i=1 j=1

Como a igualdade se cumpre para calquera par («,) € E* x F* podemos por
w =1 > w(uf,vf) - (u ® vy). Polo tanto, u ® v é un conxunto xerador. Pa-
ra ver que son linealmente independentes, procedemos do xeito habitual, escribindo
P =iy iy Aijup ® vj; avaliando en (uj,vj), obtemos que 0 = p(uj, v§) = Apk,
polo que todos os coeficientes son cero.

Unicamente queda por ver que o par (L(E* x F*, K), ¢) cumpre a propiedade universal.
Para iso, sexa (H, 1) un par con ¢: E x F' — H bilineal. Calquera aplicacién f: G — H
tal que f oy =1 ten que cumprir que (f o ¢)(ui, vj) = Y(ui,vj), é dicir, f(u; ® v;) =
Y (ui,vj). Como u ® v é unha base de G, sabemos que existe unha tnica aplicacién
lineal f: G — H que cumpre f(u; ® vj) = 9 (u;3,v;) para todo 4, j. Para esta tnica f,



218 CAPITULO 5. TENSORES E ALXEBRA TENSORIAL

sex =) 1 wvu € Eey=37"_yjv; € F, entén
n
(Fo)ay) = f( D mispuivy))
=1

= Z Z zy; f (ui @ vj)

i=1 j=1
n m
=30 miy(ui,vp)
i=1 j=1
= ¢(z,y).
Polo tanto, fop = 1 e queda probado que existe unha tnica aplicacién lineal f: G — H
tal que fop =1. O

En termos de bases, temos a seguinte caracterizacién.

Proposicién 5.17. Coas notaciéns anteriores, sexa (G,¢) un par e p: E x F — G
bilineal. Entén, as seguintes propiedades son equivalentes:

(a) (G, ) cumpre a propiedade universal.

(b) Existen bases u de E e v de F tal que {¢(u;,vj) conl <i<m;1<j<m}é
base de G.

(c) Para calquera eleccién de bases u de E e v de F, {¢(u;,vj) con1 <i<n;1<
j < m} é base de G.

Demostracion. Vemos primeiro que (a) implica (c). Vimos xa que (L(E* x F*, K), ¢)
cumpre a propiedade universal e se collemos bases v de E e v de F,

u®v = {p(u;,vj) con1<i<n,1<j<m}

é base de L(E* x F*| K). Por hip6tese, (G, ¢) cumpre a propiedade universal, e sabemos
que un par que cumpra a propiedade universal é tinico salvo isomorfismo. Polo tanto,
existe un isomorfismo f: L(E* x F*, K) — G de espazos vectoriais tal que f oo = .
Polo tanto, se fixamos bases u de E e v de F,

{o(us,vj) con1<i<n, 1<j<m}=f({p(u,v;) conl<i<n, 1<j<m})

é unha base de G porque é a imaxe polo isomorfismo f dunha base de L(E* x F*, K).
O feito de que (c) implique (b) é evidente. Por tltimo, podemos ver que (b) implica
(a). Por hipdtese, {¢(ui,vj)} é unha base de G. Sexa (H,v) un par. Queremos ver
que existe un tnico morfismo de pares f: (G,¢) — (H,v). Como f o ¢ é igual a
1, iso quere dicir que f(p(us,v;)) = ¥(ui,v;). Como as aplicacions lineais quedan
univocamente determinadas pola imaxe dunha base, deducimos que existe unha tnica
aplicacion lineal f tal que f(¢(ui,v;)) = ¥ (u;,v;) para todo 1, j. O

Definicién 5.14. Un produto tensorial de E e F é un par (G, ) que cumpre a pro-
piedade universal (e que polo visto agora, é tinico salvo isomorfismo). O par (L(E* x
F* K),p),con ¢: Ex F — L(E* x F*, K) dado por ¢(z,y) = z ® y cumpre a propie-
dade universal, polo que se acostuma denotar o produto tensorial de F e F'.
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Proposicién 5.18. (a) Sexa G un K-espazo vectorial. Entén
¢: L(EXF.G)— LIE®F,Q)

definida por ¢(f) = g, onde f: E® F — G, é a tunica aplicacién lineal tal que
go @ = f é un isomorfismo de espazos vectoriais. Aqui, p: EX F - EQ F é a
aplicacién dada pola propiedade universal.

(b) Existe un isomorfismo candnico (£ ® F)* = E* @ F*.

Demostracion. Pola propiedade universal do produto tensorial, dada f: E x F — G,
existe unha unica aplicacién lineal g: £ ® F' — G que maneira que g o ¢ = f. Polo
tanto, ¢(f) = g, onde g o ¢ = f estd ben definida. A aplicacién ¢ é inxectiva, porque
se ¢(f) = o(f'), entén f = ¢(f) o o = ¢(g) o p = g. Do mesmo xeito, é sobrexectiva
xa que dada ¢g: E ® F' — G podemos coller como antiimaxe f := go . A linealidade é
evidente, polo que temos o isomorfismo pedido.

Para a segunda parte, temos que E* ® F* = L(E** x F**, K) Usando os isomorfismos
candnica entre un espazo e o seu bidual, e collendo G = K na primeira parte da
proposicién, obtemos

E*® F*=L(E™ x F** K)~ L(Ex F,K)~ L(E® F,K) = (E® F)*.
0

Unha das aplicaciéns habituais dos produtos tensoriais é proporcionar unha linguaxe
na que entender a extension de escalares. Por exemplo, dado un polinomio en R[X],
frecuentemente pasamos a consideralo como un polinomio con coeficientes en C; iso
pédese representar en termos do isomorfismo

R[X] ®r C ~ C[X],

onde o subindice R indica que o produto tensorial se considera sobre os R-espazos
vectoriais.

Os produtos tensoriais son especialmente interesantes cando en vez de traballar sobre
espazos vectoriais traballamos sobre mddulos. E dicir, en lugar de considerar que o
produto por escalares ocorre cos coeficientes nun corpo, pasamos a traballar cun anel
R. A principal diferenza é que non podemos falar de bases do mesmo xeito que para
espazos vectoriais. Por exemplo, no caso do Z-médulo Z/nZ, o elemento 1 é un xerador,
pero non é linealmente independente xa que n x 1 = 0.

Outro exemplo habitual na lina anterior consiste en reducir médulo p un polinomio con
coeficientes enteiros. Nese caso, vemos (Z/pZ) como un Z-médulo e usamos que

Z[X] ®z Z/pL ~ (Z/pZ)[X].
Un exemplo ilustrativo dun produto tensorial no que o resultado non é evidente é o
seguinte, cuxa demostracion omitimos.
Proposicion 5.19. Sexan m e n enteiros positivos. Entén,

Z/mZ @z 7/nZ ~ 7./ ged(m,n)Z.
A idea esencial é que dado un elemento = ® y, con © € Z/mZ e y € Z/nZ, podemos
definir un elemento en Z/ ged(m, n)Z tomando o produto das reduciéns de x e y médulo
d, é dicir,
Z/mZ @ L/nl — 7] gcd(m,n)Z, (x,y) — zy (méd ged(m,n)).
Noutras palabras, as aplicaciéns bilineais que se poden definir a partir de Z/mZ®yZ/nZ
son as que factorizan a través de Z/ ged(m,n)Z.
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5.6. Tensores e integracion

Nesta seccién, consideramos o espazo vectorial R”. En cada punto p € R", temos a
nocioén de espazo tanzente, que denotamos como R} e que se corresponde coas diferentes
direccions que pode tomar o gradiente dunha curva diferenciable que pase por dito
punto. Recordamos que R} ~ R"™ para todo p.

Definicién 5.15. Unha k-forma diferencial en R™ (ou forma diferencial de grao k) é
unha aplicacién

k
wi R — | J(ARD), prwip),
p
onde
wp): Ry x - xR} — R (v1,...,0) = w(p)(v1,..., k).
En particular, podemos pér
w = Z Wil...ikdxil VANERRIVAN dl‘ik, (5.1)

1<i1<...<ip<n

onde wj, .. 4, : R” — R son as funciéns componentes de w (que suporemos sempre de
clase C*). As mesmas definiciéns funcionan cando cambiamos R™ por un aberto U.
O conxunto de formas diferenciais de grao k nun aberto U C R” denétase como QF(U).

Identificamos Q°(U) co conxunto de funciéns diferenciables U, é dicir, con C*°(U).
Como vimos neste tema, as formas diferenciais de grao k forman un R-espazo vectorial;
hai ademais unha operacién de produto exterior entre as formas de grao k e grao /£,

N\ QM U) x Q4U) — Q).

Moitas das definiciéns realizarémolas por simplicidade en R", pero as mesmas defini-
cioéns serven para abertos calquera.

Na teoria da integracién, un concepto fundamental é o de diferencial exterior, que da
unha aplicacién lineal entre as formas diferenciais de grao k e as de grao k+ 1. E dicir,
¢ unha aplicacion lineal dentro da alxebra exterior, pero que non preserva o grao.

Definiciéon 5.16. A diferencial exterior definese como unha aplicacién lineal entre as
formas diferenciais de grao k e as de k + 1. Se f € Q°(R"), ent6n

ox;
i=1 v

df =

dx;;

se w € QF(R™) e k > 1, coas notaciéns anteriores,

dw = Z dwiy .4, Ndxig A Ndxg,.

1<ir<...<ip<n

A seguinte proposiciéon recolle algunhas das propiedades méis importantes da diferencial
exterior.

Proposicién 5.20. Suponamos que a,b € R, wy, wy € QF(R™) in € QYR").

(1) d(awi + bwe) = adwy + b dws;
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(2) d(wy An) = dwi An+ (=1)Fwy A dn;

(3) d?(wy) = d(dwy) = 0.
Sexa : R"™ — R™ unha funcién diferenciable. Considérase a aplicacién

" QFR?) — QF(R™) w s pw
definida da seguinte maneira.
Definicién 5.17. Sexa f € Q°(R™); nese caso, deffnese ¢*f = f o . Se w € QF(R"),
conk>0,p€R™ewvy,...,up € R, entén
(P w)p(v1, s vk) = W) (dpp(v1), - - - dpp(vg)).

A k-forma ¢*w chamase pull-back de w por .
Algunhas das propiedades que cumpre o pull-back son as seguintes.
Proposicién 5.21. Suponamos que a,b € R, wy, wy € QF(R™) e n € QY(R™).

(1) ¢*(awi + bwa) = a p*wi + b p*ws;

(2) (w1 An) = @'wr A p™n;

(3) ¢"(dw1) = d(¢*w1) =0.

A diferencial dunha funcién f é unha aplicacion lineal entre os espazos tanxentes en p e
en f(p). O pull-back pode interpretarse como a aplicacién dual da diferencial. E dicir,
en cada punto do espazo temos un espazo vectorial asociado (o espazo tanxente) e o
seu espazo dual (o espazo cotanxente, formado polas formas diferenciais). Por exemplo,
no caso da esfera S? = {(z,y,2) € R? | 22 +y% + 22 = 1}, o espazo tanxente en (0,0, 1)
é o subespazo vectorial de R? xerado por (1,0,0) e (0,0, 1).

O pull-back da unha aplicacién lineal entre os espazos cotanxentes; como en R" o
Unico que serd posible é integrar formas diferenciais de orde n, o procedemento para
integrar nunha variedade de dimensién n en R™ é considerar unha parametrizacién
¢: U CR" — R™ e dada unha m-forma en R™ considerar o seu pull-back ¢*(w).

Exemplo. Na esfera S centrada na orixe e de raio R, consideramos a forma diferencial
w= (% —|—a)dy/\dz+ (%—l—b)dz/\da:—i— (% —l—c)d:c/\dy,
T r r

con a,b,c € R. Esta expresién é inconveniente de cara & teoria de integracién, porque
a esfera é unha variedade de dimensién 2 e para describila estamos empregando a sua
descricién en R3, que ten dimensién 3. Consideramos a parametrizacién da esfera dada
por

o:D=1[0,7) x[0,21) — R3, (¢,0) — (Rsingcosf, Rsinpsiné, Rcosp).

Podemos entén considerar o pull-back o*w, que sera unha forma diferencial en D, que
ten dimensién 2. En particular, temos que

dy Adz = R%sin® pcos, dzAde = R%*sin?psind, dxAdy= R?sinycosp.

Na teoria de integracién, definese fSw = [ p 0w, polo que neste caso poderiamos

comprobar directamente que
™
/w = 27r/ sin p dy = 4.
S 0

En particular, o resultado non depende de a, b e c.



222 CAPITULO 5. TENSORES E ALXEBRA TENSORIAL

Definicién 5.18. Sexa w € QF(U) unha forma diferencial. Dise que w é pechada se
dw = 0. Dise que w é eracta se existe n € Q¥~1(U) de maneira que dn = w.

Como d?w = 0 para calquera w € QF(U), tense que toda forma exacta é pechada.
Como as formas diferenciais exactas e pechadas forman R-espazos vectoriais, ten sentido
definir a cohomolozia de de Rham de grao k como

~ {w € QF(U) tal que w ¢ pechada}
— {w € QF(U) tal que w é exacta}

H"(U)

O teorema de de Rham afirma que H¥(U) unicamente depende da xeometria de U, é
dicir, relaciona uns obxectos de cardcter analitico (as formas diferenciais) con outros
de caracter topoléxico.

5.7. Tensores en fisica: definicion en termos de coordena-
das

En fisica e en enxeneria, os tensores non se definen como aplicaciéns multilineais, senén
en termos do seu comportamento por cambios de coordenadas. A seguinte definicién
de tensor é bastante habitual en libros de fisica.

Definicién 5.19. Sexa E un espazo vectorial de dimension n > 1. Un tensor de rango
Oen E é un escalar. Para k > 1, un tensor contravariante de rango k en E é un obxecto
T con n* componentes en calquera sistema de coordenadas de E de maneira que, se
(T Y1<iy ip<n € {T% % }1<4, i <, son as compoiientes de T’ en dous sistemas
de coordenadas, entén

7715yl § 1seesdb . .
T yeeey — T.j seens] a'bl]l e alk]k’
1<g1,- 0k <n

onde (a;j) é a matriz correspondente a expresar o primeiro sistema de coordenadas de
FE en termos do segundo.

Esta é, precisamente, a definicién dun elemento de E®*. Para demostrar iso, fixamos

unha base {v1,...,v,} de E, de maneira que T' tefia componientes {1 " }1<;, i <p:
T = E T”""’zkvil K- Qv € E®k,
1<iy,...,ixg<n
Consideremos agora un segundo sistema de coordenadas {u1, ..., u,}, e polamos v; =

o aiju;. Entén,

T — E T“""’lkvil ®- - @,
1<, <n
n n
— g T]17~-~7Jk' ( E a’iljluil) ® e ® ( g alk]k““@)
1<41,.. 3 Jk <0 i1=1 =1

= § < § Tivesdeg oo aikjk)“il ® - ® U,

1<it, iy <n 1<71,...,Jjk <n

— g Tzlv---ylkuil R R ul-k'

1<y, i <n
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Polo tanto, en fisica as compofientes dun tensor contravariante de rango k en F son os
coeficientes dun elemento de E®* nalgunha base de E®*.

Isto todo pddese xeralizar ao caso do espazo dual. Por consistencia coas notacions ha-
bituais en fisica ou xeometria diferencial, imos escribir as bases duais de {v1,...,v,}
e {u1,...,u,} como {v!,... ;v"} e {u',...,u"}, respectivamente. Unha base de E re-
preséntase con subindices, mentres que os coeficientes levan superindices; e no caso de
E* unha base escribese con superindices e os coeficientes con subindices. Ademais, se
a matriz que pasa da base {u1,...,un} a {vi,...,v,} se denota por (a;j), a inversa
escribese como (a/), a trasposta como (aj;) e a inversa da trasposta como (a’?).

Definicion 5.20. Para k& > 1, un tensor covariante de rango £ en E é un obxecto
T con n’ compoiientes en calquera sistema de coordenadas de E de maneira que, se
{Tiy,....is J1<in,sisy<n € {Th1,....ip }1<j1,....ju,<n sOD as compofientes de T en dous sistemas
de coordenadas, entén

) - E ) o J18 L Jete
717,1,...,15 - 71]17“"‘”(1 a ’
1<g1,0000<n

onde (a’") é a inversa da transposta da matriz correspondente a expresar o primeiro
sistema de coordenadas de E en termos do segundo.

A comprobacién neste caso é andloga & anterior:

_ . N Je
T= Z Ty, €" ® ®e
1§j17"'7jé§”
n n
= E Tj1,...,jg< a]”lf“) R ® ( a]zwfle)
1§]177]5Sn 11:1 7,221

— Z ( Z le,...,jéa’jlil . a’j[ie)fil ® . ® fié

1<ii,ete<n 1<j1,..,5¢<n

= > T.afteeft

1<, <n
Por 1ultimo, as definiciéns esténdense de xeito andlogo ao caso de tensores mixtos.

Exemplo. Imos discutir as diferentes transformaciéns para tensores de rango 2. Para
iso, mantemos as notaciéns das definiciéns anteriores.

= No caso de tensores de tipo (2,0), temos que

o .
(T172) = > " TMPa;, 5 a5,

J1,J2
= No caso de tensores de tipo (0,2), temos que

(ﬁli2) = Z (TJ'1]'2)ajlilajﬂ2 .

Ji,j2
= No caso de tensores de tipo (1, 1), temos que

71y g1, . . o j2i2
(Tz‘z )= E Tjg Qjpj; 4777
J1,J2
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O caso de tipo (0,2) correspéndese coa lei de transformacién dunha forma bilineal por
cambios de base, e os de tipo (1,1) amosan a transformaciéon dunha aplicacién linear.
Iso permitenos pensar nunha aplicacién bilineal como un tensor de tipo (0,2) e nunha
aplicacién linear como nun tensor de tipo (1,1), xa que £ ® E* ~ End(F).

Esta seccion pddese resumir coa frase os fisicos pensan nos tensores como sistemas de
componientes organizados por un ou mdis indices que se transforman de acordo a un
conzunto especifico de regras.

5.8. Problemas

Definicions e primeiras propiedades.

Problema 5.1. Sexa E un espazo vectorial sobre un corpo K. Sexa ¢: F x E* — K
definida por ¢(z,w) = w(x).
(a) Demostrar que ¢ é unha forma lineal en ambas componentes.
(b) Sexa F' un subespazo vectorial de E' e H un subespazo vectorial de E*. Probar
que F+ = {w € E* | p(x,w) =0 paratodo r de F} e H- = {x € F | p(z,w) =

0 para todo w de H} son subespazos vectoriais de E* e E, respectivamente, e que
dim F + dim F+ = dim E e dim H + dim H+ = dim E.

¢) Demostrar que F+ = F e que H+! = H.
(d) Demostrar que se Fy C Fs, entén Ff- D F2L e que se H) C Ho, Hf D HQJ-

f

()
)
(e) Demostrar que (F} + Fp)* = Fir N F5t e (Hy + Hy)* = Hi N Hy.
(f) Demostrar que (Fy N Fy)* = Fi- + F3- e (Hy N Hy)* = Hi- + Hy-.
)

Demostrar que existe unha bixeccién entre os subespazos de E e o de E* dada
por F+— F+e H— HT.

(g

Solucién. (a) Hai que comprobar que ¢ é bilineal nas dias variables. Imolo com-
probar na primeira. Para a suma, temos que

plr+y,w) =w@+y) =w)+wly) =e@w) +ey,w);
para o produto por escalares,
oAz, w) = wAz) = dw(z) = Ap(z,w).

Na segunda variable é anéloga, vendo que p(z,w1 + w2) = ¢(x,w1) + ¢(x,ws) €
o, o) = Ao ().

(b) No caso de F, se p(x,w;) =0 e p(r,ws), entén @(z,w; +wz) =0 e p(r, \w) =
0, onde empregamos a linealidade do apartado anterior. O mesmo razoamento
funciona para probar que H' é un subespazo.

Suponamos que r = dim F, e fixamos unha base B, = {v1,...,v,} de F, que
podemos completar a unha base {vi,...,v,} de E. Sexa {v],..., v} a base dual.
Temos que (v}, ...,v;) C Ft, porque todas esas formas lineais anulan todos os

vectores de E. Para ver a inclusién oposta, sexa w =Y ;" ; \jvf € F, de maneira
que para algin i, con 1 < i <7, se cumpre que \; # 0. Entén, p(e;,w) = A\; # 0,
que é unha contradicién. Polo tanto, dim F- = n —r. O caso de H demdstrase
de xeito andlogo.
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()

Comezamos observando que F' C F+-. Por definicién,
Ftt = {z € E|w(x) = 0 para todo w € F1},

e se w cumpre que w(x) = 0 para todo = € F, ent6n tense que F' C FLL. Por
outro lado, temos que as dimensiéns coinciden:

dim F++ = dim E — dim F* = dim E — (dim E — dim F) = dim F.

Se temos unha inclusion e as dimensions coinciden, necesariamente son iguais. O
caso de H é anéalogo.

Suponamos que F; C F,. Para demostrar que FQJ- C Ff-, sexa w € FQJ- Polo
tanto, p(z,w) = 0 para todo = € Fy. Como F| C Fj, tense en particular que
¢(x,w) = 0 para todo x € F, polo que w € Fj-. O caso de Hy e Hy é andlogo.

Por definicién,
(Fy + Fy)t = {w e E* | p(z + y,w) = 0 para todo z € Fy, y € Fp}.

Imos ver que Fi- N Fs- C (Fy + F3)*. Para iso, temos que probar que se w €
Fll N FZJ-, entén ¢(x +y,w) = 0 para todo x € F} e y € Fy. Temos que

o +y,w) = p(,w)+e(y,w) =0+0=0,

onde usamos que ¢(x,w) = 0 porque w € Fi- e x € F} e p(y,w) xa que w € Fi- e
y € Fy. Para ver a inclusién oposta, sexa w € (Fy + Fy)*. Temos que comprobar
que w € Fi* e w € F5-. Se ¢(x + y,w) = 0 para todo € Fy e y € F, pondo
y = 0 temos que ¢(z,w) = 0 para todo = € F}, polo que w € Fi-, e polo mesmo
argumento, w € FQL O caso de Hy e Hy é andlogo.

Comezamos vendo que Fi- + F5- C (Fy N Fy)*. Para iso, sexa wy +wy € Fi- + Fi*
e sexa r € F; N Fy. Entén,

p(, w1 +w2) = p(x,w1) + p(z,w2) =0+ 0 =0,

onde empregamos que (z,w;) = 0 xa que x € ) e w; € Fi- e p(z,ws) = 0
xa que ¥ € Iy e wy € F5-. Do apartado anterior sabemos que dim(Fy + )t =
dim Fj- N F5-. Aplicando a férmula de Grassmann, iso é equivalente a

n —dim(Fy + Fy) = dim Fi* + dim F3- — dim(F{- + Fy").
Reorganizando termos, quédanos que
dim(Fi- + F5") = n+ dim(F, + F) — dim Fy — dim F,
=n-— d1m(F1 N Fg) = (Fl N FQ)L.

Polo tanto, as dimensions son iguais e ao termos unha inclusién podemos concluir.

Unha maneira alternativa pasa por traballar en termos de bases. Sexa {v1,...,v,}
unha base de F; N Fy; completdmola de maneira que {vi,...,0p, Vpi1,...,0s}
sexa base de Fy e {v1,...,0p,V541,...,0:} sexa base de Fy. Temos entén que
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(Ur41y .-y 0s) N {Vsy1,...,v) = {0}. Podemos logo considerar unha base de F da
forma {vi,...,0p,..., Vs, ..., 0, ..., 0} Entén,
Fl 4+ F- = (Vsits- s Un) F(Upsgy e UG, Vi 1,5 Uny)
= (Vy gy, 0p)
= (Fl ﬂFQ)L.

O caso de Hy e Hy é analogo.
(g) Consideramos a aplicacion
{subespazos de E} — {subespazos de E*}, F s F=*.

A aplicacién estd ben definida xa que vimos que F- é un subespazo vectorial de
E*. Para establecer que é unha bixeccién, é suficiente con propofier unha inversa
e ver que a composiciéon en ambos sentidos é a identidade. A inversa é a dada
no enunciado, H — H=. Para ver a bixeccién pedida, é logo suficiente ver que
Ftt =F e H* = H, pero iso séguese do apartado (c).

Problema 5.2. Sexa E un espazo vectorial de dimensién n e {vy,...,v,} unha base
de E. Definimos a aplicacién contracién C: T (E) — R por C(F) = > o1 F(vj, 7).

(a) Demostrar que C' estd ben definida (é dicir, non depende da eleccién de base).
(b) Demostrar que C é lineal.

(c) Sev € E ew € E*, demostrar que C(w ® v) = w(v).

Solucién. (a) Consideramos outra base {u1, ..., u,} de maneira que u, = Y. | a;yv;
* N px D — (a0 — (b, tp _
euy =) 5 bjsvr, onde as matrices A = (a;;) e B = (bjs) cumpren que A'B = I,,.

En concreto, iso quere dicir que Y ;_; aixbjr = d;;. Polo tanto,

Z F(ug,up) = Z F( Z ajyv;, Z bjtv;-‘)
t=1 t=1 =1 j=1
= Z Z F(vi,v7) - (Z atibtj)
t=1

i=1 j=1

= Z Z F(Ui, U;)(SZ]

i=1 j=1
n

= F(uv,v)).
t=1

(b) Temos que comprobar que C(F + G) = C(F) + C(G) e que C(A\F) = AC(F),
para F,G € T11 (E) e A € R. Para iso, simplemente observamos que

C(F+@) =

M-

(F + G)(’Uj, U;)

<
Il
-

F(vj,v;) + Z G(vj,v})

J=1

Il
o,
i M:
I

C(F)+C(G)
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e que
n

C(AF) => (AF)(v;,v})

J=1

= S A1)
j=1
= \C(F).
(c) Escribimos v = 1" \jv; e w =37 pu;v5. Entén,
w(v) = Z Z Aipyvj (vi) = Z Z Aiptiij = Z)\im-
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Por outro lado,

n

Clw®v) =Y (wev)(v,v}) =Y wv)o(]) = pA;.
j=1 Jj=1

J=1

Problema 5.3. Sexa B, = {v1,v2,v3,v4) a base dun espazo vectorial E. Calcular o
simetrizado e o antisimetrizado dos seguintes tensores:

(a) v1 ® vz + 2v2 ® Vg — V3 ® V4.
(b) 201 ® v ® vy — v ® V] ® V3 — 201 ® Vg ® V2 + V] @ Vg R V3.
Solucién. (a) O simetrizado do primeiro tensor é

V] QU3+ v3 Qv + 209 QUg+ 204 @V — V3 R Uy — Vg Q Vs
2 9

mentres que o antisimetrizado é

V] ® U3 — U3 @V + 202 @ Vg — 204 R V2 — V3 @ Vg + V4 @ U3
5 )

(b) No segundo caso procedemos de xeito andlogo, tendo en conta as diferenzas entre
os dous primeiros termos e os dous seguintes. Por exemplo, o simetrizado do
primeiro sumando é

21 @V @ Uz 4+ 2v1 @ U2 @ V1 + 202 ® V1 @ V1
3 )
xa que hai un indice repetido. O simetrizado do terceiro seria, en cambio sumar
sobre as seis permutaciéns posibles e dividir por 6. No caso do antisimetrizado,
o resultado de aplicalo aos dous primeiros é 0 xa que hai indices iguais; para os
dous seguintes, hai que sumar sobre as 6 permutacions colocando o signo positivo
ou negativo segundo sexa par ou impar.

Produto exterior e tensores descomponibles

Problema 5.4. En T3(R3) considéranse os tensores
fi(z,y) = 221y3 — 3w2y3 + T2y1 — T3Y2
fo(@,y) = Broys — z1y3 + dx3y2 + 223Y3.

Calcular os seus antisimetrizados e facer o produto exterior.



228 CAPITULO 5. TENSORES E ALXEBRA TENSORIAL

Solucién. Sexa {ey, ez, e3} a base candnica de R3 e {e}, €5, 5} a sia base dual. Temos
que

3 1 1
Alfilz,y)) =e1hes —ges Nes+gea Nef — Sez ey

1
:ef/\eég—e;/\e;—i-ge;‘/\e}k,

1 * *
A(fo(z,y)) = —5e1 A e3 + 2e3 A e5.

O produto exterior A(fi(z,y)) A A(fa(x,y)) é 0 porque en todos os sumandos teremos
sempre produtos exteriores da forma e;, Aef Aej, Aej,, con iy, ia,i3,44 € {1,2,3}. Polo
tanto, dous dos subindices tefien que ser iguais.

Problema 5.5. Sexa B, = (vy, v2,v3) a base canénica de R3. Considerar as aplicaciéns
lineais dadas por

f@y,2) =3z -y, glz,y,2)=z+y+z hzyz2) =2z
(a) Escribir f, g e h na base B = {e7, €5, e3) de T1(R?).
(b) Calcular fAg, fAh,gANhe fAgAh.

(c) Dados os vectores u = (1,—1,2), v =(0,3,—1) e w = (—1,0, 1), calcular (f AgA
h)(u,v,w).

Solucién. (a) Temos que f = 3e] —e5, g =€} + €5 + €5 e h = 2¢j.
(b) E un calculo rutineiro:
fANg=4el Nes+ 3e] Ney —e5 Aes,
fAh=6e] Nes —2e;5 N ej
g\ h=2e] Nes+2e;5 A e;
fAgAh=06e] Nes Aes—2e5 Nel Nes =8e] Aey Aej

(c) Temos que det = efAes e, polo que fAgAh = 8det. Neste caso, det(u, v, w) = 8,
polo que (f Ag A h)(u,v,w) = 64.

Problema 5.6. Sexa B, = (v1,v2,v3,v4) unha base dun espazo vectorial E. Dicir cal
dos seguintes tensores son descomponibles e, cando o sexan, dar unha descomposicién:
(a) v1 Avg + v3 A vy.
(b) v1 A vy + vy Aws.
(¢) v1 Avg Avg+ v Ave Avg — 201 Avg A vy + 3ve A vg A vy.
(d) (2u1 Avg+ 3vg Avz) A (V1 Avs —v1 Avg — 209 Avs + v2 A vy).
Solucién. (a) Non é descomponible xa que

(v Ava 4+ v3 Avg) A (V1 Ava 4+ v3 Avg) =201 Ava Avg A vy,

que non é cero.

(b) Podemos poner simplemente v A (—v1 + v3).
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(¢) Consideramos unha descomposicién da forma
AMv1 + avg) A (v2 + Bog) A (vs + yvg).

Igualando o termo con v; Avs Avs quédanos que A = 1. Igualando para v; Avg Avy
vemos que v = 1; para vy A vs A vy, temos que 8 = 2; e para va A v A vy, que
a = 3.

A decomposicién non é tinica. Poderiamos ter considerado, por exemplo, unha da
forma
Av1 + avg) A (v2 + Bug) A (va + yvs3).

Neste caso, igualando o termo con v; A v2 A v4 quédanos que A = 1. Igualando
para vy A v A vg, vemos que vy = 1; para v; A v3 A vy, temos que 8 = 2; e para
vo A vg A vy, que a = —3.

(d) Operando, temos que o tensor é igual a —7v; A va A vs A vy.

Problema 5.7. Sexa F = Ry[X] 0 espazo vectorial dos polinomios de grao menor ou
igual que 2. Sexa B. = {e1,e2,e3} = {1, X, X?} a base canénica e B = {e}, e}, e5} a
dual. Definimos fi, fo, f3 : £ — R da seguinte maneira:

Hi(P(X)) = P(=1) + P(0) + P(1),
fo(P(X)) = =P(=1) + P(1),
f3(P(X)) = P(=1) + P(1).
(a) Probar que {fi, f2, f3} é unha base de E* e escribir eses elementos na base e*.

(b) Expresar fi A f2 e o simetrizado de fa ® f3 na base natural de T»(E).

(c) Existirdn numeros reais «, 3,y de maneira que aaf; A fo + Bfa A fs+vf3 A fi
non sexa descomponible? Dar unha descomposicion de

finfo—fanfz—f3A fi.

Solucién. (a) Comezamos observando que f1, f2 e f3 son elementos do dual, e em-
pregando as descriciéns do enunciado tense que

fi=3e] + 25, fo=2e5 f3=2¢]+ 2e5.
Como se ten que
3 0 2
0 20
2 0 2

temos que f1, fo e f3 son tres elementos linealmente independentes en E*, que
ten dimensién 3. Polo tanto, tamén son base.

=440,

(b) Comezamos observando que T»(E) é un espazo vectorial de dimensién 9 que ten
como base natural {e] ® e;}lgi,jgg. Un célculo sinxelo amosa que

fi A fa = 6e] Aes+4es Aes.
Usando que €] N e} = ef @ e — e} ® e, obtense que
fi A fa=6e] ®e; —6e; @ e] + 4de; ® e — 4es @ es.

Por outra banda, tendo en conta que S(f2 ® f3) = 3(f2® f3+ f3® f2), quédanos
que
S(f2® f) = 265 @ ¢} + 265 @ e + 26 ® ¢ + 2} © ¢
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(c) Calquera tensor de A3(R3) é descompoiible, xa que, mais en xeral, se E ten
dimension n, un tensor en A,,_1(E) é sempre descomponible. Temos que

finfo—foNfs—fsNf1= 106TA6§+26TA€§—8€§A6§.
Buscamos unha descomposicién da forma
10e] A e5 + 2e] A es — 8es A es = Mae] + e3) A (Be] + €3);

igualando termos resulta A = —8, —A\S = 10 e Aa = 2. Polo tanto, « = —1/4 e
B = 5/4. Polo tanto,

finfa—faNfs—fsAfi= —8<—ie*{+e§) A (Ze{—i—eéﬁ,).
Problema 5.8. Sexa u x v o produto vectorial en R3. Probar que a aplicacién
AR — R, wuAve— uxw
é un isomorfismo.
Solucién. Comezamos recordando que se u = (z1,x2,23) € y = (Y1, Y2, y3), entén

u X v = (Tay3z — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-

Ambos espazos tenen dimensién 3, polo que é suficiente comprobar que se trata dunha
aplicacién lineal inxectiva. A linealidade ¢ inmediata a partir da linealidade do produto
vectorial. Para ver que é inxectiva, observamos que u X v se, e soamente se, (u,v) ten
dimension 1. Nese caso, u A v = 0, polo que o Unico vector con imaxe 0 é o 0.

Problema 5.9. Sexa E un R-espazo vectorial de dimensién 4 e {vg,v1,v2,v3} unha
base de E.

(a) Se F = (u,v) C E é un subespazo de dimensién 2, demostrar que o subespazo
{(u Av) C A’E non depende da eleccién da base u,v de F.

(b) Sexa q: A? E — R a forma cuadrética definida en coordenadas por
q(w) = x0,1%2,3 — T0,2%1,3 + T0,3%1,2-
Demostrar que q(w) = 0 se, e soamente se, w A w = 0 en AYE.

Solucién. (a) Collamos outra base de F', v/ = au+bv, v = cu+dv, con ad —bec # 0.
Entoén,
W AV =aduAv+bev Au= (ad — bc)u Av.

(b) Pomos
w = 2,100 N\ V1 + To,200 A V2 + To,3V0 A VU3 + T1201 A V2 + T1,301 A U3+ To 302 A V3.
Temos que o produto exterior de w por el mesmo é
wAw = 2(:607156273 — Zp2%1,3 + I‘o’gl‘l,g)vo A v1 A vy A vs.

Polo tanto, w A w = 0 se, e soamente se, g(w) = 0.
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Problema 5.10. Sexa FE un K-espazo vectorial de dimensién n > 2. Sexa f € Ay (F).
Dicimos que f ten rango r = 2k se existen wy, ..., w, € E* de maneira que

f=wi Awes+w3s Awg+ ... +wr—1 Awy

e 7 é o nimero minimo co que se pode facer unha descomposiciéon como esta.

(a)

Demostrar que se f ten rango r e se ten unha descomposiciéon da forma
f=wiAwrt+wsAwg~+ ...+ wr—1 AWy,
entén {wi,...,w,} son linealmente independentes.

Demostrar que se f ten rango r = 2k, entén para todo 1 < m < k se cumpre que
fA...A f, onde o produto exterior se realiza m veces, ¢ diferente de 0; e que se
o produto exterior se realiza k 4+ 1 veces, entén é 0.

En E = R* consideramos a base canénica B, = {e1,e2,e3,e4}. Calcular o rango
do tensor

f=eines+eiNes+elNej+esNes+esNes+esNe).

Se f ten rango r e temos unha descomposicién como a do enunciado, ampliamos
os vectores {wy,...,w,} ata ter unha base B = {wi,...,wy} de E*. Calcular a
matriz A de f na base B, considerdndoa como unha forma bilineal en E. Que
relacién ten o rango de f co rango de A?

Solucién. (a) Suponiamos que non son independentes, de maneira que existe unha

combinacién lineal en termos dos w;. Sen perder xeralidade, podemos supor que
w,- participa na combinacién lineal e que polo tanto se pode escribir

Wr =a1W1 + ..o+ Qr_1Wp—_1.

Observamos agora que o termo w,_1A(ajwi +agws) se pode incorporar ao primeiro
termo da suma, do xeito

w1 Aws + wr—1 A (a1w1 + aswa) = (w1 + agwr—1) A (w2 — a1wp_1).

Procedendo de xeito andlogo cos coeficientes (as,aq) e asi ata (agx—3, asx—2),
chegamos a que teriamos unha descomposicién con r — 2 elementos w;.

Se facemos o produto exterior m veces, o termo w1 A. . . Aws,, aparece multiplicado
polo coeficiente m!, xa que todas as permutaciéns que o involucran son pares;
alternativamente, estamos considerando permutaciéns da forma 7; A 72, onde
m, M2 € A2(F), e nese caso tense que 11 Ang = n2 Anp. Porén, ao facer o produto
exterior k + 1 veces temos o produto exterior de r 4+ 2 termos da forma w;, con
1 <4 < 2r. Como s6 hai r diferentes, necesariamente algin deles terd que ser
igual.

Temos que f A f = 2e] Aej Aes Aey, mentres que f A f A f. Polo tanto, o rango
é 4.
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(d) Sexa {v1,...,v,} a base de E que ten por dual {wi,...,w,}. Observamos que

w1 Awy = wi ® wp —wa ® wi, polo que wy A wa(v;,v5) é 1se (4,7) = (1,2), —1 se
(i,7) = (2,1) e 0 en calquera outro caso. Polo tanto, temos que a matriz de f é
unha matriz cos bloques diagonais 2 x 2 da forma

(4 0)

En particular, o seu rango é r.

Problema 5.11. Sexa w € E® E, con E = R*.

(a) Probar que, se w € A?(E), entén existe unha base {v1,v2,v3,v4} de E tal que

w € (V1 A vg,v3 A vy).

(b) Sexa ¢ : E*x E* — R o tensor 2-contravariante asociado ao elemento w € EQ E.

Demostrar que w # 0 é descompoiiible se, e soamente se, para calquera base u de
E*, a matriz da forma bilineal ¢ na base u é antisimétrica e ten rango 2.

Solucién. (a) Se w # 0, podemos escoller dous vectores linealmente independentes

v1,v2 € F de maneira que w A vy A vg # 0. Como a dimensién de NE é igual a
1, existe A € R de maneira que w A w = 2 \w A v1 A v9. Polo tanto,

0=wA (w—2 1 Ava) = (w— Avg Ava) A (w — vy A vg),

e iso quere dicir que w — Avy A ve é A-descomponible, isto é, existen v3,v4 € E de
maneira que
w — Avp A vg = v3 A 4.

En particular, w € (v1 A va,v3 A vg). Finalmente, w A v; A va # 0, polo que
v3Avg Avy Ave # 0, e iso proba que {v1, va, v3,v4} son linealmente independentes.

Imos dar agora unha solucién alternativa e mais computacional. Na base canoénica,
escribimos

w = aigel N\ ez + aize1 A es + ajgeq N\ eqg + aszea N es + asgea N eq + asqes N ey.

Entén, pomos v1 = ey e vg = a1zes + aize3 + ajaeq. Se a3 = asq = azq = 0, entén
w = v1 A v2 e rematamos. Suponamos agora que un deses tres coeficientes é non
cero; podemos por, sen perda de xeralidade, a3 # 0. Entén, observamos que

as4 24
ao3€2 N es + aggea N\ eq4 4+ agqes N\ eq = ag3| €2 — a764 N (es + T .
23 23

Polo tanto, pondo v3 = ass (62 — %64) evy=e3+ %, temos que

w = v1 AN vy + v3 A\ V4.

Se {v1, v2, v3,v4} son linealmente independentes, xa acabamos. En caso contrario,
supomos que hai unha combinacion lineal da forma vy = Ajv1 4+ Aovg + Agv3. Nese
€aso,

w = v AU — Av1 A U3 — AgUs A U3 = (Ul + )\2’03) VAN (UQ — )\11}3),

polo que podemos coller u; = v1 + Aov9, us = v9 — A\jv3 € completar a base con
dous vectores ug e uy, de maneira que {uq, ug, us, us} cumpre as condiciéns.
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(b) Observamos que o feito de que a matriz de ¢ sexa antisimétrica e de rango 2 non
depende da base, xa que se a matriz nunha certa base, B, é antisimétrica e de
rango 2, entén noutra base serd A = S'BS, con S invertible. Tense entén que
At = S'B'S = —S'BS. Por outro lado, se B, = {v1,v2,v3,v4} é unha base e
w = Zij:l a;jv; ® vj, entén a matriz de ¢ é A = (ay ).

Para a primeira implicacién, se w = v1 A vy # 0 tense que v1 e v2 son linealmente
independentes, e ampliandoos a unha base de todo o espazo, a matriz correspon-

dente é
01 00
-1 0 0 O
000 0]}’
0 00O
que é antisimétrica e de rango 2.
Para a outra implicacién, se a matriz de ¢ é A = (a;;), con a;; = —aj;, tense que
4
w = Z(aijwi X wj — ajw; X wi) = Z QWi N w; = A(w),
i<j i,j=1

polo que w € A%(E). Ademais, polo apartado anterior podemos supor que a
matriz é da forma

00X 00
A0 00
00 0 u
00 —pu O

Se o rango é 2, entén A = 0 ou p = 0, polo que w = Avy A vy ou A = pws A vy,
polo que en calquera caso é descomponible.

Produto tensorial de espazos vectoriais.

Problema 5.12. Sexan F e F' dous K espazos vectoriais de dimensién finita. Dar un
isomorfismo
E*® F~L(E,F)

que non dependa da eleccion de bases.

Solucion. Imos definir o isomorfismo
@E*®F—>£<E,F), U®U'_>¢u®va

onde Yyugy: B — F é a aplicacién lineal que envia w a u(w) - v. Logo, estendemos esta
aplicacién por linealidade ao resto de elementos de E* ® F.
A aplicacién ¢ estd ben definida. En particular,

@(u ® (Ul + UQ)) = qu@(m—i—vz) = Yugv, + Yuguv, = Sa(u ® vl) + SD(U ® UQ)’

e de xeito similar comprébase que respecta a suma na variable de E* e o produto por
escalar en ambas.

Ademais, ¢ é inxectiva, xa que u(w) - v para todo w se, e soamente se v = 0 ou u = 0.
Como ambos espazos son de dimensién dim E - dim F, a inxectividade implica que ¢ é
un isomorfismo.
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Problema 5.13. Sexan Ejp, Fs, E3 R-espazos vectoriais de dimensién finita. Dar un
isomorfismo
ﬁ(El X E2 X Eg,R) ~ ,C(El,E(EQ X E3,R))

que non dependa da eleccion de bases.

Solucién. Imos definir o isomorfismo
¢: L(Ey X Ey X E3,R) — L(E1, L(Fy x E3),R),
que envia unha aplicacién lineal 1: Ey x Eo x E5 — R 4 aplicacién lineal (1))
() By — (B2 x E3 — R),  ¢(¥)(a)(d,c) = ¥(a,b,c).

A aplicacién @ é lineal xa que p(¥1 +12) = (1) + p(12) e (M) = Ap(¥). Por outro
lado, é inxectiva xa que p(¢) = 0 se, e soamente se, ¢ é igual a cero (xa que senén
existird unha terna (a, b, c) para a cal ¥(a,b,c) # 0).

Alternativamente, é posible construir explicitamente unha inversa de ¢. Sexa g €
L(Eq, L(Ey x E3,R)), é dicir, de maneira que para cada v € Eq, g(v): Es X E3 — R,
Definimos entén 9 (g): E1 x Es x E3 — R como a aplicacién que envia (z,y,2) a
¥(9)(x,y,2) = g(z)(y, z). E unha comprobacién rutineira probar que é linear e que é a
inversa de .

Problema 5.14. Probar que en R?2 ® R? se cumpre (1,1) ® (1,4) + (1, -2) ® (—1,2) =
6e1 ® eg + 3ea ® eq, onde e; = (1,0) e eo = (0, 1).

Solucién. Temos que

(1,1)@(1,4)+(1,—2)®(—1,2):61®61+4€1®€2+62®61+462®62
—e1®e1+2e1 Qe+ 269 ®e; —4deg @ es
= 6e1 ® ex + 3e2 R eg.

Problema 5.15. Sexan E1, Fs, F1, F5, G1, G2 K-espazos vectoriais de dimensién finita.

(a) Dadas aplicaciéns lineais f; € L(E;, F;), demostrar que existe unha tnica aplica-
cién lineal p € L(F) ® Ea, F1 ® F3) tal que

p(ur @ ug) = fi(u1) ® fa(uz)
para todo u; € Ej.
(b) Demostrar que a aplicacién f; @ fa — ¢ define un isomorfismo
L(E1, F1) @ L(Eg, Fy) ~ L(E) @ Ea, F1 @ Fy)
que non depende da eleccién de bases.
(c) Demostrar que, dadas aplicaciéns f; € L(E;, F;) e g; € L(F;, H;), tense que

(91 ®g2) o (f1® f2) = (910 f1) ® (92 ® fa).

Solucién. (a) A aplicacién dada por p(u; ® ug) = fi(u1) ® fa(uz) é un elemento
de L(E; ® Es, F1 ® F3), pois é unha aplicacién lineal de E} ® Es a F} ® Fy. En
particular, como esta descricién determina os valores nunha base e; ® e;, ten que
ser unica.
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(b) A linealidade da aplicacién é inmediata. Por outro lado, se ¢ = 0 temos que
fi(ur) @ fa(uz) = (f1 ® f2)(u1 ® ug) = 0 para todo u; € E; e ug € Ea, de onde
se deduce que f1 ® fo = 0. A dimensién de ambos espazos é o produto de dimen-
siéns dim(FE) dim(Es) dim(Fy) dim(F3), polo que unha vez temos demostrada a
inxectividade, sabemos que é un isomorfismo.

(c) E suficiente demostrar a igualdade sobre unha base e; ® ej de E1 ® E>. Unha
comprobacién rutineira amosa que ambos lados da igualdade dan g1(f1(e;)) ®

92(f2(e;))-
Problema 5.16. Sexa ®" f = f ® --- ® f o Unico endomorfismo tal que
Q" flur @ @up) = f(ur) @ @ fluy)
para todo uy,...,u, € E.

(a) Probar que se ¢ € End(®"FE) é o endomorfismo asociado a unha permutacién
o € S, entén

oo (®"f)=(®"f)oo.
(b) Probar que os subespazos S"(E) e A"(E) son invariantes por ®" f.

(c) Sexa A"f € End(A"E) a restricién de ®" f ao subespazo alternado. Demostrar

que
AN flur Ao Auyg) = flur) A A f(uy)
para todo ui,...,u, € E.
(d) Probar que se o subespazo F' = (uy,...,u,) C E é invariante por f, entén

A flur A Auyp) = det(fIF)ug A« A up.

Solucién. (a) Temos que ver que ambos endomorfismos coinciden ao avalialos en ele-
mentos da forma u; ®...®u,; o resultado despois pode estenderse por linealidade.
Entén,

oo (@ " f)(v1,...,vp) =00 (f(v1))®...® f(v,))
= f(va(l)) ®...® f(va(r))'.

Por outro lado,

(®Tf) o U(Ul’ e "U’f') = (®Tf)(/vcr(l)7 s ’UO'('I’))
= f(va(l)) ®...0 f(va(r))'

(b) Sexa v € S"(FE). Hai que demostrar que ®" f(v) € S"(F), é dicir, que Q" f(v) €
ST(E). Como v é simétrico, entén o - v = v para todo o. Usando o apartado
anterior, temos a seguinte cadea de igualdades:

0-®"f(v) =0® (@ f)(v) = (& f)(o-v) =" f(v).

Isto demostra a invariancia por S”(F). O caso alternado é anédlogo.
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(c) Temos que ug A---Aup =3 g 8e0(0)Uy(1)® - .. D Ugy(ny. Aplicando a linealidade
de ®" quédanos que

N Fur A Aue) = N FOY D Uy - to(r)

gES,

=) sgn(0) f(Ue) @+ @ fluo()

O’EST

= flur) A A fu).
d) Escribimos f(u;) =Y "_. aju;. Polas propiedades do produto exterior,
J=1"Jt™%7
flu) Ao oA fluy) = ( Z sgn(o) Haw(i))ul A Ay =det(fIF)ur Ao Ay
oc€Sr i=1

Problema 5.17. Sexan f € End(R?) e g € R? dous endomorfismos. Supofiamos que,
respecto 4 base canénica e de R? e 4 base canénica ¢/ de R?, as matrices de f e g son

111

A:(é 21), B=[2 2 2
3 3 3
{er

Achar a matriz de f ® g € End(R? ® R?) na base ®el,e1R¢€h, ..., eaR ek}

Solucién. A matriz é

1 11 -1 -1 -1
2 2 2 -2 -2 =2
3 3 3 -3 -3 -3
0 00 2 2 2
000 4 4 4
0 00 6 6 6

Problema 5.18. Consideramos dous endomorfismos f,g € End(R3) que tefien por
matriz, na base candnica,

A=

—_ O

respectivamente.

(a) Encontrar a forma reducida de Jordan e unha base de Jordan para f ® f €
End(R3 ® R?).

(b) Encontrar os polinomios minimos de f® f, f®¢g, 9@ fe g®g.

Solucién. (a) Comezamos achando a forma de Jordan de A. O polinomio carac-
terfstico é Char(A; X) = —(X — 2)® e a dimensién do niicleo de A — 2 é 2.
Collemos un vector ug que non estea no nticleo, como uz = (1,0,0), e pomos
u; = (A —2Iug = (—1,0,—1). Finalmente, completamos a base cun vector us
que estea no ntcleo de A — 21, como u3 = (0, 1,0). Polo tanto, (u1,us,us) é unha
base de Jordan na que a matriz A ten por matriz

Ja =

O O N

1
2
0

N OO
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A matriz de f ® f na base dada por v; ® v; é polo tanto

2J4 Ja 0
JA® Ja = 0 2J4 O
0 0 2Jy

Tratase dunha matriz 9 x 9 que é triangular superior e que unicamente ten o
numero 4 na diagonal principal, polo que o polinomio caracteristico é Char(J4 ®
Ja; X) = —(X — 4)°. Por outro lado, temos que

020210
0 00020
002000
0 2 0
Ja® Jg — 4y = 0 00
0 0 O
0 20
0 00
0 00
ten rango 4, mentres que
0 00 0 8DO0
0 000 OO
0 00 00O
0 00
(Ja® Jg — 4l9)? = 000
0 00
0 00
0 00
0 00

ten rango 1.

A taboa de Jordan cos vectores por ciclos ten a forma seguinte.

U3

Vo | U5 | U7

V1 | V4 | Vg | Vg | Vg

Polo tanto, a forma de Jordan consta dun bloque de tamano 3, dous bloques de
tamano 2 e dous bloques de tamafio 1, todos eles asociados ao valor propio 4.

Para dar unha base de Jordan, collemos v = us ® ug, polo que

Vg = (JA ® Jg — 4H9)(U2 & UQ)
= (2U2 + ul) ® (27,1,2 + ul) — 4ug ® uo
= 2u; ® ug + 2us @ U1 + U1 ® ug,
e do mesmo xeito, v; = 8u; ® u;. Podemos completar o segundo piso collendo

U5 = Uo ® Uz € vy = uz @ ug, polo que vy = 2u; ®uz e vg = 2u3z @ u1. Finalmente,
completamos a base de Jordan collendo vg = us ® u1 — u1 ® us € vg = uz ® u3.



238 CAPITULO 5. TENSORES E ALXEBRA TENSORIAL

(b) Vemos que f e g tefien a mesma forma de Jordan, polo que son equivalentes, é dicir,
existen bases nas que tenen a mesma representacion candnica. Polo tanto, tamén o son
fRf, f®Rg, g® feg®g, polo que os catro endomorfismos tenien o mesmo polinomio
minimo, que vimos que é (X — 4)3.
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