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Introducion

Este libro esta pensado para un primeiro curso de Matematica Discreta.

O texto adaptase ao temario da materia de Matemdtica Discreta, que se imparte na
Escola Técnica Superior de Enxefieria da Universidade de Santiago de Compostela
desde o curso 2022-2023

Contidos. O libro contén 9 capitulos, cada un deles correspondentes a un dos temas
da materia.

= Capitulo 1. Conxuntos e aplicaciéns.
= Capitulo 2. Inducién matematica.

= Capitulo 3. Aritmética.

= Capitulo 4. Algoritmos.

s Capitulo 5. Combinatoria.

s Capitulo 6. Recorrencias.

= Capitulo 7. Teoria de grafos.

= Capitulo 8. Algoritmos en grafos.

= Capitulo 9. Alxebras de Boole.

Tédolos capitulos se estruturan do mesmo xeito. Primeiro incliense as diferentes sec-
ciéns tedricas, nas que se presentan os resultados principais.

Libros e textos de referencias.

Agradecementos.
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Capitulo 1

Teoria de conxuntos

O obxectivo deste tema é introducir as definiciéns bésicas relativas & teoria de conxuntos
e as aplicacions entre eles, asi como algunhas primeiras propiedades elementais. Na parte
final, presentamos a nocién de relacién de equivalencia.

1.1. Operacions con conxuntos

Definicién 1.1. Un conzunto esta formado por elementos. Se A é un conxunto e a é un
dos seus elementos, escribese a € A, e dise que a pertence a A. Se a non é un elemento
de A, escribese a ¢ A. Para que un conxunto estea ben definido, o enunciado a € A ten
que ser ou verdadeiro ou falso. Dous conxuntos son iguais cando tenien exactamente os
mesmos elementos.

Hai duas formas habituais de definir un conxunto. A primeira é dicindo cales son os
seus elementos, que se escriben entre chaves. Por exemplo, S = {a, b, ¢,d} é o conxunto
que ten por elementos as catro letras a, b, c,d. A orde na que se escriben os elementos
é irrelevante, de xeito que {a,b,c,d} = {b,a,c,d}; os conxuntos non tenen elementos
repetidos, polo que tamén se cumpre que {a, b, c¢,d} = {a,b, b, c,d, c}. O segundo método
consiste en dar unha propiedade que cumpren os elementos do conxunto, e unicamente
eles. Por exemplo P = {n: n é un enteiro par} denota o conxunto dos enteiros pares.
Existe un tnico conxunto sen ningin elemento, que se chama conzunto baleiro e que se
denota, por §.

Exemplo. Algins exemplos importantes de conxuntos son os dos numeros enteiros,
racionais e reais, que se denotan por Z, Q e R, respectivamente. Para evitar ambigiiida-
des, nunca empregaremos a notacién de niimeros naturais ou N, xa que, segundo a fonte
consultada, pode denotar os enteiros positivos ou os non negativos. Escribiremos Z>°
para o conxunto dos enteiros positivos, {1,2,3,...}, e ZZ" para o conxunto dos enteiros
non negativos, {0,1,2,3,...}.

Definicién 1.2. Un conxunto A é subconzunto dun conxunto B se a € A implica a € B
para todo B. Escribese A C B.

As relaciéns de inclusion cumpren as seguintes propiedades:
(i) (Reflexiva) Se A é un conxunto, A C A.
(ii) (Antisimétrica) Se A e B son dous conxuntos e A C Be B C A, entén A = B.

(iii) (Transitiva) Se A, B e C son conxuntos e A C Be B C C, entén A C C.

7



8 CAPITULO 1. TEORIA DE CONXUNTOS

Exemplo. Sexa Z o conxunto dos nimeros enteiros. Dicimos que 4 € Z, ¢é dicir, o
numero 4 é un elemento do conxunto Z. En cambio, non é correcto dicir que 4 C Z,
porque o 4 é un elemento, non é un conxunto, e non ten sentido entén falar de inclusions.
Si podemos dicir que {4} C Z: o conxunto que s6 consta do elemento 4 é un subconxunto
de Z. Por este motivo, tampouco podemos escribir {4} € Z, dado que agora {4}

Definicion 1.3. Se B é un conxunto, definese o conzunto das partes de B como
P(B)={A: AC B}.
Exemplo. Se B = {1,2,3}, ent6n

P(B) ={0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Tense entén que ) € P(B), porque, agora si, o conxunto baleiro é un subconxunto de
P(B), que estd formado unicamente por subconxuntos de B.

Definicién 1.4. Sexa  un conxunto e A e B subconxuntos de 2. A unidn de A e B
é o conxunto A U B formado polos elementos que pertencen a A ou que pertencen a B.
A interseccion de A e B é o conxunto A N B formado polos elementos que pertencen a
ambos conxuntos ao mesmo tempo. Se ANB = () dise que os conxuntos son diszuntos. A
diferenza de A e B é o conxunto A— B formado polos elementos de A que non pertencen
a B. A diferenza Q— A chdmase complementario de A respecto de §) e escribese A; outra
notacion habitual é A¢. Finalmente, a diferenza simétrica AAB é o conxunto formado
polos elementos que pertencen exactamente a un dos conxuntos A ou B.

Tense que AAB=AUB— AN B.

Exemplo. Sexa Q ={1,2,3,4,5,6}, A= {1,2,3,4} e B={3,4,5}. Entdn,
AUB={1,2,3,4,5}, ANB=1{3,4}, AAB={1,2,5).

Por outra banda, A = {5,6} e B = {1,2,6}.

A modo de notacidén, escribiremos [n] para referirnos ao conxunto formado polos n
primeiros enteiros positivos:

[n] :=={1,2,...,n}.

A proposicién seguinte recolle as propiedades mais importantes da unién e da inter-
seccién de conxuntos. A comprobacién de todas elas é rutineira e séguese a partir das
definiciéns. En moitos casos, para entender mellor o significado, é util realizar unha
representacién grafica. Eo que se conece como diagrama de Venn, unha representacién
grafica de conxuntos a través de linas pechadas, de xeito que, por exemplo, a inter-
seccién correspondese co recinto comprendido entre as linas correspondentes a cada
conxunto.

Proposicién 1.1. Sexa Q un conxunto. Para todo A, B,C € P(f) cimprense as
seguintes propiedades.

(a) (Idempotencia) AUA=Ae ANA=A.
(b) (Asociatividade) (AUB)UC =AU (BUC)e (ANB)NC=AN(BNC).

(¢) (Conmutatividade) AUB=BUAe ANB=BNA.
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(d)
(e)

Absorciéon) AN(AUB)=Ae AU(ANB) = A.

Propiedade distributiva) AU(BNC) = (AUB)N(AUC)e AN(BUC) =
ANB)U(ANC).

(
(
(
(Elemento absorbente) AUQ =Qe ANQ=0.
(
(
(

(t
(g) (Elemento neutro) AU =Ae ANQ = A.
(h) (Complementario) AUA=Qe ANA=0.
(i) (Leis de Morgan) AUB=ANBe ANB=AUB.
) Q=0ecb=
(m) A=A.

Para ilustrar o xeito de demostrar que estes resultados son certos, imos discutir a
primeira parte da propiedade (i), isto é, que AUB = AN B.

Demostracion. Para demostrar unha igualdade de conxuntos é suficiente ver unha dobre
inclusién, é dicir, que AUB C ANBe AUB D ANB.

Imos demostrar a primeira inclusién. Para iso, sexa © € AU B. Imos demostrar que
x € A, sendo andloga a comprobacién de que z € B. E equivalente ver que z € A a ver
que x ¢ A. Agora ben, como x ¢ AU B, en particular, x ¢ A, como queriamos.
Pasamos 4 outra inclusién. Sexa x € AN B, é dicir, z ¢ A e v ¢ B. Hai que demostrar
que x € AU B ou, alternativamente, que x ¢ AU B. Porén, isto iltimo é equivalente a
dicir que = ¢ A e x ¢ B, que é obviamente certo pola condicién de partida. O

Exemplo. Imos empregar as propiedades anteriores para demostrar que
A—(BNC)=(A-B)U(A-20C).

Comezamos observando que, por definicién, A — (BN C) = AN BN C. Temos agora
que - o
ANBNC=AnNn(BUC)

=(ANB)U(ANC)
=(A-B)u(A-0),

onde na primeira igualdade empregamos as leis de Morgan e, na segunda, a propiedade
distributiva.

Convén observar que é posible definir uniéns e intersecciéns arbitrarias, non necesaria-
mente s6 de dous conxuntos. Sexa I un conxunto e suponamos que, para ¢ € I, A; é un
subconxunto de Q. Dise que {4; | ¢ € I} é unha familia de subconxuntos de Q. A unidn
dos conxuntos A;, | J;c; Ai, é o conxunto formado polos elementos z de  de xeito que
existe un i € I con & € A;. A interseccion dos conxuntos A;, denotada por (,c; A; é o
conxunto formado polos = de 2 tales que x € A; para todo i € 1.

Definicion 1.5. Chamase cardinal dun conxunto ao ntmero de elementos que ten. O
cardinal dun conxunto A escribese como |A|.

Por exemplo, cimprese que, se A e B son conxuntos finitos, entén

|AUB| = |A|+|B| —|ANB].
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Definicion 1.6. Sexan A e B dous conxuntos. O produto cartesiano de A por B é o
conxunto A x B formado polas parellas ordenadas (a,b), con a € Ae b € B. O elemento
a chamase primeira componente ou coordenada da parella e b é a sequnda comporiente
ou coordenada.

Se A e B son conxuntos finitos, cimprese que |A x B| = |A| - | B|. Ademais, tense que
(a,b) = (c,d) se, e soamente se, a = ¢ e b = d. O produto cartesiano p6dese definir
tamén para n conxuntos do seguinte xeito. Sexan Aj,..., A, conxuntos. O produto
cartesiano é Ay X --- X A,, o conxunto das n tuplas (ai,...,ay), con a; € A;. O
produto cartesiano de n veces o mesmo conxunto A escribese como A™. No caso dos
conxuntos finitos tense que |A"| = |A|™.

Exemplo. Se A ={1,2,3} e B ={1,2}, entén
Ax B={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.

Por outra banda,
B?=Bx B={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

1.2. Aplicacions

A modo de notacion, cando A e B son dous conxuntos, dicimos que unha correspon-
dencia entre A e B é un subconxunto non baleiro C' C A x B.

Definicién 1.7. Sexan A e B dous conxuntos. Unha aplicacion de A en B é unha
correspondencia f C A x B de xeito que para cada a € A existe un unico b € B de
xeito que (a,b) € f. O conxunto A chdmase dominio ou conzunto inicial e o conxunto
B imaze ou conzunto final da aplicacién. Dado a € A, o tnico elemento b € B tal que
(a,b) € f chamase imaze de a e denétase como f(A). O elemento a é unha preimaze
de B.

Definicién 1.8. Sexan f: A — Beg: B — C duas aplicaciéns. A aplicaciéon gof: A —
C' definida por (go f)(a) = g(f(a)) para todo a € A chdmase composicion de f e g.

A composicion de dias aplicacions non é necesariamente conmutativa.

Definicién 1.9. A aplicacién Ids: A — A definida por Id4(a) = a para todo a € A
chdmase aplicacion identidade de A.

Se f: A — B é unha aplicacién arbitraria, tense que foldy = f =Idgof.

Definicién 1.10. Unha aplicacién f: A — B é inzectiva se elementos diferentes de
A tenen imaxes diferentes. A aplicacién dise que é sobrexectiva se todo elemento de
B ten, polo menos, unha preimaxe. Finalmente, dise que é bizectiva se é inxectiva e
sobrexectiva.

Exemplo. Sexa A = {1,2,3} e B = {1,2,3,4}. A aplicacién o: A — B definida por
a(l) = «(2) = 2 e a(3) = 1 non é nin inxectiva nin sobrexectiva. Os elementos 1 e 2
tefien a mesma imaxe, € o 3 non ten ningunha preimaxe.

A aplicacién (3 definida por f: A — A definida por o(1) =2, a(2) =3 e a(3) =1 ¢
inxectiva e sobrexectiva (e, polo tanto, bixectiva).

A aplicacién v: A — B que cumpre f(x) = z para todo x € A é inxectiva, pero
non sobrexectiva; non hai dous elementos coa mesma imaxe, e o 4 non ten ningunha
preimaxe.
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A aplicacién §: B — A dada por 6(1) = 0(2) =1, §(3) = 2 e 6(4) = 3 é sobrexectiva,
pero non inxectiva.

Exemplo. A funcién f: R — R dada por  — 22 non é inxectiva nin sobrexectiva:
tense que f(1) = f(—1), polo que non é inxectiva; e 0 —1 non ten ningunha preimaxe,
polo que non é tampouco sobrexectiva.
A funcién g: R — R dada por z — x + 1 é bixectiva: se g(x) = ¢(y), temos que
r+1=y+1, o que automaticamente implica que x = y, polo que g é inxectiva; por
outra banda, dado y € R, tense que g(y — 1) = y, polo que a funcién é sobrexectiva.
A funcién h: R — R dada por e” é inxectiva, pero non sobrexectiva. E inxectiva porque
calquera funcién de variable real estritamente crecente é inxectiva, e non é sobrexectiva
porque a exponencial non toma valores non negativos.
Por ultimo, a funcién j: R — {0} — R dada por

) log(x) se x >0

jle) = log(—z) sex <0
é sobrexectiva, pero non inxectiva. E sobrexectiva porque o logaritmo toma calquera
valor no intervalo (0,+00), ao ser unha funcién continua e estritamente crecente que
ten limite —oo en £ = 0 e 400 cando x tende a infinito; porén, non é inxectiva xa que
j(@) = j(—=).

Proposiciéon 1.2. Sexa f: A — B e g: B — C duas aplicacidns.
(a) Se f e g son inxectivas, entén g o f é inxectiva.
(b) Se f e g son sobrexectivas, entén g o f é sobrexectiva.
(c) Se f e g son bixectivas, entén g o f é bixectiva.
Demostracion. (a) Sexan aj,as € A e suponamos que (go f)(a1) = (go f)(az). Como
9(f(a1)) = g(f(a2)) e g é inxectiva, temos que f(a;) = f(az). Finalmente, como

f é inxectiva, a1 = a9, como queriamos.

(b) Sexa ¢ € C. Como g é sobrexectiva, existe b € B de xeito que g(b) = ¢; e como f
é sobrexectiva, existe a € A con f(a) = b. Polo tanto, g(f(a)) = c.

(¢) Como f e g son inxectivas, a composicién tamén o é; como ambas son sobrexec-

tivas, a composicion tamén. Polo tanto, a composicién é bixectiva.
O

Unha aplicacién f: A — B induce unha aplicacion
fi: P(A) = P(B), X fu(X)={f(z)|zeX}
e unha aplicacién
f*:PB)—=PA), Y= fY)={zecA|f(x)eY}.

A aplicacién f, adoita chamarse imaze directa e a aplicacién f*, imaxe reciproca.
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Exemplo. Sexa f:{1,2,3,4} — {1,2,3} dada por f(1) = f(2) = f(4) =1e f(3) =
Entén, fi: P(A) = P(B> cumpre que f*(w) =0, f*({l}) = {1}7 f*({173}) = {172}7
fx({1,3,4}) = {1,2} ou f.({1,2,3,4}) = {1, 2}; de xeito similar pédese calcular a imaxe
do resto de subconxuntos de A (hai 16 en total).

Por outra banda, a imaxe reciproca cumpre que f*(0) =0, f*({3}) =0, f*({1,3}) =
{1,2,4} e £5({1,2,3}) = {1,2,3,4}.

Se a aplicacion f: A — B é inxectiva ou sobrexectiva, as aplicacions f, e f* tamén
cumpren propiedades relacionadas.

Proposicién 1.3. Sexa f: A — B unha aplicacién.

(a) Se f é inxectiva, fi: P(A) — P(B) é inxectiva, mentres que f*: P(B) — P(A) é
sobrexectiva.

(b) Se f é sobrexectiva, f.: P(A) — P(B) é sobrexectiva, mentres que f*: P(B) —
P(A) ¢ inxectiva.

Demostracion. Tratase dunha comprobacion rutineira empregando as definiciéns. [

A seguinte proposicién resume outras propiedades relevantes da imaxe directa e da
imaxe reciproca.

Proposicién 1.4. Se f: A — B, ent6n as aplicacién f,: P(A) — P(B) e f*: P(B) —
P(A) cumpren as seguintes propiedades. En tédolos casos, A1, A9 C Ae B;,By C B
son conxuntos arbitrarios.

a) Se A; C Ag, entén fi (A1) C fi(A2).

(c) A1 C f*(f(A1)).

(d f*(B1)) € Bi.

)
) fe(A1) U fi(Ag).

)=
f*(B1U Bg) = f*(B1) U f*(B2).
fo( ) C

) =

(a)

(b) Se By C By, entén f*(B;) C f*(Ba).
)

(e
(f

(

)
g)
(h)
(i)

Para ilustrar o xeito de demostrar que estas propiedades son certas, imos discutir a
demostracién das propiedades (f) e (g).

f*(B1) N f*(Ba).
B~ Bi) =A— f*(By).

Demostracion.  (f) Como é habitual, imos comprobar a dobre inclusién. Sexa x €
f*(B1 U By). Isto quere dicir que existe y € By U By de xeito que f(z) = y. En
particular, y € By ou y € Bs; suponamos, sen perder xeneralidade, que y € Bj.
Como f(x) =y, para y € By, tense que z € f*(Bj), como queriamos ver. Sexa
agora x € f*(B1) U f*(Bs2). En particular, x € f*(B;) ou x € f*(Bs); imos
supor que estamos no primeiro caso, xa que o segundo é andlogo. Nese caso,
existe y € B; de xeito que f(z) = y. Como se cumpre tamén que y € By U Bo,
necesariamente sucede que = € f*(B; U By).
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(g) Sexa y € f.(A1 N Az). Entén, existe z € A1 N Ag de xeito que f(z) = y. Sucede
entén que y € fi (A1), xa que f(z) =y e x € Ay; de xeito andlogo, y € f.(A2).
O

Convén observar que mentres a unién se comporta ben tanto por f, como por f*,
non sucede o mesmo para a interseccion. Consideremos para ilustralo o caso no que

A ={1,2,3} e B=1{1,2}. Sexa f: A — B dada por f(1) = f(3) = 1e f(2) = 2.
Tomamos agora A; = {1,2} e Ay = {2,3}. Entén,

(AN Ag) = f.({2}) = {2},

mentres que
f*(Al) N f*(A2) = {172} N {1’2} = {1’ 2}'

As propiedades (c¢) e (d) pédense converter en igualdades cando as aplicaciéns corres-
pondentes son inxectivas ou sobrexectivas.

Proposicién 1.5. Se f: A — B, entén as aplicacién f,: P(A) - P(B) e f*: P(B) —
P(A) cumpren as seguintes propiedades. Sexa A; C A e B; C B.

(a) Se f é inxectiva A1 = f*(f«(A1)).
(b) Se f é sobrexectiva, f.(f*(B1)) = Bi.

Demostracion. (a) Do resultado anterior sabemos que A1 C f*(f«(A1)). Se non fosen
iguais, existirfa un elemento 2’ € f*(f.(A41)) de xeito que 2/ ¢ A;. Como 2’ €
I*(f«(A1)), temos que f(x') € f.(A1), polo que existe z € A; de xeito que
f(z) = f(2'). Por ser f inxectiva, a tltima igualdade implica que x = 2/, o que é
unha contradicién, xa que x € Ay e 2’/ ¢ Aj.

(b) Sabemos que f.(f*(B1)) C B;. Sexa y € By; imos comprobar que y € f.(f*(B1)).
Como f é sobrexectiva, sabemos que existe z € A de xeito que f(x) = y. Polo
tanto, y € f.({z}); porén, temos que {x} C f*(B1) xa que, por definicién, x é
unha preimaxe dun elemento de By. Polo tanto, y € f«({z}) C f.(f*(B1)).

O

E frecuente cometer o abuso de notacién de escribir f en vez de f, e f~! en lugar de f*.
Por outro lado, se y € B, é normal escribir f~1(b) e non f*({b}), que serfa o correcto
conforme & notacién que se introduciu.

1.3. Relacions de equivalencia

Definicién 1.11. Unha particién dun conxunto A é un conxunto P de subconxuntos
non baleiros de A disxuntos dous a dous e de xeito que a unién de todos eles é A. Mais
concretamente, é un conxunto P C P(A) de xeito que:

(i) O conxunto baleiro non estd en P.
(ii) Py N Py = () para todo P, P, € P, con Py # P5.
(iii) A= UpiepPi.

Definicion 1.12. Unha relaciéon R definida nun conxunto A é de equivalencia se, para
todo a,b,c € A, se cumpren as seguintes propiedades:
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(i) (Reflexiva) aRa;
(ii) (Simétrica) aRb implica bRa;
(iii) (Transitiva) aRb e bRc implica aRc.

A seguinte proposicion, cuxa demostracion é inmediata, asegura que unha particién
produce automaticamente unha relacién de equivalencia.

Proposicién 1.6. Se P é unha particiéon dun conxunto A, entén a relacién definida en
A por aRb se, e soamente se, existe un P € P tal que a,b € P é de equivalencia.

Se R é unha relacién de equivalencia nun conxunto A, o conxunto
a={x € A|zRa}

chamase clase de equivalencia do elemento a. O conxunto de clases de equivalencia
denétase por A/R e chdmase conzunto cociente de A pola relacién R.

Proposicién 1.7. Se R é unha relacién de equivalencia definida nun conxunto A, entén
o conxunto de clases de equivalencia A/R ¢é unha particién de A.

Demostracion. A propiedade reflexiva implica que a € a para todo a € A. Iso quere
dicir que unha clase de equivalencia a é un conxunto non baleiro porque a € a, e tamén
a unién de todalas clases é A, xa que todo elemento pertence & stia propia clase. Falta
por ver que dias clases son disxuntas. Supofiamos que € @ e = € b, isto é, zRa e
xRb. Pola propiedade simétrica, aRz; pola transitiva, aRb, de onde se ten que a C b.
Un argumento similar danos que b C @, polo que @ = b. O

Exemplo. Sexa P o conxunto das 50 provincias espanolas. En P definimos a relacién
de equivalencia pola cal xRy se, e soamente se, z e y estdn na mesma comunidade
auténoma.

- (Reflexiva) Temos que toda provincia estd na mesma comunidade auténoma que
ela mesma.

- (Simétrica) Se a provincia P; estd na mesma comunidade que P, entén P» estd
na mesma que Pj.

- (Transitiva) Se P1 estd na mesma comunidades auténoma que P2 e P2 na mesma
)
que _Pg, enton P1 estd na mesma comunidade auténoma que _F)?,

O conxunto cociente P/ R esté formado polas clases de equivalencia de provincias, isto é,
unha por cada comunidade auténoma. Por exemplo, a clase de equivalencia da provincia
Ourense contén os elementos A Corufia, Lugo, Ourense e Pontevedra; observamos que
a clase de equivalencia da provincia Ourense é, polo tanto, a mesma que a clase de
equivalencia da provincia Lugo.

Exemplo. No conxunto Z=° x Z=9 dos enteiros non negativos, a relacién dada por
(a,b)R(c,d) se, e soamente se, a + d = b+ ¢, é de equivalencia.

- (Reflexiva) Temos que (a,b)R(a,b) xa que a + b = b+ a.

- (Simétrica) (a,b)R(c,d) quere dicir que a +d =0b+c, e (¢,d)R(a,b), que c+b =
d + a. Polo tanto, as duas condiciéns son equivalentes.
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- (Transitiva) Se (a,b)R(c,d) e (¢,d)R(e, f), entébn a+d=b+cec+ f =d+e.
De aqui dedtcese que a + f = b+ e, polo que (a,b)R(e, f).

Dado un elemento a = (a,b), a sia clase de equivalencia & estd formada por tédolos
elementos (a’, V') tales que b’ — a’ = b — a. Polo tanto, o conxunto cociente identificase
cos enteiros.

Exemplo. No conxunto A = {(a,b) | a,b € Z, b # 0}, dicimos que (a,b)R(c,d) se, e
soamente se, ad = bc. Tratase dunha relacion de equivalencia, xa que cumpre as tres
propiedades.

- (Reflexiva) Temos que (a,b)R(a,b) xa que ab = ba.

- (Simétrica) (a, b)R(c, d) quere dicir que ad = bc, e (¢, d)R(a,b), que cb = da. Polo
tanto, as dias condiciéns son equivalentes.

- (Transitiva) Se (a,b)R(c,d) e (¢,d)R(e, f), entén ad = bc e cf = de. Se ¢ = 0,
entén a = e = 0 e o resultado é certo. Senén, af = a—cd - e = be, polo que, en
calquera caso, (a,b)R(e, f).

Dado un elemento a = (a,b), con a # b, a sia clase de equivalencia @ estd formada
por tédolos elementos (a’,b') tales que a/b = a'/b'. Polo tanto, o conxunto cociente
identificase cos racionais.

Proposicién 1.8 (Descomposicién canénica dunha aplicacién). Sexa f: A — B unha
aplicacion. Entén:

(a) A relacién definida en A por aRb se, e soamente se, f(a) = f(b) é unha relacién
de equivalencia.

(b) A aplicacién 7: A — A/R que envia cada elemento & sta clase de equivalencia
m(a) = a é unha aplicacién sobrexectiva.

(¢) A aplicacién f: A/R — f(A) que envia cada clase @ ao elemento f(a) = f(a)
estd ben definida e é bixectiva.

(d) A aplicacién j: f(A) — B definida por j(b) = b é inxectiva.
(e) Tense que f =7 ofon.
Demostracion.  (a) Tratase dunha comprobacién rutineira.

(b) O cociente A/R é o conxunto das clases de equivalencia, de xeito que cada clase
¢ € A/R éo dalgin elemento ¢ = a. Entén, m(a) = ¢, polo que 7 é sobrexectiva.

(c) Sexa ¢ € A/R. A stia imaxe f(c) est4 definida como segue: céllese a de xeito que
¢ =aeponse f(c) = f(a). Se ¢ = b, entén f(a) = f(b), polo que a aplicacién estd
ben definida e unicamente depende de c. Para ver que é inxectiva, observamos
que se f(&) = f(l_)), entén f(a) = f(b), polo que @ = b. Finalmente, para ver que
¢ sobrexectiva, temos que todo elemento de f(A) é da forma f(a), para algin
a € A. Temos entén que @ é unha preimaxe de f(a) por f.

(d) E unha comprobacién inmediata.
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(e) Sexa a € A. Entén,

~

(o fom(a) =j(f(r(a)) = j(f(@) = j(f(a) = f(a),

de onde se segue que j ofo7r = f.
O

Exemplo. Consideramos a aplicacién f: [4] — [6] dada por f(1) = f(2) =1, f(3) =
f(4) = 2. Consideramos polo tanto a relacién de equivalencia R na que unha das clases
contén os elementos 1 e 2 e outra o 3 0 4. Sexa C' o conxunto cociente e sexa 7: [4] — C
a aplicacion que envia cada elemento & sua clase. A continua, como a imaxe de f é o
conxunto {1, 2}, consideramos a aplicacién fio— {1,2} que envia aclasedolale
a clase de 3 a 2. Finalmente, sexa j: {1,2} — [6] a aplicacién que envia cada nimero

A

a el mesmo. Cuimprese polo tanto que f = jo fo.

Exemplo. Consideramos a aplicacién f: R? — R dada por f(x,y) = /22 + y2. Temos
que dous elementos tefien a mesma imaxe se, e soamente se, estidn 4 mesma distancia
da orixe; iso permite definir unha relacién de equivalencia:

(x1,y1)E(x2,y2) se, e soamente, se x% + y% = x% + y%

Polo tanto, a relacién de equivalencia C = R?/E é o conxunto de circunferencias
centradas en (0, 0). A aplicacién 7: R? — C envia cada x € R? 4 circunferencia centrada
en (0,0) que pasa por z. A imaxe de f é o conxunto dos niimeros reais non negativos,
polo que f : C — R20 faille corresponder a cada circunferencia o seu radio. Finalmente,
j envia cada radio r a el mesmo en R.



Capitulo 2

Inducion matematica e
demostracions

O obxectivo deste tema ¢é discutir algunhas técnicas de demostracién frecuentes en
matematicas. A principal delas, a inducién, require introducir as relaciéns de orde e o
concepto de conzunto ben ordenado. Como aplicacion destacada, presentamos o teorema
do binomio de Newton.

2.1. Relacions de orde

Definicién 2.1. Unha relacién R definida nun conxunto £ é unha relacién de orde se,
para todo a,b,c € E, cimprense as tres propiedades seguintes:

(i) (Reflexiva) aRa;
(ii) (Antisimétrica) se aRb e bRa, entén a = b.
(iii) (Transitiva) se aRb e bRe, entén aRc.

Un conzunto ordenado é unha parella (E, R), onde E é un conxunto e R é unha relacién
de orde en E. Se E é un conxunto ordenado e ) # A C FE, dicimos que un elemento
a € A é un minimo ou primeiro elemento de A se a < x para todo x € A. Escribimos
a = min A. De xeito similar, dise que un elemento b € A é un mdximo se x < b para
todo x € A, e pomos b = méx A.

Un elemento ¢ de E dise que é unha cota inferior de A se ¢ < x para todo x € A, e unha
cota superior se ¢ > x para todo x € A. Se o conxunto de cotas inferiores ten maximo,
entén a este maximo chamaselle infimo de A; se o conxunto de cotas superiores ten
minimo, chdmaselle supremo de A.

Exemplo. Os enteiros positivos, coa relacién de orde dada pola divisibilidade, son
unha relacién de orde. E dicir, pomos aRb se, e soamente se, a | b.

Porén, nas relaciéns de orde non esiximos que dous elementos calquera se poidan com-
parar.

Exemplo. No conxunto dos enteiros positivos, Z=!, consideramos a relacién de orde
dada pola divisibilidade, é dicir, aRb se, e soamente se, a | b. Imos verificar que se
cumpren as tres propiedades.

- (Reflexiva) Para calquera a € Z=! ctimprese que a | a.

17
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- (Antisimétrica) Se a | b e b | a tense que b > a e a > b, polo que, en particular,
a=hb.

- (Transitiva) Se a | be b| ¢, entén b = ka e ¢ = k'b, para algtns k, k' € Z=!. Polo
tanto, ¢ = k'b = k'ka, polo que a | c.

2.2. O principio de inducién

Definicion 2.2. Unha relacion de orde < definida nun conxunto E é unha boa orde se
todo subconxunto non baleiro de E ten un minimo. Un conzunto ben ordenado é unha
parella (E, <) formada por un conxunto F e unha boa orde definida en E.

Unha propiedade importante dos conxuntos ben ordenados é o principio de inducién.

Proposicién 2.1. Sexa F un conxunto non baleiro e ben ordenado, e A un subconxunto
de F que cumpre a seguinte propiedade: para cada b € F, se x € A para todo = < b,
entén b € A. Nese caso, A = F.

Demostracion. Suponamos que A # E. Entén o conxunto £ — A é non baleiro. Como F
ten unha boa orde, o conxunto £ — A ten un primeiro elemento, ao que podemos chamar
p. Claramente p ¢ A. Como p é o minimo de F — A, para todo = < p temos que x € A.
Pola primeira propiedade do enunciado, resulta que p € A, o que é contraditorio. [

Proposicién 2.2. Sexa ng un enteiroe E = {n € Z | n > ny}. Sexa A un subconxunto
de F que cumpre que ng € A e que, para todo n > ng, sen —1 € A, entén n € A.
Neste caso, A = FE.

Demostracion. Suponamos que A # E. O conxunto £ — A non é baleiro e, polo tanto,
ten un primeiro elemento p, que cumpre p ¢ A. Como ngy € A, tense que p > ng. Entén,
p—1 € E, e como p é o primeiro elemento de E'— A, camprese que p—1 € A. Pero, polas
condiciéns do enunciado, cimprese entén que p € A, o cal é unha contradicién. O

O método de inducién consiste en demostrar a veracidade dun enunciado comprobandoo
para un caso base ng e demostrando logo que se se cumpre para n > ng, tamén se cumpre
para n + 1. Conécese como método de inducion forte ao mesmo procedemento, pero no
que se supon que o enunciado se cumpre non sé para n, senéon para calquera enteiro
entre ng e n. A demostracién deste resultado é similar & do caso anterior.

Proposicién 2.3 (Principio de inducién forte). Sexa ng un enteiroe E ={n € Z | n >
np}. Sexa A un subconxunto de E que cumpre que ng € A e que, para todo n > ng, se
a € A para todo ng < a <n—1, entén n € A. Neste caso, A = F.

Demostracion. Sexa B o subconxunto de FE formado polos elementos n que cumpren
que para todo ng < k < n se ten que n € A. Claramente temos que B C A C F, polo
que se demostramos que B = FE, automaticamente concluimos que A = E.

Imos demostrar que B = E por inducién. Temos que ng pertence a A por definicién,
polo que ng € B. Suponamos agora que se cumpre que n € B. Polo tanto, tense que
tédolos k con ng < k < n estdn en A. Iso quere dicir, pola condicién do enunciado, que
n + 1 € A. Polo tanto, tense que k pertence a A para todo ng < k < n + 1, polo que
n + 1 € B. Polo principio de inducién, B = E, o que ¢ suficiente para concluir. O

A continuacioén imos traballar diferentes exemplos de demostraciéns por inducién. En
todas elas se segue o seguinte esquema.
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(a) Comprobacién do caso base.
(b) Formulacién da hipétese de inducién.

(c) Paso indutivo: empregando a hipétese de inducidn, é dicir, que o resultado é certo
para n, demostrar que o resultado é certo para n + 1.

Exemplo. Sexa n un enteiro positivo. Demostrar que

1
1+2+...+n:”(”2+).

. _ _ 12
(a) O resultado é certo para n = 1, xa que 1 = 5*.

(b) Hipétese de inducién. Suponamos certo o resultado para n, é dicir, que

1
1+2+...+n:”(”2+).

(c¢) Para demostrar o resultado para n + 1, observamos que

1424+...4n+n+1)=0+2+...+n)+(n+1)
n(n+1)

==~ +{m+1)

 (n+1)(n+2)
B —
onde a segunda igualdade é consecuencia da hipétese de inducion.

Exemplo. Sexa n un enteiro positivo. Demostrar que

1 N 1 N 1 on
1.2 237 n-(n+l) n+1

(a) O resultado é certo para n = 1, xa que % = ﬁll

(b) Hipdtese de inducién. Suponamos que o resultado é certo para n, é dicir, que

1 n 1 n 1 _n
1-2 237 "n-(n+1) n+l

(¢) Para demostrar o resultado para n + 1, observamos que

1 1 1 R 1
ﬁ+"'+n-(n+1)+(n+l)(n+2)_n+1+(n+1)(n+2)
_ on(n+2)+1
 (n+1)(n+2)
_ (n+1)y?
 (n+1)(n+2)
n+1

n+2’

onde na primeira igualdade se empregou a hipétese de inducién.

Imos agora tratar un par de exemplos diferentes, no que se demostra unha desigualdade.
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Exemplo. Sexa n > 4 un enteiro positivo. Demostrar por inducién que n! > 2™.

(a) Comezamos observando que para n = 4 o resultado é certo, xa que 24 = 4! >
24 = 16.

(b) Hipdtese de inducién. Supomos certo o resultado para n, isto é, n! > 2.
(c) Imos demostrar agora que (n + 1)! > 2"*1. Para iso, temos que
(n+1)!=n+n>n+1)2">2.2" =2
onde a hipdtese de inducién se empregou na primeira desigualdade.

Exemplo. Sexa n > 4 un enteiro positivo. Imos demostrar por inducién que 2" > n?.

(a) Comezamos observando que para n = 4 o resultado é certo, xa que 16 = 2* >
42 = 16.

b) Supomos agora certo o resultado para n, isto é, 2 > n?.
g
(c) Imos demostrar agora que 2"*1 > (n + 1)2. Para iso, temos que
ontl = 9.9" > 9p? = p? 4 p? 2n2+2n—|—1,

onde a hipdtese de inducién se empregou na primeira desigualdade e a segunda
séguese de observar que n? > 2n, xa que n > 2 e, polo tanto, n® > 2n + 1.

Exemplo. Sexa n > 0 un ntimero enteiro. Demostrar que n3 + 2n sempre é miltiplo
de 3.

(a) Comezamos comprobando que o enunciado se cumpre no caso base n = 0, xa que
0% +2-0 =0 é un miltiplo de 3.

(b) Supofiamos certa a afirmacién para n, é dicir, pofiamos n3+2n = 3k, onde k € Z.

(¢) Imos comprobar agora o resultado para n + 1. Entén:

(n+1)+2n+1)=n*+3n*+3n+1+2n+2
=n®+2n++3n® +3n + 3
=3k+3n°+3n+3
=3(k+n*+n+1),

que ¢ un multiplo de 3. Observamos que no terceiro paso aplicamos a hipétese de
inducién.

Convén ter presente que nas demostraciéns por inducién hai que tratar sempre o caso
base e asegurarse de que a hipétese de inducién non precisa de ningunha condicién
extra no valor de n. A modo de exemplo, imos discutir a seguinte demostracion falsa.

Exemplo. Vaise demostrar por inducién que tédolos cabalos son da mesma cor. Para
n = 1, o resultado € trivialmente certo. Suponamos agora que o resultado se cumpre
para n, polo que calquera grupo de n cabalos é da mesma cor. Consideremos enton
un grupo de n + 1 cabalos. Excluimos un dos cabalos e miramos aos outros n que,
por hipdtese de inducion, son da mesma cor. De zeito similar, se excluimos un cabalo
diferente, temos que o grupo de n tenen a mesma cor. Polo tanto, o primeiro cabalo que
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foi excluido é da mesma cor que os que non excluimos que, d sua vez, son da mesma
cor que o ultimo que se excluiu. Polo tanto, se n cabalos tenen a mesma cor, n + 1
tamén.

O erro no argumento é supor que o conxunto de n + 1 cabalos ten tamafio polo me-
nos 3, de xeito que dous conxuntos de n elementos sempre comparten polo menos un
argumento. Iso, por suposto, non é certo cando n + 1 = 2.

Imos rematar a seccién dando un exemplo no que se emprega a inducion forte.

Exemplo. Definese a sucesion dada por ag = 1, a1 = 3 e a, = 2a,-1 — ap_2 para
n > 2. Imos demostrar por induciéon que a, = 2n+ 1. Para n = 0, 1 o resultado é certo.
Suponiamos que o resultado é certo ata un ntmero n e imolo probar para n + 1. En
particular, temos que a, =2n+1 e a,_1 = 2n — 1. Polo tanto,

Apt1 = 2Gp —ap—1 =4n+2— (2n —1) = 2n + 3;

observamos que aqui é preciso comprobar os casos ag e a1, dado que empregamos como
hipdétese de inducién os dous valores anteriores.

2.3. O teorema do binomio de Newton

Definicion 2.3. Sexa n un enteiro positivo. Definese o factorial de n como
nl=nn-1)---2-1.

Por convencién, consideraremos que 0! = 1.
Se n > k > 0 definimos o nidmero combinatorio ou binomial n sobre k, (Z), como

(1) = mm

Os ntmeros combinatorios cumpren diferentes relaciéns entre eles. Por exemplo, se

n>k>1,
ny (n-—1 n n—1
k) k k—1)
Estes niimeros tamén aparecen ao desenvolver potencias de certas sumas. Por exemplo:
(a+b)? = a® + 2ab + b*
(a+b)® = a® + 3a*b + 3ab® + b°
(a+b)* = a® + 4630 + 6a%0* + 4ab® + b*.
Midis en xeral, tense o seguinte resultado, cuxa demostracién se realiza por inducion.
Proposicion 2.4. Sexan a,b € R e n > 1. Enton,
" /n
b)Y = nfzbl
(a+b) ; <Z>a

Antes de realizar a demostracién, imos ilustrar como realizar o paso indutivo para pasar
den =3 an+1=4. Suponamos que sabemos xa que

(a+b) = (2) a® + G’) a®b + <;’> ab® + (g) b3
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Entén,
(a+b)*=(a+b)3(a+D)

<§) (1) (o) (e
(o) + () (o)« (5)
(o) () () (3)
(o)t (o () s () ()

No dultimo paso empregamos dous feitos: por un lado, que (g) = (3) =1, e que 3)
n—1

(j) = 1; por outro, que (Z) = ( 3 )—i— (Z:%), 0 que nos permite dicir que (3) ( ) ( ):
R+ =G+ =)

Demostracion. Para n = 1 o resultado ¢ inmediato, xa que

(a+b) = <é>a+ G)b

Suponamolo certo para n, isto é, a igualdade

(a+b)" = zn: <7Z> "~ ip

=0

w

_|_

serd a hipétese de inducién. Demostrémolo agora para n + 1:

(a4 b)" = (a+b)(a + b)"

n

= (a+b) ( Z <7Z> a"*ib")

onde despois da segunda igualdade separamos os termos a1 e b"*1; na terceira igual-
dade agrupamos os termos que acompaiian a a1 7%b’; e na cuarta empregamos que
n\ _ (n—1 n—1
() =)+ G- a
Os numeros binomiais adoitan representarse no chamado tridngulo de Tartaglia ou
triangulo de Pascal.
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Cambiando os binomiais por nimeros, temos o seguinte:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

2.4. Outros métodos de demostracion

Conécese como reducion ao absurdo (reductio ad absurdum) o método de demostracién
que se basea en demostrar que unha proposicién é verdadeira, probando que se non o
fose conduciria a unha contradicion, polo que debe ser certa.

Exemplo. Sexa p un ntimero primo. Entén, /p é un ntimero irracional. Procedemos
por reducién ao absurdo e supomos que /p = ¢ é racional, onde a,b € Z. Polo tanto,
\/Pb = a; elevando ao cadrado, pb?> = a?. Consideramos a factorizacién de a e b en

factores primos, e illamos o primo p:

o, a1

m —_— b m
onde os p; e os g; son distintos de p. Entén,

PP gl = pPopl - pl,

e igualando os exponentes de p, quédanos que 28 + 1 = 2a, o cal é unha contradicién.
No caso concreto no que p = 2, a factorizacién que estamos considerando para a e b e
simplemente escribir a = 2%r e b = 285, con r e s impares; isto é, cada nimero estdmolo
separando na sua parte par e na sda parte impar, e tratando cada unha delas de xeito
independente.

Conécese como demostracion por contrarreciproco a demostrar que A implica B esta-
blecendo que se B é falso, entén A necesariamente tamén.

Exemplo. Sexa n un nimero enteiro. Se 5n + 3 é par, entén n é impar. Procedemos
por contrarreciproco. Se n é par, n = 2k, entén

5n+3=512k)+3=10k+3=2(k+1)+1,
polo cal 5n + 3 é impar.

En xeral, existen moitos outros métodos de demostracién, que iremos traballando en
proximos temas.
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Capitulo 3
Aritmética

A aritmética, tamén coniecida como teoria de niimeros, é unha das dreas da matemética
con mais tradicién histérica. Desde a Antiga Grecia, as cuestidns relativas aos niimeros
primos ou as chamadas ecuaciéns diofantianas ocuparon un lugar destacado no estudo
das ciencias. O obxectivo deste tema é presentar as cuestiéns basicas de divisibilidade e
congruencias, ata chegar a outras cuestion mais avanzadas relativas as raices primitivas
ou aos restos cuadraticos.

3.1. Divisibilidade

Imos comezar establecendo o resultado que garante que dados dous nimeros enteiros
a,b, con b # 0, sempre podemos dividir @ por b obtendo un resto que sexa menor que
b en valor absoluto.

Proposicién 3.1 (Algoritmo da divisién euclidiana). Sexan a,b € Z, con b # 0. Existen
enteiros ¢ e r unicos de xeito que

a=bg+r, 0<r<|b.

Demostracion. Imos comezar vendo a existencia, supondo en primeiro lugar que b > 0.
Consideramos os conxuntos

S={a—-bx|zeZ}, So={neS|n>0}

Imos demostrar que Sy é non baleiro. Se a > 0, entén, como a = a —b-0 € S, temos
que a € Sy. Se a < 0, como b > 0, temos que b > 1 e, polo tanto, 1 — b < 0; como
a—ba = a(l —b) > 0, temos que a — ba € Sy. Como o conxunto é non baleiro, ten
minimo; podemos chamarlle r > 0, e sexa g de xeito que a = bq + 7. E suficiente con
verque r < b. Ser>b,enton 0 <r—b<re

r—b=a—-bg—qg=a—-"blg+1) €S,

polo que r—b é un elemento de Sy menor que r, o que é unha contradicién coa definicién
de r. Polo tanto, 0 <r < b= [b].

Se b < 0, entén —b > 0. Polo caso anterior, existen ¢ e r con a = (=b)g+7r =b(—q) +r
e 0 < r < |b]. Neste caso, —q e r cumpren as propiedades.

Finalmente, para ver a unicidade, se

a =bq +r1 = bga + 7o,

25
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podemos supor que 0 < r; < 79 < |b]. Temos que b(q1 — q2) = r2 — r1 < |b|. Como
0<ry—r; =0b(q1 — q2), entén g1 = ¢q2. De aqui é inmediato que 7o —r; = 0. O

Exemplo. Sea=22eb=25, temos que 22 =5-442. Se a =22 e b = —5, temos que
22=(-5)(—4)+ 2. Sea=—22eb=25, entén

22 =5(—4) —2=5(—4) —2+5—5=5(—5) + 3.

O seguinte resultado é unha aplicaciéon do algoritmo da divisiéon euclidiana, que afirma
que cada nimero admite unha representacién tnica nunha certa base b > 2.

Proposicién 3.2. Sexa b > 2 un enteiro. Para todo enteiro n > 0 existen enteiros
ao, . . ., ap Unicos de xeito que

n=ab’ +ap_1"" 1+ . . +arb+as, 0<aq,...,a5 <D, ap # 0.

Demostracion. Para demostrar a existencia, procedemos por inducién sobre n. Se n < b,
collemos k =0 e ag = n. Se n > b, sexan gy e ag o cociente e o resto de dividir n por
b, respectivamente, de xeito que n = bqy + ag, con ag < b e gy < n. Por hipbtese de
inducién ¢y = apb®~1 + ...+ ay. Polo tanto,

n= akbk + ak_lbk_l +...4+a1b+ ap.

Para ver a unicidade, temos que ag é o resto de dividir n por b e que o cociente é
go = apbf~! + ... + a1; deste xeito a; é o resto de dividir gy por b é o cociente é
g = apb* 1+ ... +as. En xeral, ¢; = aib* "+ ...+ a; é o cociente e a;_1 é o resto de
dividir g;41 por b. O

Este resultado permite traballar en diferentes bases. En casos de ambigiiidade, empre-
gamos un subindice para indicar a base.

Exemplo. O nimero 13 exprésase como (1101)s en base 2, xa que 13 = 23 4 22 4 20,
En base 3 escribese como (111)3, xa que 13 = 32 + 3! + 3%, En base 4 escribese como
(31)4, xa que 13 =3 -4+ 1.

Por comodidade, cando traballamos en bases superiores a 10 e precisamos mais dixitos,
adoitamos empregar as letras do alfabeto. Deste xeito, o nimero 10 escribese como A
en base 11, ou o niimero 12 correspoéndese coa C en base 16. A base 16, tamén chamada
hexadecimal, é moi frecuente en sistemas de numeracién relacionados coa informatica, e
involucra &s letras A, B, C, D, E e F. Por exemplo, o niumero (FAB)¢ correspéndese
co 14-16% +10-16 + 11 = 3755.

Exemplo. O nimero (1010111101)y correspéndese co
(1-2)- 2 +(1-224+1-241)- 2+ (1-2241-2241)=2-16% + 11 -16 + 13,

polo que en base 16 é (1BD)16. De xeito similar, o nimero (C91);6 correspéndese co
(110010010001)2 en base 2. E dicir, como 16 = 24 pasar de base 2 a 16, e viceversa, e
especialmente sinxelo.

Unha nocién central no estudo da aritmética é a de niimero primo.

Definicién 3.1. Un enteiro p dise que é primo se p > 1 e, para todo a,b € Z, se p | (ab)
e pta,entén p | b.
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A seguinte proposicion da unha caracterizacion alternativa do que é ser un ntmero
primo; é o que xeralmente se conece como irredutible, pero que no contexto dos niimeros
enteiro son equivalentes.

Proposicién 3.3. Un enteiro p > 1 é primo se, e soamente se, os unicos divisores
positivos de p son el mesmo e o 1.

Demostracién. Suponamos que p é primo e sexa d un divisor de p, de xeito que p = dd’,
con d,d € Z maiores que 0; en particular, d,d" < p. Neste caso, p | dd’, polo que, ou
pldoup|d.Sep|d entén p < d; e, en caso contrario, p < d’. Climprese entén que
p=d ou que p = d', polo que o outro é 1.

Suponamos agora que os unicos divisores son o 1 e p. Entén, se p | ab e p { a, necesaria-
mente sucede que ged(p,a) = 1. Como p | (ab) e ged(p,a) = 1, tense que cumprir que
p|b. O

De aqui observamos que todo enteiro n > 2 ten un divisor primo. Isto vese por inducion:
n = 2 ten o divisor primo 2. Se n > 2 é primo acabamos; senén, ten un divisor positivo
d con 1 < d < n. Por hipétese de inducién d ten un divisor primo, que tamén é entén
un divisor de n.

Proposicién 3.4. Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion. Imos proceder por reducién ao absurdo. Suponamos que sé6 hai un niime-
ro finito, pi,...,pg. Sexa

N=pioptl.

O nimero N non pode ser divisible por ningin dos p; xa que, como 1 = N — py - - pg,
se dividise a N tamén dividiria 4 diferenza e polo tanto a 1, que non é posible. Polo
tanto, temos un nimero maior que 1 que non ten ningin factor primo, o cal é unha
contradicion. O

O seguinte resultado, que se coniece como teorema fundamental da aritmética, establece
que todo numero descompoén de xeito tnico como produto de factores primos.

Proposicién 3.5 (Teorema fundamental da aritmética). Se n # 0,1 é un enteiro,
existen u € {41}, enteiros primos p; < ... < pi e enteiros positivos aq, ..., ax Unicos
de xeito que

n=up*---pe*.

Demostracion. Comezamos coa situacién na que n é un enteiro positivo. Para establecer
a existencia, chega con ver que todo enteiro n > 2 é produto de primos, o que se pode
ver por inducién. Se n = 2 é obvio. Se n > 2 e n é primo, tamén é obvio. Senén, n ten
un divisor primo p e, por inducién, sabemos que n/p é produto de primo. Polo tanto,
n = p(n/p) é produto de primos.

Para ver a unicidade, sexa n = p{*---pir = ¢;' - - qf °, onde os p; e 0s g; son primos
conp; < - <preq < - - < gs. Procedemos de novo por induciéon sobre n, sendo

obvio para n = 2. Como ¢; | pi* - - pf", sabemos que ¢; | p; para algin i. Como ¢; e
p; son primos, temos que q; = p;. Do mesmo xeito, existe j de xeito que p; = g;. Polo
tanto, g1 = p; > p1 = ¢; > q1, polo que p; = ¢;. Simplificando un factor p; = q1 e
empregando a hipé6tese de inducién para n/p; obtemos que r = s, p; = ¢; e o; = S;.

Se n < 0, entén a existencia e unicidade da factorizacion de —n implica a de n. O



28 CAPITULO 3. ARITMETICA

En xeral, achar nimeros primos é un problema dificil. Un procedemento sinxelo que se
emprega para ese propdésito € a criba de Fratdstenes, un algoritmo que permite achar
tédolos niimeros primos menores que un certo natural. Férmase unha tdboa con tédolos
nimeros naturais entre 2 e n, e vanse tachando todos os que non son primos como segue:
comézase polo 2 e tadchanse todolos seus multiplos; vélvese comezar, agora co seguinte
primo, e cando se atopa un multiplo seu que ainda non foi tachado, o nimero declarase
composto. Cando se atopa un enteiro que non foi tachado, ese niimero considérase
primo. O proceso remata cando o cadrado do seguinte niimero confirmado como primo
é maior que n.

A distribucién dos nimeros primos é unha das cuestiéons que maéis preocupou historica-
mente aos mateméaticos. Por exemplo, non se sabe se existen infinitas parellas (n,n+2)
de xeito que ambos sexan primos; son os chamados primos xemelgos. En cambio, si
¢é doado demostrar que existen cadeas de enteiros positivos arbitrariamente longas de
xeito que ningin deles sexa primo.

Exemplo. Sexa k > 1 un enteiro positivo. Entén, os nimeros (kK + 1)! + 2, (k + 1)! +
3,...(k+ 1)+ (k4 1) non poden ser primos, xa que (k + 1)! 4+ ¢ sempre é multiplo de
i, para todo 2 < ¢ < k 4 1, por tratarse da suma de dous nimeros que son multiplos
de 1.

3.2. Algoritmo de Euclides e identidade de Bézout

Definicion 3.2. Sexan a e b dous ntimeros enteiros de xeito que non son ambos iguais
a cero. Un enteiro positivo d é un mdzimo comun divisor de a e de b se é un divisor de
ambos e se, no caso no que ¢ é un enteiro que tamén os divide a ambos, entén ¢ | d. Se
a = b =0, definese 0 maximo comun divisor como 0.

Proposicién 3.6. Sexan a e b dous ntmeros enteiros. Enton existe un tinico maximo
comun divisor d de a e de b. Escribimos d = ged(a,b) (polas siglas en inglés, greatest
common divisor).

Demostracion. Se a = b = 0 é evidente. Suponamos que non son ambos cero. Sexa
S ={ax +by | z,y € Z}. Como os nimeros a,b,—a,—b € S e algin é positivo, o
conxunto ST dos elementos positivos de S é non baleiro. Sexa d o minimo de ST, e
sexan z,y € Z de xeito que d = ax + by. Polo algoritmo da divisién euclidiana, sabemos
que existen ¢,r € Z de xeito que a = dq+r, con 0 < r < d. Se r > 0, entén r seria un
elemento de S* menor que d, que é unha contradicién. Polo tanto, 7 = 0 e d | a. De
xeito similar, d | b.

Por 1ultimo, sexa ¢ un divisor de a e de b, de xeito que a = cu e b = cv. Entoén,

d = az + by = cux + cvy = c(uz + vy),

de onde se ten que ¢ | d.
Para ver a unicidade, suponamos que dy e do dous maximos comuns divisores de a e de
b. De aqui temos que d; | dy e dy | dq, polo que di = ds. O

Porén, o resultado anterior non proporciona unha maneira de achalo. Ao longo desta
seccion exploraremos dias maneiras de facelo: en termos da factorizacion ou empre-
gando o chamado algoritmo de Fuclides. Porén, imos introducir primeiro unha nocién
similar, que é a do minimo comin multiplo.
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Definicion 3.3. Sexan a e b dous enteiros que non son ambos ceros. Un minimo comin
maltiplo de a e de b é un enteiro positivo que é miiltiplo de ambos e que, se ¢ é un
enteiro positivo tal que é multiplo de a e de b, entén tamén é multiplo de m.

Proposicion 3.7. Sexan a e b dous nimeros enteiros. Entén existe un tinico maximo
comin divisor m de a e de b. Escribimos m = lem(a,b) (polas siglas en inglés, least
common multiple). Se a = b = 0, definese como 0.

Demostracion. Se a = b = 0 é obvio. Supofiamos entén que un deles é non cero e,
reemprazando un nimero polo seu oposto, podemos suponer tamén que a,b > 0.

Sexa d = ged(a,b), e sexa a = da’ e b = db’. Observamos que o nimero m = da’t/ é
multiplo de a e de b. Sexa ¢ = ar = bs outro miiltiplo comin de a e de b, de xeito
que da'r = db's. Dividindo a ultima igualdade por d, que sabemos que é distinto de
0, temos que a'r = 's, onde ged(a’,b’) = 1. Polo tanto, o’ | s, polo que s = a’h. Polo
tanto, ¢ = bs = ba’h = dha'b’ é multiplo de m = da'b’, co cal temos que m é un minimo
comun multiplo.

A unicidade é inmediata, igual que no caso do maximo comun divisor. O

Podemos observar que se a = [[;_, pfi eb=1[_, pfi, entén
r z. r z
ged(a,b) = Hp?m(ai’bi), lem(a,b) = Hp?ax(ai’bi).
i=1 =1

E dicir, é especialmente doado achar o minimo comin multiplo ou 0 méximo comun
divisor de dous numeros conecendo a sua factorizacion. Porén, cando os niimeros son
grandes, factorizalos é un proceso custoso desde un punto de vista algoritmico. Por iso,
hai alternativas maéis eficientes para o calculo do maximo comun divisor, empregando
unicamente a divisién euclidiana e sen factorizar ningin dos niimeros. O resultado clave
para iso é a seguinte proposicion.

Proposicién 3.8. Se a, b, g e r son enteiros e a = bq + r, entén ged(a, b) = ged(b, ).

Demostracion. A condicién é equivalente a r = a — bq. Sexa d; = ged(a,b) e dy =
ged(b, ). Comezamos observando que d; = 0 se, e soamente se, a = b = 0, que é
equivalente a b = r = 0 e isto, 4 sta vez, pasa se, e soamente se, do = 0. Polo tanto,
suponamos que tanto d; como dy son non 0. Como d; divide a e b, divide be r = a—bg.
Polo tanto, dy | d2. Como dy divide b e r, tamén divide b e a = bg + r. Polo tanto,
dsy | dy. Deste xeito, d; = +ds; pero, como ambos son positivos, tense que di = dy. [

O algoritmo de Euclides permite achar o méximo comun divisor de dous niimeros a e
b, con a > b. Para iso, definimos sucesiéns (ay,), (by), (¢,) € (1) do seguinte xeito.

» Os termos iniciais son a; = a, by = b e (g1,71) son o cociente e o resto da divisién
euclidiana de a por b.

= Para k > 2, procedemos como segue: se r;_1 rematamos o proceso e as sucesions
tefien k — 1 termos. En caso contrario, ar = bx_1, by = 7Kk—1 € (qg, ) Son o
cociente e o resto da division euclidiana de ag por bg.

= Se o0 proceso rematou con n termos en cada sucesién, o maximo comun divisor é

by
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Proposiciéon 3.9. O algoritmo anterior remata e obtén o maximo comun divisor dos
numeros a e b.

Ademais, o algoritmo de Euclides permite expresar o méximo comun divisor d como
combinacién lineal de a e de b, é dicir, atopar niimeros enteiros a e b de xeito que

ax + by = ged(a, b).
Para iso, procedemos do seguinte xeito.
1. Se a é multiplo de b, 0 maximo comun divisor é b, polo que se ten que a-0+b-1 = 1.
2. En caso contrario, temos que o méaximo comun divisor é r,,_1, polo que se ten que
d=17Tp1=0an-1— Gn-1bn_1.
3. Iterativamente, podemos ir escribindo d en termos de (a;, b;). Se temos unha
expresion para (a;41,b;+1), observamos que a;+1 = b; e bj1 =i = a; — q;b;.

Exemplo. Consideramos os numeros a = 200 e b = 34. Aplicando o algoritmo de

Euclides, temos
200 =34-5+30

34=30-1+4
30=4-7+2
4=2.2

Polo tanto, o médximo comun divisor é 2. Ademais, o algoritmo permitenos expresar 2
como combinacién lineal de 200 e 34:

2=30—-7-4
=30—7-(34—1-30)
= 7344830
= —7.3448-(200—5-34)
= 8.200 — 47 - 34.

Proposicién 3.10. Sexan a,b,c € Z. A ecuacién
ar+ by =c
ten solucién se, e soamente se, ¢ é un miltiplo de ged(a, b).

Demostracion. Sexa d = ged(a,b). Se d 1 ¢, observamos que ax+by sempre serd miltiplo
de d, pois sono tanto a como b. Deste xeito, o lado esquerdo é multiplo de d, mentres
que o dereito non o é, o que é unha contradicion.

Se ¢ = d, pola identidade de Bézout, sabemos que hai unha solucién az’ + by’ = d. Se
¢ = \d, chega con coller z = X2’ e y = \y/. O

Exemplo. A ecuacién 12z + 9y = 1 non ten solucién, xa que ged(12,9) = 3 e 1 non
¢ multiplo de 3. En cambio, 12z + 9y = 6 si ten soluciéon. Aplicando a identidade de
Bézout, chegamos a

12:149-(-1) =3;

como 6 = 3 - 2, multiplicando por 2 a ecuacién anterior obtemos

12.249-(—2) = 6.
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Outra pregunta natural ten que ver con atopar tédalas soluciéns dunha ecuacién dio-
fantiana. Por exemplo, a ecuacién 9z + 7y = 1 ten a solucién (4, —5); pero, a partir
dunha, é posible atopalas todas? Sexan (z1,y1) e (z2,y2) dias soluciéns da ecuacion.
Polo tanto,

91 + Ty1 =1
9xo + Tyo = 1.
Restando, quédanos que 9(z1 — x2) = 7(y2 — y1); como 7 e 9 son coprimos, ¢ inmediato

ver que
1 —x2 =Tk, Tys—y1 =9k, paraalgink €Z.

Polo tanto, concluimos que (z2,y2) = (1 — 7k, z2 + 9k). Este procedemento é xeral e
pédese resumir na seguinte proposicién.

Proposicién 3.11. Sexa ax + by = ¢, onde ged(a, b) | ¢. Consideremos unha solucién
(z0,y0) da ecuacién. Nese caso, calquera outra solucién (x,y) pédese expresar como

bk ak
prm— -_— k Z~
(x7 y) (x() ng(a, b) Y yO + gcd(a, b)> Y e

Demostracion. O resultado séguese de restar as ecuaciéns
axg + byg = c
ax +by=-c
e aplicar un argumento de divisibilidade. O

En relacién aos divisores dun nimero, existen diferentes funciéns importantes involu-
cradas no seu estudo.

Definicién 3.4. Sexa n = p{*---p*. Para calquera r > 0, definimos
or(n) = Z d,
dn

isto é, a suma dos divisores de d elevados & potencia r-ésima. Ciimprese que

7(n) :=09(n) = (a1 +1) - (ar + 1)

e
a1+1 ar+1
-1 p -1
o(n) :=o1(n) = P o2k
p1—1 pr—1

Dicimos que un nimero é perfecto se o(n) = 2n.

Non se sabe se existen infinitos nimeros perfectos ou non; a data 2018, cofiecianse 51
numeros perfectos: os menores son o 6, o 28, 0 496 e o 8128.

Por outra banda, as funciéns oy (n) son debilmente multiplicativas, é dicir o,(mn) =
or(m)o,(n) se ged(m,n) = 1.

Exemplo. Temos que 60 = 22 -3 - 5. Polo tanto, 60 ten 12 divisores xa que
o(60) =2+ 1)1+ 1)(1+1) =12,
e no referente 4 suma, os divisores suman 168, xa que

7(60) =7-4-6 = 168.
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Exemplo. Sexa p un ntimero primo de xeito que 2P — 1 tamén é primo (por exemplo,
p=2,p=3oup=>5). Entén,

_ 2 -1 (2P —1)2-1
N e N T

— or(2 - 1),

polo que o nimero 2P~1(2P — 1) é perfecto. Porén, non se sabe se existen infinitos
numeros primos da forma 2P — 1.

3.3. Congruencias
Se n é un enteiro, denotamos por nZ o conxunto dos enteiros multiplos de n, isto é
nZ ={nq: q € Z}.

Definicién 3.5. Sexa n un enteiro. Dous enteiros z, y dise que son congruentes modulo
n se x — y é un multiplo de n. Escribese z = y (méd n).

Unha comprobacién rutineira amosa que a relacion de congruencia moédulo n é unha
relacién de equivalencia; escribimos Z/nZ para o conxunto cociente; tamén é frecuente
empregar a notacién Z,,, ainda que aqui nunca se utilizara. Facendo un pequeno abuso
de notacién, denotamos por 0,1,...,n — 1 os elementos de Z/nZ, entendendo que ¢ se
refire & clase de equivalencia do niimero enteiro i no conxunto cociente.

Proposicién 3.12. Sexa n > 0 un enteiro. Son equivalentes:
(i) z =y (mdd n).
(ii) x e y tefien o mesmo resto ao dividir por n.

Proposicién 3.13. Sexa n > 0 un enteiro. Para a,b,a’,t/ € Z, se a = ' (méd n) e
b=V (méd n), entén a +b=d +b (méd n) e ab = a'b’ (méd n).

Imos empregar agora o algoritmo de Euclides e a identidade de Bézout para determinar
que numeros admiten inverso médulo n, describindo un método para atopalo.

Proposicién 3.14. Sexan n e a enteiros, con n > 1. Entén, existe un enteiro b de
xeito que ab =1 (mdéd n) se, e soamente se, ged(a,n) = 1. Dise que b é o inverso de a

mddulo n, e escribese a™!.

A seguinte tdboa amosa a multiplicacién médulo 7.

X
e

DL W N~ O
OO O OO OO
T W N~ O
LW = O =N O
— Ot O WO Ww
DN U= R Ol
N = O /= W Ut O ot
=N Wk Lo OO

6 |0 6 4 3

Obsérvase, por exemplo, que tédolos nimeros salvo o 0 tenen inverso; o 1 e o 6 son
inversos deles mesmos; o 2 é inverso do 4 e viceversa; e o 3 é inverso do 5 e viceversa.
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Definiciéon 3.6. O conxunto de elementos que tenen inverso médulo n dendtase por
(Z/nZ)*.

Exemplo. Médulo 10, 3 é o inverso de 7, xa que 3 -7 = 1 (méd 10). Pomos 7-! =3
(méd 10). Do mesmo xeito, 9 é o seu propio inverso, xa que 9-9 = 1 (méd 10) ou,
alternativamente, (—1) - (=1) = 1 (mdéd 10). O nimero 4 non ten inverso médulo 10,
xa que 4x sempre é par polo que, en particular, non pode ser 1 médulo 10.

Corolario 3.1. Sexan n, a, b e ¢ enteiros, con n > 1.
(a) Se ac =bc (méd n) e ged(e,n) =1, entén a = b (méd n).
(b) Se ac =bc (méd n) e ged(c,n) =d, entén a = b (méd n/d).
Proposiciéon 3.15. A ecuacién
ar=b (méd n)

ten unha tnica solucién médulo n se, e soamente se, ged(a,n) = 1. En caso contrario,
sexa d = ged(a,n). A ecuacién ten solucion se, e soamente se, d | b, e nese caso ten d
soluciéns.

Demostracion. Se ged(a,n) = 1, entén multiplicamos a cada lado da ecuacién polo
inverso de a médulo n e o resultado é inmediato. Se d = ged(a,n) > 1, entén é necesario
que b sexa multiplo de d, xa que en caso contrario o lado esquerdo da congruencia
sempre serfa multiplo de d é o dereito non poderia selo. De ser o caso, a congruencia é
equivalente a (a/d)x = b/d (méd n/d), que ten unha dnica solucién porque a/d e n/d
son relativamente primos. Dias soluciéns calquera difiren nun multiplo de n/d, polo
que hai d soluciéns en total. ]

Exemplo. A ecuacién 7z = 12 (mdd 19) ten unha tnica solucién xa que ged(19,7) =
1. Aplicando a identidade de Bézout, temos que 7 - (—8) + 19 -3 = 1, polo que o
—8=-8+19=11 (mdd 19) é o inverso de 7 médulo 19. Polo tanto,

r=71.12=11-12=18 (mdéd 19).

Por outra banda, a ecuacién 7z = 12 (mdd 20) tamén ten unha tnica solucién, xa que
ged(20, 7). Neste caso, o inverso de 3 médulo 20 é 7, polo que

r=7".12=3-12=16 (mdd 20).

Porén, a ecuacién 5z = 12 (mdéd 20) non ten solucién, xa que ged(5,20) = 5 e 5 non
¢ un divisor de 12. Se consideramos en cambio a ecuacién 5z = 15 (méd 20) si ten
solucién, ainda que non é unica. A ecuacién pddese reinterpretar como 5z + 20y = 15,
ou, o que é o mesmo, z+4y = 3, que equivale a x = 3 (mdéd 4). Polo tanto, as soluciéns
médulo 20 virdan dadas por tédalas clases que sexan congruentes con 3 médulo 4; isto
é, as b clases

x=3+4k (méd 20), k=0,1,2,3,4.

Exemplo. A ecuacién 18z = 7 (méd 60) non ten solucién, xa que 18z sempre serd
par e, en particular, non pode dar resto 7 ao dividir por 60. A ecuacién 18x = 12
(méd 60) si ten solucién; como ged(18,60) = 6, é equivalente a 3z = 2 (mdd 10), cuxas
soluciéns cumpren x = 37! -2 = 4 (méd 10). Polo tanto, hai 6 soluciéns médulo 60,
que se corresponden con tédalas clases que dan resto 4 ao dividir por 10: 4, 14, 24, 34,
44 e 54.
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Imos estudar agora os criterios de divisibilidade polos nimeros menores que 11. Escri-
bindo n en base 10, temos

n:ak-10k+...+a1-10+a0.
= O nimero n é divisible por 2 se, e soamente se, ag é par.
= O numero n é divisible por 3 se, e soamente se, ag + a1 + ...+ ax € multiplo de 3.

= O nimero n é divisible por 4 se, e soamente se, o nimero formada polas duas
ultimas cifras é multiplo de 4.

= O nimero n é divisible por 5 se, e soamente se, ag ¢ 0 ou 5.

= O nimero n é divisible por 8 se, e soamente se, o nuimero formada polas duas
ultimas cifras é multiplo de 7.

= O numero n é divisible por 9 se, e soamente se, ag+ a1 + ...+ ax € miltiplo de 9.

O caso do 7 é mais sutil. Temos que 10° = 1, 10! = 3, 102 = 2, 10° = 6, 10* = 4,
10° = 5, e a partir de af a sucesién repitese periodicamente. Polo tanto, a condicién é
que

ag + 3a1 + 2a9 + 6as + 4a4 + das +ag + . ..

sexa multiplo de 7. Alternativamente, podemos facer o seguinte: escribimos n = 10a+b,
onde b € {0,1,...,9}. Entdn, tense que n é multiplo de 7 se, e soamente se, a — 2b é
multiplo de 7. Este método é mais xeral.

Proposiciéon 3.16. Sexa c o inverso dun ntimero primo p médulo 10. Enton, n = 10a-+b
¢ multiplo de p se, e soamente se, a + cb é multiplo de p.

O resultado anterior pddese estender, méis en xeral, para nimeros enteiros que sexan
coprimos con 10.

Exemplo. Sexa n = 10a + b un enteiro.

» n é multiplo de 7 se, e soamente se, a — 2b é multiplo de 7, xa que 10 (-2) =1
(méd 7).

= n é multiplo de 13 se, e soamente se, a + 4b é multiplo de 13, xa que 10-4 =1
(méd 13).

» n é multiplo de 17 se, e soamente se, a — 5b é multiplo de 17, xa que 10- (=5) =1
(méd 17).

n é multiplo de 19 se, e soamente se, a 4+ 2b é multiplo de 19, xa que 10-2 =1
(méd 19).

3.4. Resultados sobre congruencias

Un dos resultados mais antigos relativos 4s congruencias é o conecido como teorema
chinés dos residuos. O primeiro enunciado aparece a modo de problema con numeros
concretos no libro do século V Sunzi Suanjing, escrito polo matemaético chinés Sunzi.
Nel pregunta o seguinte: Temos varios obzectos, pero o seu nimero € desconecido. Se 0s
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contamos en grupos de tres, sobranme dous; se os contamos en grupos de cinco, enton
sobran tres; e se 0os contamos en grupos de sete, sobran dous. Cantos obxectos hai?
Un problema da vida cotid na que podemos atopar unha cuestién similar é a que
segue: Nunha voda, na que habia menos de 200 convidados, ao sentalos en grupos de
5 quedaban 2 sos na ultima mesa; ao polos en grupos de 6, quedaban 5 na ultima; e,
finalmente, ao polos en grupos de 7, habia 4 na derradeira mesa. Cantos convidados
habia na voda? Unha comprobacién amosa que a resposta é 137. Porén, gustarianos
disponier dunha forma mais sistematica de acercarnos a este tipo de cuestions. Iso
conséguese a través do teorema chinés do residuo.

Proposicién 3.17 (Teorema chinés dos residuos). Sexan ay, ..., ay enteiros, e ny, ..., ng
enteiros positivos relativamente primos dous a dous. Pomos N = nino---ng. Enton,
o sistema de congruencias x = a; (mdd n;), con i € [k] ten solucién, e se zp é unha
solucién, o conxunto de solucions é xg + NZ. Mais en concreto, sexa b; o inverso de %
moédulo n;. Enton,

N N

To=aib - — + ...+ apbp—.

n1 ng
Demostracion. Comezamos establecendo a unicidade. Se houbese duas soluciéns do
sistema, = e y, definimos a sia diferenza z := y — z. Entén, tense que z =0 (méd n;)
para todo ¢, o que quere dicir que z é multiplo de N. Polo tanto y — x = Nk, para
algiin k € Z. Alternativamente, y = x + Nk, como se queria ver.
Para ver a existencia, chega con ver que o xg do enunciado cumpre as condiciéns.
En efecto, para determinar o resto de xzg ao dividir por n; unicamente nos importa o
sumando a;b; - nﬂi, pois o resto son multiplos de n;. Pero, por definicién, b; - nﬂ, =1
(méd n;), polo que zg = a; (mdd n;), como se queria ver. O

Exemplo. Imos atopar un ntimero que dea resto 3 ao dividilo entre 7, resto 2 ao
dividilo entre 5 e resto 1 ao dividilo entre 4, isto é,

x=3 (méd7)
x=2 (méd 5)
x=1 (mébd 4).

Como 7, 5 e 4 son relativamente primos, podemos aplicar o teorema chinés dos restos
para atopar unha solucién médulo 7 -5 - 4. Para iso, consideramos o resto médulo 140
dado por

3 140 (14O>—1 49 140 (140)—1 1 140 (14())—1
7 7 )7 5 5 /5 4 4 Ja
No referente aos inversos, temos que 20°! = 67! = (méd 7); 2871 = 371 =2

(méd 5); e 35" =371 =3 (mdd 4). Polo tanto, o resto buscado é
3:20:6+2-28-24+1-35-3=360+ 1124 105=577 (mdd 140).

Polo tanto, calquera niimero que dea resto 577 = 17 médulo 140 sérvenos; por exemplo,
0 17 é unha opcién vélida.

O teorema chinés dos restos tamén se pode empregar cando os nimeros non son re-
lativamente primos entre si. En primeiro lugar, imos facer a seguinte observacién, que
nos di que cando temos un resto médulo n tamén o podemos interpretar como un resto
médulo d, onde d é un divisor arbitrario de n. Por exemplo, dar un resto médulo 9
dénos tamén informacién sobre o resto médulo 3 (pero non sobre o resto médulo 4).
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Proposicién 3.18. Sexa n > 1 un nimero enteiro e d un divisor positivo de n. Entén,
a aplicacién
Z/nZ — Z/dZ, x (médn)—z (méd d)

estd ben definida, isto é, non depende da eleccién de representante en Z/nZ. Ademais,
a aplicacién é sobrexectiva.

Demostracion. E unha comprobacion rutineira. O
Imos discutir que sucede no caso de dous enteiros, sendo o caso xeral totalmente anédlogo.

Proposicién 3.19. Tomamos dous médulos ny e ng, de xeito que ged(ny,ng) = d, e
n1 = dmq e ny = dms. Consideramos o sistema de congruencias

r=a; (méd ny)

az (méd na).

Sexan by e by os restos de a1 e ao mdédulo d. O sistema de congruencias ten solucién se,
e soamente se, b; = by (méd d). Nese caso, ten unha tnica solucién médulo dmyms.

Demostracion. A necesidade de condicién by = by (mdd d) é clara, xa que, en caso
contrario, as ecuaciéns son incompatibles. Se a condiciéon se cumpre, escribimos d =
ani + Bns. Unha comprobacion rutineira amosa que

a1Bna + azan

T = g - a1fms + asamy

¢ unha solucién do sistema: por exemplo, temos que
T = a; —ajamy + asamy = a1 + mia(ag — ay),

e mi(az — a1) é multiplo de ni, xa que as — a1 é miltiplo de d pola condicién de que o
sistema ten solucion. ]

Sexan (b1, 1) os restos de a; médulo d e médulo n; e (b, c2) os restos de ag médulo d
e médulo ne, respectivamente. No caso méis sinxelo no que ged(ng, me) = 1, o sistema
da proposicién anterior é equivalente a

r=a; (méd nq)

=cy (méd mya),
polo que se pode interpretar que a segunda ecuacién da informacién xa conecida médulo
d e aporta nova informacién médulo my. Cando mo e ny tenen factores en comun,
podemos interpretar como que a segunda informacién da mais informacién mddulo
algiin dos divisores de nj. Traballaremos estas ideas a través dalgins exemplos.

Exemplo. O sistema

non ten solucién, xa que as condiciéns x = 2 (méd 8) e x = 8 (mdd 12) non son
compatibles. A primeira implica que x =2 (méd 4) e a segunda que x =0 (méd 4).
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Porén, o sistema

3 (méd 7)
2 (méd 8)
6 (mdéd 12)

€T
x
x

si ten solucién, xa que 7 é coprimo con 8 e 12 e polo tanto o tnico que temos que
asegurar ¢ a compatibilidade da segunda e da terceira ecuacién. Como ged(8,12) = 4,
chega con ver que ambas ecuaciéns se corresponden coa mesma condicion médulo 4,
e é claro que esa é z = 2 (méd 4). Polo tanto, a tultima ecuacién é redundante coa
segunda médulo 4 e s6 nos aporta informacion médulo 3. Temos entén que o sistema é
equivalente a

3 (méd 7)
2 (méd 8)
0 (mdd 3),

T
T
T

que polo teorema chinés ten unha tinica solucién médulo 7- 8 - 3 = 168.

E dicir, nestes casos temos que analizar todolos pares de ecuaciéns: se hai dous calquera
que son incompatibles, todo o sistema é incompatible. En caso contrario, o sistema ten
unha tnica solucién médulo o minimo comun multiplo de tédolos n;, que podemos
obter extraendo a informacién de cada unha das ecuacions e formulando un sistema no
que tédolos modulos sexan relativamente primos.

Imos acabar analizando un caso no que non se cumpre que mso { ni, isto é, a nova
ecuacién incorpora informacién médulo algin dos factores primos de ny.

Exemplo. Consideremos o sistema

x=1 (méd 12)
x =7 (mdbd 18)

O sistema ten solucién xa que o méximo comun divisor de 12 e 18 é 6, e temos que
ambas ecuaciéns implican que z =1 (mdd 6). Porén, neste caso temos que 12 =6-2 e
18 = 6 - 3, polo que, coas notacions anteriores, tanto 2 como 3 non son relativamente
primos co méaximo comun divisor, non podemos proceder ao igual que antes. O minimo
comiin miltiplo de 12 e 18 é 36 = 22 - 32, polo que temos que extraer do sistema a
informacién médulo 22 e médulo 32. Da primeira ecuacién temos que = 1 (méd 4) e,
da segunda, que z =7 (mdd 9). Estas dias ecuaciéns dannos que z = 25 (méd 36).

Presentamos a continuacién outro resultado clasico sobre congruencias, o conecido como
pequeno teorema de Fermat. O nome de pequeno débese a que o teorema de Fermat é
un resultado moito mais complicado e dificil, que asegura que a ecuacién

2yt =2" ayz#0
non ten soluciéns enteiras.

Proposicién 3.20 (Pequeno teorema de Fermat). Sexa p un nimero primo e a un
numero enteiro tal que (a,p) = 1. Enton,

a?'=1 (méd p).
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Demostracion. Comezamos observando que {1,2,...,p—1} ={a,2a,...,(p — 1)a}. O
primeiro conxunto contén tédolos restos non nulos médulo p. O segundo consta tamén
de restos non nulos, xa que se ia = 0 (mdd p) ou ben i ou ben a serian miltiplos de
p, pero non é o caso. Polo tanto, chega con ver que non hai dous iguais. Se ia = ja
(méd p), entén (i — j)a é miltiplo de p, pero (a,p) =1 e i,j escolléronse de xeito que
son numeros distintos entre 1 e p — 1 polo que a sua diferenza non pode ser miiltiplo
de p.

Como os dous conxuntos contenien os mesmos nimeros, o seu produto é igual médulo
p:

(p—1!'=a"p—1) (méd p).

Como (p, (p — 1)!) = 1, podemos multiplicar a ambos lados polo inverso de (p — 1)!, e
concluimos que a?~! =1 (méd p). O

Exemplo. Se p = 7, o pequeno teorema de Fermat di que a® = 1 (méd 7) para calquera
a=1,2,...,6, que é unha comprobacién rutineira. Isto permite calcular, por exemplo,
potencias arbitrarias médulo 7. Por exemplo, como 2024 = 6 - 337 + 2, temos que

22024 — (26)337 . 92 = 1.4 =4 (méd 7).

De xeito similar,
32024 = (36)37.32=1.3=2 (mdd 7).

Imos introducir agora a funcién phi de Euler, que fai un papel central en aritmética, e
que é precisa para xeneralizar o pequeno teorema de Fermat. Por exemplo, permitiranos
calcular 22924 médulo 15.

Definicién 3.7. Dado un enteiro n > 1, definese ¢(n) como o numero de enteiros x
de xeito que 1 < x < mn e ged(z,n) = 1. A funcién ¢ chdmase funcion phi de Euler.

En particular, ¢(1) = ¢(2) = 1. Observamos tamén que ¢(n) é o nimero de elementos
invertibles en Z/nZ, é dicir, o cardinal de (Z/nZ)*
Proposicién 3.21. A funcién ¢ cumpre as seguintes propiedades.
(a) Se p é un nimero primo, ¢(p) =p — 1.
(b) Se p é un niimero primo e r > 1 un enteiro, entén p(p") = (p — 1)p" L.
(c) Se a e b son enteiros positivos e ged(a, b), entén p(ab) = p(a)p(b).

)

(d) Sen = -, entén
p(n) = (pr =Pt (o = Dpp

O seguinte resultado estende o pequeno teorema de Fermat ao caso no que non traba-
llamos médulo un primo, senén médulo un enteiro positivo arbitrario. O papel de p —1
faino a funcién phi de Euler.

Proposicién 3.22 (Teorema de Euler). Sexa m un ntimero enteiro positivo e a un
numero enteiro tal que (a,n) = 1. Entdn,

a?™ =1 (méd n).
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Demostracion. Sexan i1, ..., iy(,) 0s restos médulo n relativamente primos con n. Co-
mezamos observando que {i1,i2,...,i,m)} = {ai1,aiz,...,aiym)}t. O primeiro con-
xunto contén tédolos restos invertibles moédulo n. O segundo consta tamén de restos
invertibles, xa que se ai; ten algin factor en comtn con n ou ben a ou ben i terian
factores en comtn con n, pero non é o caso. Polo tanto, chega con ver que non hai dous
iguais. Se ai; = aip (mdd n), entén (i; — ix)a é miltiplo de n, pero (a,n) =1 e ij, i
escolléronse de xeito que son numeros distintos entre 1 e n — 1 polo que a sua diferenza
non pode ser multiplo de n.

Como os dous conxuntos contenen os mesmos numeros, o seu produto é igual médulo
p:

Como (p, ;) = 1, podemos multiplicar a ambos lados polos inversos dos i;, e concluimos
que a?™ =1 (méd n). O
Exemplo. Como ¢(15) = ¢(3)¢(5) =2-4 =38, e ged(2,15) = 1, entén

22024 = (28)253 =1 (mdd 15).
En cambio, para calcular 32024 non podemos empregar o teorema de Euler. Nese caso,
temos que 32°?* = 0 (mdd 3) e, polo pequeno teorema de Fermat, 32924 = 1 (méd 5).

Polo tanto, o resto cumpre que é 0 moédulo 3 e 1 médulo 5; polo teorema chinés dos
restos, iso caracteriza o resto mdédulo 15, e temos que é 6.

Proposicién 3.23 (Teorema de Wilson). Sexa p un nimero primo. Entén,
(p—1Dl=-1 (mdd p).

Demostracion. Se p = 2 o resultado é trivial, asi que suponamos que p é impar. Come-
zamos observando que a ecuacién z? = 1 (méd p) unicamente ten as soluciéns z = +1.
En efecto, 22 —1 = (x—1)(x+1) (méd p) quere dicir que ouben z—1=0ouz+1=0.
Polo tanto, podemos agrupar os nimeros desde 1 ata p — 1 como segue: o leop—1
pémolos a un lado, e os outros p — 3 situdmolos en parellas, cada un co seu inverso. O
produto dos nimeros de cada unha desas (p — 3)/2 parellas é 1, polo que

p—DI=1-(-1)=-1 (mdd p).

3.5. Raices primitivas

Sexa n > 1 un enteiro positivo. Escribimos (Z/nZ)* para denotar o conxunto formado
polos restos médulo n que son coprimos con n. Por exemplo, (Z/72)* ={1,2,3,4,5,6}
e (Z/6Z)* ={1,5}.

Definicién 3.8. A orde dun elemento a € (Z/nZ) é o menor enteiro positivo k tal que

a* =1 (méd n). Escribimos ord,(a). Un elemento g en (Z/nZ)* dise que é unha raiz

primitiva se ord,(g) = ¢(n).

Pédese ver que g é raiz primitiva médulo n se, e soamente se,

{1,9,9%...,9°™M™ 1}
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contén tédolos restos médulo n que son coprimos con n. Se tivésemos que ¢' = ¢’
(méd n), con 0 < i < j < p(n), teriamos que ¢~* = 1 (méd n), polo que g non serfa
raiz primitiva. Do mesmo xeito, se son todos diferentes, g#(™ ¢é a primeira potencia de
exponente positivo que dd 1 mdédulo n.

Proposicién 3.24. Sexa a un enteiro coprimo con n. Entén, ord,(a) divide ¢(n).

Demostracion. Se facemos a divisién euclidiana de ¢(n) por ord,(a), podemos pér
o(n) =k -ordy,(a) +,
con 0 < r < ord,(a). Entén,
1= a?™ = ghordn(a) . gr = o7 (méd n).

Como a" = 1 médulo n e 0 < r < ord,(a), necesariamente se ten que cumprir que
r=0. ]

Exemplo. O teorema de Euler asegura que a orde de calquera elemento sempre é un
divisor de ¢(n). Por exemplo, médulo 7, a orde de 1 é 1; a orde de 6 é 2; a orde de 2 e
de4é3;eaordede3edebéb.

En cambio, poderian non existir elementos de orde ¢(n). Por exemplo, ¢(8) = 4, pero
non hai elementos de orde 4: 0 1 ten orde 1 e 0 3, 0 5 e 0 7 tenen orde 2.

A seguinte taboa ilustra a situacion.

nF méd 7

S 33 3.3 3
el e el
=R N R RN RN
— O O N W | W
N R =N R
= W N Ok OOt
— OO, OO O RO

0
1
2
3
4
5
6

n

En cambio, non hai raices primitivas médulo 8, xa que a orde de tédolos elementos é 1
ou 2 e non hai elementos de orde 4.

n® méd8|1[3|5]|7
nY 1111
nt 11357
n? 1]1]1/1

Por exemplo, ords(1) = 1, ords(2) = 4, ords(3) = 4 e ords(4) = 2. Temos entén que o 2
e o 3 son as raices primitivas mddulo 5, xa que a sia orde é ¢(5) = 4. De xeito similar,
as raices primitivas moédulo 11 son 2, 6, 7 e 8.

A demostracién de que existen raices primitivas médulo primo ou médulo potencias de
primos impares parte dos seguintes dous resultados previos.

Proposicién 3.25. Sexa n > 1 un enteiro positivo. Ciimprese que

Z o(d) = n.

din
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Demostracion. En Z/nZ, o ntimero de veces que temos que sumar un nimero consigo
mesmo para que sexa 0 é sempre un divisor de n. Imos contar a cantidade deses niimeros
para un divisor d. E dicir, queremos atopar os a que cumpren que ad é multiplo de
n, pero ai non o é. Polo tanto, ten que sucede que a = nk/d, con 0 < k <d—1ek
relativamente primo con d, polo que temos ¢(d) nimeros. En particular,

Z o(d) = n.

dln
O

O segundo resultado previo que necesitamos adoita conecerse como lema do levanta-
mento do exporiente. Se m é un enteiro, pomos v,(m) para denotar o maior enteiro non
negativo k tal que pF | m; falamos da wvaloracion p-ddica de m; por convenio, pomos
v(0) = +o00. Unha comprobacién rutineira amosa que se a e b son enteiros positivos
ciumprense as seguintes propiedades:

(a) vp(ab) = vp(a) + vp(b);
(b) vp(a+ b) > min{vy(a),v,(b)} e se vy(a) # vy(b) a desigualdade é estrita.

Proposicion 3.26. Sexan a e b nimeros enteiros e p un nimero primo impar de xeito
que p | (a —b), pero pta. Se r > 1 é un nimero enteiro,

vp(a” = b") = vp(a = b) + vy(r).

Demostracion. Para maior comodidade, escribimos a = b+ k, onde v, (k) = v,(a—b) >
1. A demostracion procederd por inducion en n. Porén, en primeiro lugar imos establecer
o0 caso no que vy(n) = 0. Temos que

a® — b = (b4 k)" — b
= b" 4+ nkb" ! + k?(expresién polindmica en a,b, k) — b"

= nkb" ! + k?(expresién polinémica en a, b, k).

Polo tanto, a™ —b" é a suma dun nimero que ten valoracién p-adica v, (nkb™ 1) = v, (k
e doutro que ten valoracién p-adica maior ou igual que 2v,(k). Polo tanto, v,(a™ —b") =
vp(k), como queriamos ver.
Imos demostrar o caso n = p e a continuacién pasaremos a realizar a inducién. Neste
caso,

p

a’ =W = (b+ k)P — b =pktP 4+ (?) KioP—t

i \'
Dentro da suma, tédolos sumandos son multiplos de p*t2, xa que, se i < p, vp (k') > 2k
e vp ((IZ)) > 1, mentres que v,(kP) = pk > k + 2. Polo tanto, como v,(pkbF~1) =
vp(p) + vp(k) = k + 1, temos que v,(aP — b)) =k + 1.
Suponamos agora que o resultado é certo para v,(n) = s e demostrémolo para s + 1.
En particular, supofiamos que n = p**! - r, onde ged(p,r) = 1. Entén,

s

vp(a™ = b") = vp((a”")P — ("))
= vup(a?" — ") 4 v,(p)
=uvp(a—b) +s+1,

onde a ultima igualdade é consecuencia da hipdtese de inducién. O



42 CAPITULO 3. ARITMETICA

Imos pasar agora a establecer a existencia de raices primitivas. Unha primeira obser-
vacién é que se n admite raices primitivas, entén hai un tinico elemento de orde 2, que
necesariamente é o menos 1. E dicir, a ecuacion

z2=1 (méd n)

s6 ten unha solucién. Automaticamente teremos que se n = 2% con k > 3 non hai
raices primitivas, xa que —1, 281 — 1 e 25+ 4 1 son todos eles elementos de orde 2.
Este argumento imolo xeneralizar na seguinte proposicion.

Proposicién 3.27 (Existencia de raices primitivas). Sexa n > 1 un enteiro. Existen
raices primitivas médulo n se, e soamente se, n =2, n =4, n = p¥ ou n = 2p¥, onde p
é un primo impar e k > 1.

Demostracion. Imos comezar estudando o caso de (Z/pZ)*, sendo p un primo impar.
Comezamos recordando que a orde dun elemento ten que ser necesariamente un divisor
de p(p) = p — 1, polo pequeno teorema de Fermat. Para cada divisor d de p — 1,
temos que un elemento ten orde d se 2% — 1 = 0 e non se cumpre que z* — 1 = 0 para
ningun divisor de d estritamente menor ca el. Observamos tamén que se x ten orde d, os
ndmeros 2V, . .., z% 1 son todos eles soluciéns de 2% —1 = 0 e, por Ruffini, esta ecuacién
non pode ter mais soluciéns en Z/pZ. Polo tanto, entre esas d solucidns, exactamente

©(d) tenen orde d, xa que

ord,(z)

ordy(e') = o 1)

Polo tanto, o nimero de elementos de orde d é 0 ou ¢(d). Temos entén que

Z numero de elementos de orde d < Z od)=p—1,
dlp—1 dlp—1

polo que necesariamente tédalas desigualdades tenen que ser igualdade. En particular,
hai p(p — 1) elementos de orde p — 1.

Pasamos agora ao caso de potencia de primo. Afirmamos que hai un elemento que ten
orde p*~1(p—1). Para que se dea a’ = 1 (méd p*), ten que suceder que a* = 1 (méd p),
polo que i = r(p—1). En primeiro lugar, observamos que se a e b son dous restos médulo
p* congruentes cunha raiz primitiva fixada, temos que wvy(a?~! — ¥P~1) = v,(a — b).
En particular, entre estes p*~! niimeros, (p — 1)p*~2 cumpren que vy(a?~! — 1) = 1.
Escollemos un destes ntimeros a. Entén,

vp(ar(p_l) —1) =vp(a ' = 1) +u,(r

~—

=1 + ’Up(?"),

~—

e teremos que este valor serd k se, e soamente se, vp(r) = k — 1. Polo tanto, o menor
enteiro positivo que cumpre esta condicién é (p — 1)pk*1 como queriamos.

Se n = [[;_p;* é un produto de primos impares (con multiplicidades), entén, polo
teorema chinés dos restos

k
(2/nz)* ~[](2/piz)*

i=1

k
~ [[z/(p: - Vp}Z
=1

k k
~[[z/ (i - V)2 x [ [ 2/v} 2,
=1

=1
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e se hai dous primos diferentes necesariamente entén hai méis dun elemento de orde 2,
polo que non pode haber raices primitivas.

Finalmente, para o caso de potencias de 2, temos de xeito trivial que tanto o 2 como o
4 admiten raices primitivas. Para n = 2*, con k > 3, non hai raices primitivas xa que
a ecuacién 22 = 1 (méd 2%) ten 4 soluciéns. Se n = 27 Hi?:l p;’, onde os p; son primos
impares, temos dous casos: cando 9 € {0,1} e k = 1, ent6n hai raices primitivas. Se
ro > 2, entén hai necesariamente mais dun elemento de orde 2, o que non é posible.
Concluimos polo tanto que os tnicos médulos que tefien raices primitivas son 2, 4, p*
e 2pF, onde p é un primo impar. O

En particular, se k > 2, médulo p* temos
p(e(™) = e((p—P* ) = —(p - 1)p*

raices primitivas, como queriamos. Aqui empregamos que ¢ é debilmente multiplicativa,
e que polo tanto ¢(ab) = p(a)e(b) se ged(a,b) = 1.

Exemplo. No caso do 9 temos a seguinte taboa:

nF méd 9 2

3@ 301 3% 3@0 Sw 3>~

e )
= Ot J 0 = N

SIS SO N T
= N = 00 = Ot Ot
e B e (BN
— OO0 — OO — COo| 0o

As raices primitivas son o 2 e 0 5, que son congruentes médulo 3 coa tnica raiz primitiva
modulo 3, que era o 2. Porén, dos 3 elementos médulo 9 que eran congruentes con 2, hai
un que non serve, que é o 8. Esta situacién non é un caso concreto, sucedera sempre:
dado un primo impar p e unha raiz primitiva g médulo p, haberd p — 1 restos médulo
p? que sexan congruentes con ¢ médulo p e raices primitivas; e un tnico que sendo
congruente con g mdédulo p non sexa raiz primitiva.

3.6. A lei de reciprocidade cuadratica

O obxectivo desta seccién é resolver ecuaciéns de grao dous (ou superior!) médulo n.
Imos comezar comparando duas ecuaciéns diferentes modulo 11. A primeira delas é a
ecuacién

2> —2—-1=0 (méd 11).

Pédese comprobar que x =4 e x = 8 son solucions, xa que
42 -4-1=11=0 (méd11) e 8 —-8—-1=55=0 (mbd 11).

A maneira de achar estas solucions é aplicando a férmula da ecuacion de segundo grao,
que o tinico que require é que 2 tena inverso moédulo n:

r=2"1 <1i\/5>52_1(1i4):6-(1i4),

onde se empregou que /5 = 4 xa que 4> =5 (méd 11). En cambio, se consideramos a
ecuaciéon
>~z —-3=0 (méd 11)
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vemos que non ten solucién. O discriminante da ecuacion de segundo grao é 1 +4-3 =
13 =2 (mdéd 11), e é doado comprobar que non hai ningin nimero que, ao elevalo ao
cadrado, sexa congruente con 2 médulo 11. Polo tanto, dicimos que a ecuacién non ten
soluciéns médulo 11.

Imos comezar estudando cando as ecuacions da forma

z?=d (méd n)

tenien solucién. En primeiro lugar, se n = pj* - -- p’,;k, necesariamente cémpre que cada
unha das ecuaciéns 22 = d (méd p;*) tena solucién; iso é, ademais, suficiente, polo
teorema chinés dos restos.

Para abordar en primeiro lugar o estudo da ecuacién 22 = d (méd p), onde p é un
primo, introducimos o chamado simbolo de Legendre.

Definicién 3.9. Sexa p un numero primo e a un enteiro. Definese

0 se a é multiplo de p;
(%) =<1 se 2 =a (mdd p) ten solucién e a Z0 (méd p)
—1 sex?=a (mdd p) non ten solucién.
Exemplo. Camprese que (% = (%) = (%) = 1, xa que 1, 2 e 4 son residuos
cuadriticos médulo 7: 12 = 62 = 1 (méd 7), 32 = 42 =2 (m6d 7) e 22 = 52 = 4

(méd 7). En cambio, <%) = (

Suponamos que p # 2 e a Z 0 (méd p). Entén, a ecuacién 22 = a (méd p) ten ou 0 ou
2 soluciéns. En efecto, se d é unha solucién, entén —d tamén o serd, e d Z —d (méd p).
Entén

> —a=(r—d)(z+d) =0 (méd p),
que s6 ten as soluciéns z = =£d.

Proposicién 3.28. Sexa p un primo impar e a un enteiro comprimo con p. Enton,

(a) p—1
- =a 2.
p

Demostracion. Sexa g unha raiz primitiva médulo p. Temos que a = ¢*, para 0 < i <
p — 1, e cumprese que a é un cadrado perfecto se, e soamente se, ¢ é par. Por outra
banda,

a 2 :gQ =

p—1 i(p—1) +1 se i é par;
—1 sei éimpar.

Proposicién 3.29. O simbolo de Legendre é multiplicativo:

(5)=())
p p/ \p/’
Demostracion. Se a ou b son multiplos de p, o resultado é inmediato. En caso con-

trario, sexa a = ¢g* e b = ¢g¥. Entén, o resultado simplemente afirma que (—1)**Y =
(=1)*(=1)¥, que é certo. O
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Sexan agora p e ¢ dous nimeros primos impares. Cando un deles é pequeno, resulta
doado determinar se o outro é residuo cuadréatico ou non. Por exemplo, 1007 non é
residuo cuadratico médulo 5, xa que 1007 = 2 (mdéd 5), e 2 non é un cadrado médulo
5. En cambio, a pregunta contraria non é tan sinxela: como podemos saber se 5 é residuo
cuadratico médulo 1007 sen necesidade de ir comprobando tédolos cadrados desde 1
ata 5037 A resposta a esta pregunta vén dada pola lei de reciprocidade cuadratica.

Proposicién 3.30 (Lei de reciprocidade cuadratica). Sexan p e ¢ dous primos impares

diferentes. Camprese que
]3) (g) _ (_1)(10—1)4@—1)
<q p

E dicir, se ambos primos son 3 mddulo 4, entén os dous simbolos de Legendre son
distintos; e en caso contrario son iguais.

Demostracion. Polo teorema chinés dos restos, hai unha bixeccién
@: (Z[pg)* — (Z/pZ)* x (Z[qZ)"
dada por ¢(z) = (z,x). Consideramos os conxuntos

A={re(Z/pgZ)* con 1 <r < pq/2}

B ={(z,y) € (Z/pZ)* x (Z/qZ)" con 1 <y < q/2}.
Dado (z,y) € B, existe r € A de xeito que ¢(r) = (z,y) ou ¢(r) = (—z,—y). En

particular,
[ @w=c][0..
(z,y)€B reA
onde € € {£1}.
De cara a simplificar a notacién, pomos p’ = =l q = q%l. Comezamos observando

que

I @ = (- D (@)*) = (=17, (g - D(-1)7)")
(z,y)€eB

! /

= (=17, (=7 (-,

onde se empregou dias veces o teorema de Wilson para asegurar que (g

DI(-1)7.
De xeito similar, en (Z/pZ)*,
=(I ) (1) - (é];@q?-!?- ol = ()

reA r<pq/2 r<pq/2
pir alr

Por simetria, en (Z/qZ)* temos que (—1)”' <§>' Polo tanto,

(07 (07 0P = (07 (1) -0 (7))

p q

- (- crt)

e temos entén o resultado buscado. O

De aqui dedticese que
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A lei de reciprocidade cuadratica ten ddas limitacions: o caso do —1 e o caso do primo
2.
Proposicién 3.31 (Leis suplementarias). Sexa p un primo impar.

(a) —1 é un residuo cuadratico médulo p se, e soamente se, p =1 (méd 4).

(b) 2 é un residuo cuadrético médulo p se, e soamente se, p = +1 (mdd 8).

Demostracion. (a) Suponamos que p = 4k + 1, e consideremos x = (2k)!. Entén,
2% = (2k)!- (2k)! = (4k)! = =1 (mdd p),

polo que —1 é un residuo cuadratico.

Sexa agora p = 4k + 3 e supofiamos que existe = de xeito que 22 = —1 (méd p).

Elevando ao cadrado ambos lados da ecuacién, z* = 1 (méd 4). Polo pequeno
teorema de Fermat, 272 = 1 (mdéd 4), polo que a orde de z médulo p divide
ged(4,4k + 2) = 2. Iso quere dicir, en concreto, que 22 = 1 (mdéd p), que é unha
contradicion.

(b) Para o caso 2, consideramos o conxunto {2,4,...,p — 1}. O produto de tédolos

elementos é )
2-4---(p—1) — o' <p;>,

Alternativamente, temos que

(-1'-1
(-1)%-2
(-1)%-3

e asi sucesivamente, onde tédalas congruencias se tomaron médulo p. Polo tanto,

o produto é igual a
o1 (p—1
1) s [ — )!
0 (5

p Ny p—1
Igualando as dias expresions, e usando que (%) = 22 , chegamos que a que

(5)-c

Observamos finalmente que p? —1 sempre é miiltiplo de 8, e tomando congruencias
médulo 16 temos que p? = 1 se, e soamente se, p = +1 (mdd 8).

p

-1
2
-3

p

)

O]

Exemplo. Imos estudar se o —30 é residuo cuadratico médulo 1007 (que é un primo).
Pola multiiplicatividade do simbolo de Legendre,

(1_0?())(;) - (1637) (10207) (10307> (10507)'

Antes de nada, observamos que 1007 é 3 médulo 4 e 7 médulo 8.

= Pola primeira lei suplementaria, (ﬁ) =—1.
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= Pola segunda, (ﬁ) = 1.
= Pola lei de reciprocidade cuadratica, <%) = — (%) = — (%) =1.

= Pola lei de reciprocidade cuadrética, (ﬁ) = (%) = (%) =—1.
Multiplicando os catro nimeros, temos que —30 é un residuo cuadratico médulo 1007.

Mais en xeral, queremos abordar o problema de cando a ecuacion

22 =a (méd n)

ten solucién. Se n = pi* - - - p;*, polo teorema chinés do residuo, a ecuacién é equivalente
a resolver o sistema de k ecuaciéns da forma 2? = a (méd p{?). Se algunha delas non
ten solucidn, o sistema non pode ter solucién; se cada unha das ecuaciéns do sistema
ten ¢; soluciéns, hai en total ¢; - - - ¢, soluciéns médulo n.

Proposicion 3.32. Sexa p un primo impar, k > 2 un enteiro e a un resto diferente de
0 médulo p. Entén, 22 = a (méd p¥) ten soluciéns se, e soamente se, 22 = a (méd p)
ten solucién. En calquera caso, ten 2 soluciéns.

Se p = 2, entén 22 = a (méd 2F) ten solucién se, e soamente se, 2 = a (méd 8) ten
solucién.

Demostracién. Imos demostrar por inducién o seguinte: sexa x; unha solucién de 22 = a
(méd p). Entén, existe unha tnica solucién z de 22 = a (méd p*) que é congruente
con x1 mbdulo p. Para k = 1 o resultado ¢ trivialmente certo, asi que supondamolo certo
ata k. Temos entén que os posibles 3,1 son da forma ;1 = x + ap”®. Entén,

ah,q =ap +2ap®  (méd pFth).

Como a — :ci = cp¥, temos que a ecuacién é equivalente a 2ap* = cp*, polo que o é o
tinico elemento en Z/pZ que cumpre a = 2~ ¢ (méd p).
O caso de p = 2 é similar, pero hai que ser mais coidadoso porque 2 non ¢ invertible. [J

Exemplo. A ecuacion
r*=8 (méd 15)

non ten solucién, porque z2 = 3 (mdéd 5) non ten solucién.
A ecuacion
z2=4 (méd 15)

ten 4 soluciéns: a ecuacién é equivalente ao sistema

x2
.7}2

A primeira ten as soluciéns z = 1,2 (mdd 3) e a segunda = = 2,3 (méd 5). Cada
elecciéon nunha das ecuaciéns dé lugar a unha solucién, polo que obtemos x = 2,7, 8,13
(méd 15).

1 (méd 3)
4 (méd 5).

O estudo dos residuos cuadraticos pode estenderse a potencias de orde superior. A
seguinte proposicion indica o niimero de restos diferentes que poden deixar as potencias
n-ésimas modulo p.
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Proposicién 3.33. Sexa n > 1 un nimero enteiro. O conxunto
{a"|1<a<p-1}

d4 un total de " p—1

Zd(p=Tm) restos diferentes moédulo p.

Demostracion. Sexa g unha raiz primitiva médulo p. O nimero de restos diferentes
médulo p do conxunto do enunciado correspéndese co nimero de restos diferentes do
conxunto

{in]0<i<p—2}

modulo p — 1, que se corresponde co dado no enunciado. O

Exemplo. Os tnicos restos posibles médulo 11 dunha potencia quinta son 1, —1 e 0. En
cambio, unha potencia quinta pode tomar tédolos restos posibles médulo 7. Este tipo de
resultados son ttiles para establecer que determinadas ecuaciéns non tenen solucions.
Por exemplo, sexa n = 7k + 3, con k € Z. Tense entén que a ecuacién a® + b3 = n
non pode ter solucién. Se a tivera, ambos lados darian o mesmo resto ao dividir por
7: o lado da dereita d& resto 3, pero o da esquerda s6 pode dar restos 0, =1lou 4 2, é
dicir, nunca pode dar resto 3 nin resto 4. A dificultade nestes casos estd en escoller un
moédulo axeitado, para o que adoita ser 1util ter en conta a proposicion anterior.



Capitulo 4

Algoritmos

Este tema ten un dobre obxectivo. Por un lado, introducir a notacién asintdtica habitual
para comparar o crecemento de diferentes tipos de funciéns. Por exemplo, informalmen-
te temos claro que a funcién f(n) = log(n) crece mdis lento que un polinomio, e que
un polinomio crece mdis lento que g(n) = 2". Dispor dunha notacién axeitada para
describir isto serd 1util, 4 sia vez, para falar do custo dos algoritmos, sucesiéns fini-
tas de instrucions precisas chamadas pasos que se empregan para realizar unha tarefa,
un célculo ou para resolver un problema. Alguns dos exemplos tipicos de algoritmos
que estudaremos son a busca dun elemento nunha lista ou a ordenacién dos elementos
dunha lista. Na parte final, presentamos algunhas nociéns de criptografia e discutimos
o algoritmo RSA, que emprega a aritmética modular para codificar mensaxes.

Ao longo de todo o capitulo, log(n) refirese ao logaritmo natural, é dicir, log(n) =

log.(n).
4.1. Notacién asintética
Definicion 4.1. Sexan f,g: N — R. Consideramos as seguintes notaciéns:

(a) f € O(g) se existe unha constante C' > 0 e un enteiro ng de xeito que |f(n)| <
C - |g(n)| para todo n > ng. Dicimos que f é O grande de g.

(b) f€Q(g)sege O(f). Dicimos que f é omega grande de g.

(c) f€O(g)se feO(g)ege O(f). Dicimos que f € theta de g.

(d) f € o(g) se limy, 00 % = 0. Dicimos que f € o pequena de g.
() f~ gselim, o % = 1. Dicimos que f € asintoticamente igual a g.

Tense que se existe o limite 1im,, % e ¢ distinto de infinito, entén f(n) € O(g(n)).

f(n)
g(n)

f(n) € Q(g(n)). Finalmente, se existe o limite lim,,_, % e é distinto de cero e infinito,

entén f(n) € O(g(n)). Porén, poderia suceder que o h’mi)te non existise (por exemplo,
que a sucesion oscilase entre dous valores) e entén haberia que realizar a discusién
empregando a definicién.

Enunciamos a continuacién as propiedades basicas do simbolo O. En primeiro lugar,

observamos que se f(n) € O(g(n)) e g(n) € O(h(n)), entén f(n) € O(h(n)). Por outra

De xeito andlogo, sucede que se existe o limite lim,, o e é distinto de cero, entén

49
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banda, tamén notamos que f € O(1) se, e soamente se, f é unha funcién limitada; e f €
o(1) se, e soamente se, lim,_,~, f(n) = 0. A modo de comentario histérico, apuntamos
que a notacién big-O foi introducida polo matematico aleman Paul Bachmann nun
libro sobre teorfa de nimeros. E frecuente referirse a el como sémbolo de Landau, pois
foi empregado polo matematico aleman Edmund Landau en moitos dos seus traballos.
En ciencias da computacién, o seu uso estendeuse grazas a Donald Knut, quen tamén
introduciu as notacions big-{) e big-©.

Exemplo. O polinomio p(n) = apn®+ap_1n*~1+...+ain+ag, cando a, # 0, cumpre
que p(n) = @(nk) E dicir, o crecemento dun polinomio vén marcado unicamente polo
seu grao.

Proposicién 4.1. Cimprense as seguintes propiedades.
(a) Se f € O(g) e ¢ é unha constante, entén cf € O(g).
(b) Se fi € O(g1) e f2 € O(g2), entén f1 + f2 € O(|g1| + |g2]) e f1f2 € O(g192).
(c) Se f1 € O(g1) e f2 € O(g2), entén fi + f2 € O(méx{|gu|, |g2[})-

Demostracion. (a) Inmediato a partir da demostracién.

(b) Se fi(n) € O(g1), entén | f1(n)| < C1|g1(n)| para todo n > Ny. Se fa(n) € O(g2),
entén | fa(n)| < Calga(n)| para todo n > Na. Polo tanto,

[f1(n) + f2(n)] < [fi(n)] + [fa(n)]
< Cilfi(n)| + Calfa(n)]
< mé.X{Cl,CQ}(’f1<n>‘ + ‘f2(n)’)7

para todo n > max{Nj, No}. Por outra banda, para todo n > max{Nj, Ny}
cimprese que
[(frf) ()] = |fi(n) f2(n)|
= [fi(n)] - [ fa(n)
)

|
< C10Cs)(9192)(n)],

onde C1Cy > 0.

(c) Séguese de xeito inmediato a partir da propiedade anterior.
O

Exemplo. Tense que n® = O(n’) se a < be n® = O(b") se b > 1. Por outra banda,
(logn)® = O(n’) se b > 1 e log,(n) = O(log,(n)) para todo a,b > 0.

n
Proposicién 4.2 (Férmula de Stirling). Se consideramos a funcién f(n) = v27wn (%) ,

entén n! ~ f(n), é dicir,
fim 20 g
n—oo n!

Omitimos a demostracién do resultado, xa que require de diferentes manipulaciéns con
ingredientes da andlise matematica.
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Exemplo. Tense que log(n!) = O(nlogn), xa que

log (\/%(g)n) = %log(%m) +nlog (%)
= %log(%') + %log(n) +nlog(n) —

e o termo dominante asintoticamente é nlog(n).

No relativo aos ntimeros binomiais, temos que

2" (2 < g,
2n+1 "\ n/) —
Como corolario da formula de Stirling, podemos deducir que o denominador correcto é

.
Outra sucesion da que nos interesard frecuentemente estudar o seu crecemento é a
formada polos chamados numeros harmonicos, que se definen como

1 1

1
n—I+§+...+E.

Proposicién 4.3. Para todo n > 1 ciumprese que
log(n) < Hy, < log(n) + 1,
é dicir, H, = O(logn).

A demostracién baséase en controlar o crecemento da sucesion de H,, mediante unha re-
presentacién integral. Mdis concretamente, sexa m > 1 un enteiro positivoe f: [1, +00) —

R unha funcién decrecente, non negativa e con lim,_,o f(z) = 0. Entén, Y 7 f(n)

converxe se lim,_ oo fnz f(z)dz < 400 e diverxe cando o limite da integral é +oo.
Ademais,

lim f daz<2f m) + lim f()

n—oo n—oo

Imos ver outro exemplo que ilustra o uso das integrais de cara a facer estimacions
asintéticas.

Exemplo. Sexa k > 1 un enteiro. Consideramos a funcién
f(n)=1%F+2F 4 4k
Entén, f(n) € O(nF+1). E inmediato comprobar que f(n) € O(nF1), xa que
P42k nf<nF4nf 4.+ nF =kt

k+1)

Imos agora ver que f(n) € Q(n . Para iso, observamos que, se a = 1,...,n, tense

que
a k+1 _ -1 k+1
ak > / 2F do = ¢ (a ) .
a—1 k+1

Sumando tédalas desigualdades desde a = 1 ata a = n, quédanos que

k+1
n
ko>

S L L
f(n) + 2% + +n_k+1,

o cal proba o resultado que queriamos.
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4.2. Algoritmos

A nocién de algoritmo é central do desenvolvemento das matemadticas computacionais
e das ciencias da computacion.

Definicién 4.2. Un algoritmo é unha sucesién finita de instrucions precisas chamadas
pasos para realizar unha tarefa, un calculo ou para resolver un problema.

Nun algoritmo, cada paso é unha instrucién clara (non ambigua) que pode ser executada
nun tempo finito. Ademais, a sucesién na que os pasos tefien que ser executados esta
claramente definida e estard garantido que o proceso remata despois dun nimero finito
de pasos. Imos resumir algunhas das propiedades dos algoritmos e introducir parte do
vocabulario que precisaremos no seu estudo.

» Entrada (ou input). Un algoritmo ten valores de entrada que son elementos dun
conxunto especificado.

» Saida (ou output). Para cada conxunto de valores de entrada, un algoritmo produ-
ce valores de saida dun conxunto especificado. Os valores de saida son a solucion
do problema.

= Definicion. Os pasos dun algoritmo deben estar definidos con precisién.

s (Correccion. Un algoritmo debe producir saidas correctas para cada conxunto de
valores de entrada.

= Duracion finita. Un algoritmo debe producir a saida despois dun ntmero finito
de pasos para calquera conxunto de valores de entrada. Porén, este niimero de
pasos pode ser arbitrariamente grande.

= Ffectividade. Debe ser posible realizar cada paso do algoritmo con exactitude e
nun intervalo finito de tempo.

s Xeneralidade. O procedemento debe ser aplicable a tédolos problemas da forma
desexada, non s6 para un conxunto particular de datos de entrada.

Non se debe confundir a efectividade coa eficiencia, que é un concepto que ten que ver
coa rapidez do algoritmo (polo xeral, que sexa polinémico na entrada).

Polo xeral, unha pregunta que nos vai interesar é determinar a cantidade de operaciéns
que debe realizar un algoritmo. A complexidade en tempo dun algoritmo pddese ex-
presar en termos do nimero de operacidns que precisa o algoritmo. Nos exemplos que
traballaremos, veremos que ds veces miraremos cal é o caso peor, é dicir, cantas ope-
raciéns cémpre realizar como maximo; pero, en moitos casos, o que faremos é analizar
o caso medio, ¢ dicir, non nos importard que haxa algin caso no que o noso algoritmo
sexa lento se, en xeral, require de poucas operaciéns.

Imos comezar discutindo dous resultados que se poden empregar para determinar o
custo de algoritmos nos que o custo para un tamano da entrada depende do custo para
tamanos menores; nestes casos, falaremos de recorrencias, xa que, fixados os primeiros
valores, os seguintes quedan xa totalmente determinados.

Proposicién 4.4 (Teorema de resolucién de recorrencias subtractivas). Dada unha
recorrencia da forma

T(n) =aT(n—c)+g(n), c>1,gn) =00, k>0,
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tense que
O(n*) sea <1,
T(n) =14 O(nk) sea=1,
O(a™°)  sea>1.

Exemplo. Suponiamos que formulamos o seguinte método para o calculo do factorial
dun enteiro positivo. Se n = 1, dicimos que vale 1. Se n > 1, dicimos que vale n
multiplicado polo factorial de n — 1. Temos entén que T'(n) = O(n).

O resultado mais importante, porén, ten que ver coas chamadas recorrencias divisoras.

Proposicién 4.5 (Teorema de resolucién de recorrencias divisoras). Dada unha reco-
rrencia da forma

T(n) =aT(n/b) +g(n), b>1, g(n)=0n"), k>0,

con a = logy(a), tense que

O(n*) se a < Kk,
T(n) =< O(nFlogn) sea =k,
O(n%) se a > k.

Exemplo. Consideramos unha recorrencia da forma

T(n) =T (g) +1.

Neste caso, a = 1 e b = 2, polo que « = 0 e k = 0. Polo teorema anterior, T'(n) =

O(log(n)).

Definicion 4.3. Un algoritmo de busca é un algoritmo que, dada unha lista, localiza
nela un elemento dado.

Exemplo. Se non temos ningunha informacién sobre a lista, podemos seguir o seguinte
procedemento: recorremos tédolos elementos un por un ata dar co que buscamos; se non
o atopamos despois de percorrer a lista enteira, dicimos que non esta. Este argumento
ten custo lineal O(n) xa que, en principio, require visitar tédolos elementos.

Se a lista estd ordenada, podemos empregar o que se coniece como busca binaria. Divi-
dimos a lista en 2 e collemos o elemento do medio (se a lista é de tamafio par collemos
calquera deles). Se ese é o elemento buscado, rematamos. En caso contrario, miramos
se é menor ou maior; se é menor, buscamos entre os méis pequenos, e se ¢ maior, entre
0s mais grandes.

Proposicién 4.6. A busca binaria cumpre a recorrencia
T(n) =T (g) +1,

xa que en cada paso realizamos unha comparacién e logo rediicese & metade o tamano
da lista. Polo tanto, ten un custo de O(log(n)).

Demostracion. Aplicando o teorema de resolucién de recorrencias divisoras, temos que
a =k = 0. Polo tanto, estamos no segundo caso, é o custo é O(log(n)). O
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Unha variante é a busca ternaria. Para atopar un elemento x nunha lista ordenada,
dividimola en tres partes, de xeito que a e b sexan os elementos inicial e final do
intervalo central. Se z < a, entén seguimos buscando no primeiro terzo; se z > b, entén
buscamos no ultimo terzo. Proseguimos asi sucesivamente ata quedarnos cun intervalo
de lonxitude 1. A busca binaria cumpre a recorrencia

n
3
xa que en cada paso realizamos dias comparacions e logo dividimos por tres o tamano
da lista. Polo teorema de resolucién de recorrencias divisoras, ten un custo de O (log(n)).
Noutros casos de algoritmos recursivos non é tan doado calcular o custo. Por exemplo,
no caso da sucesion de Fibonacci temos que

T(n):T( )+2,

Tn)=Tn—-1)+T(n—-2)+1,

e resulta polo tanto doado ver que T'(n) = O(2") e T((n) = Q(2™?). En realidade, tense
que T'(n) = ©(¢"), onde ¢ = #

Outro algoritmo de busca que se emprega sobre unha lista ordenada é a chamada busca
ternaria. Neste caso, dividese a lista en tres metades iguais; comparando o valor buscado
cos extremos do intervalo central, podemos reducirnos a unha lista na que o tamano é
un terzo da inicial.

Definicion 4.4. Un algoritmo de ordenacién é un algoritmo que coloca os elementos
dunha lista seguindo a orde dada por unha relacién de orde.

Polo xeral, empregaremos as relaciéons de orde dadas pola orde numérica ou a orde
lexicografica. Calquera algoritmo de ordenacién precisa, polo menos, 2(n) operaciéns,
xa que terd que visitar, como minimo, tédolos elementos da lista. Dise que un algoritmo
de ordenacién é de propdsito zeral se funciona comparando unicamente parellas de
elementos.

Proposicién 4.7. Calquera algoritmo de ordenacién de propdsito xeral precisa dun
tempo de Q(nlogn).

Demostracion. Hai un total de n! permutaciéons dunha lista de n elementos, polo que se
o algoritmo realiza C' comparacions, necesitamos que 2¢ > pl xa que, en caso contrario,
non seriamos capaces de diferencias tédalas posibles permutaciéns. Polo tanto, o nimero
de comparaciéns é Q(log(n!)). Polo visto anteriormente, log(n!) € O(nlogn), o que
concliie o resultado. O

Os algoritmos de ordenacién mais conecidos son os seguintes.

= Selection sort. O algoritmo divide a lista de elementos en dias partes: por unha
parte os elementos da cal xa estan ordenador e outra cos elementos que ainda non
estdn ordenados. Inicialmente, a parte ordenada estd baleira. O algoritmo busca
o elemento minimo ou maximo (dependendo da orde que se queira) da parte non
ordenada, e intercambiase co elemento de mais & esquerda da parte non ordenada;
a continuacién, movense o resto de elementos da parte non ordenada unha posicién
a dereita.

Para atopar o primeiro elemento cémpre realizar n — 1 comparaciéns, para o
segundo n — 2, e asi sucesivamente. En total, o niimero de comparaciéns que se

realizan é
n?—n
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polo que se trata dun elemento de custo cuadratico.

» [nsertion sort. Inicialmente, a lista de elementos estd dividida en dias partes:
unha, ordenada e outra, desordenada. En cada iteracion, o algoritmo colle o pri-
meiro elemento da parte non ordenada e comparao co ultimo elemento da parte
ordenada. Se é mais grande, déixao na posicion actual e prosegue co elemento que
hai a4 stua dereita. En caso contrario, atopa a posicién correcta na parte ordenada
da lista, movendo todolos elementos mais grandes unha posicién cara a dereita,
colocdndoo na posicién correcta.

Un célculo andlogo ao anterior mostra que o algoritmo ten custo cuadratico.

» Quicksort. Neste caso, se o nimero de elementos dunha lista é 0 ou 1, acabamos.
En caso contrario, seleccionamos un elemento calquera da lista, ao que chamamos
pivote, e que aqui denotamos coa letra z. Facemos unha particiéon do resto de ele-
mentos da lista en dous subconxuntos disxuntos: un conxunto contén os elementos
maiores ou iguais que o pivote, e o outro, os elementos menores ou iguais que o
pivote. Logo, aplicamos o algoritmo a cada unha das sublistas por separado. A
eleccion do pivote fai que o algoritmo do quicksort poida ter un custo alto ou
baixo. No caso peor, que ocorre por exemplo cando a lista estd ordenada de xeito
crecente ou decrecente, entén o custo é ©(n?). En cambio, no caso mellor, no
que o pivote é a mediana, o custo é ©(nlogn). Imos establecer logo que o custo
esperado ¢é tamén da orde de nlogn.

= Mergesort. Dividese a parte non ordenada en n sublistas, cada unha cun s6 ele-
mento. Fusionamos sucesivamente as sublistas, creando sublistas novas ordenadas
ata que obtenamos unha soa lista. Tense que

o(1) sen <1,

T(n) = 2T'(n/2)+©(n) sen > 1.

Aplicando o teorema de resolucién das recorrencias divisorias, temos que 7'(n) =
O(nlogn). A diferenza do quicksort, este algoritmo nunca precisa de realizar un
nimero de comparaciéns da orde de n?. Porén, presenta outros inconvenientes
non relacionados coa eficiencia no tempo de execucién, senén na memoria que
precisa.

Enunciamos a continuacién un resultado importante sobre o quicksort. A modo de
notacién, S, denota o conxunto das n! aplicaciéns bixectivas de [n] en si mesmo; un
elemento dese conxunto chamase permutacion.

Proposicion 4.8. Se escollemos as estradas do quicksort de xeito uniforme entre as n!
permutacions de {1,2,...,n}, o nimero esperado de comparaciéns é ©(nlogn).

Demostracion. Dada unha permutacién o, sexa ¢, 0 numero de comparaciéns que fai
o quicksort. Escribimos ¢,,; € {0,1} segundo o i-ésimo elemento se compara co j-ésimo
elemento (en cuxo caso vale 1) ou non se compara (en cuxo caso vale 0). Tense que

n n
Co = E E Coyj

i=1 j=i+1
Temos que o elemento ¢ s6 se compara co elemento j cando un deles ou é pivote. Polo

o s . , 2 . . .
tanto, a proporcién de veces que iso pasa é F=iFTs Xa que se consideramos os 7 — 17+ 1
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numeros entre i e j (incluindo a ambos) realizamos a comparacién se o pivote é i ou j,
pero non cando é calquera dos que estdan entre eles. Polo tanto,

=

s oES)

Para achar o valor medio de ¢, facemos a media de tédolos valores de o, e obtemos

C_Z Z ]—z—|—1

=1 j=1+1

n
= QZHi < 2nH, = O(nlogn).
i=1

Como xa vimos que o tempo minimo para un algoritmo de propdsito xeral é Q(nlogn),
concluimos que T'(n) = O(nlog(n)). O

Rematamos discutindo un algoritmo moi 1til para calcular potencias de niimeros, que
é a chamada exponenciacion rdpida ou exponenciacion binaria. A sia vantaxe reside
en que reduce drasticamente o ntimero de multiplicaciéns necesarias, sobre todo cando
os exponentes son grandes. Funciona descompondo o exponente na siia representacién
binaria, o que permite calcular a potencia en tempo logaritmico (e non lineal). Imos
explicar o algoritmo a través dun exemplo, que é o calculo de 3'3.

1. Descompomos o expofiente 13 na sda representacién binaria: 13 = (1101)s.

2. Célculo das potencias de 3 correspondentes a exponentes que son potencias de
dous, sen exceder o nimero do que se quere calcular a potencia (13 neste caso):

31=3, 3%2=9 31=(32)2=92=281, 3%=(3")2=281%2=6561.

3. Realizar as multiplicacions correspondentes & descomposicion binaria:

318 = 38+4+1 = 38 .3%.3 = 6561 - 81 - 3 = 1594323.

Neste caso, en lugar de realizar as 12 operaciéns que farfan falta para calcular 3'3
segundo o método convencional, realizamos unicamente 5: elevamos ao cadrado tres
veces e realizamos dias multiplicaciéns ao final.

Este algoritmo pédese presentar tamén de forma recorrente. Para calcular a?”, facemos
(a™)?, de xeito que se precisa unha operacién mais que para o cilculo de a"; e para
calcular a®™*1, facemos (a™)?-a, de xeito que se precisan diias operaciéns mais que para
o calculo de a™. Polo teorema de resolucién de recorrencias subtractivas, precisamos de
O(log n) operaciéns.



4.3. CRIPTOGRAFIA E ALGORITMO RSA 57

4.3. Criptografia e algoritmo RSA

A criptografia é a disciplina que se encarga do estudo dos cddigos cifrados. As stas
orixes remontanse ao ano 2000 antes de Cristo en Exipto, onde os xeroglificos eran
empregados para decorar as tumbas. Un dos xeitos méis sinxelos de cifrar é o conecido
como cifrado de substitucion, no que cada caracter é substituido por outro, de xeito
bixectivo. Un caso particular é o cifrado por translacion, no que alfabeto se despraza un
numero dado de posiciéns. Se numeramos as letras do 0 ao n — 1 (sendo n a lonxitude
do alfabeto), o cifrado por translacién correspéndese coa bixecciéon x — x + ¢, onde
ce{0,1,...,n—1}. Cando ¢ = 3, félase de cifrado César.

Outro caso importante é o conecido como cifrado afin.

Definicion 4.5. Un cifrado afin nun alfabeto de n letras vén dado por unha bixeccién
de Z/nZ da forma f(z) = ax + .

Proposicién 4.9. A funcién f: Z/nZ — Z/nZ dada por x — ax + b é bixectiva se, e
soamente se ged(a,n) = 1.

Demostracion. Para que a funcion sexa bixectiva, ten que existir unha inversa, é dicir,
para cada y € Z/nZ ten que existir un tnico x € Z/nZ de xeito que y = f(x) = ax +b.
Iso é equivalente a ax = y —b (mdd n), que ten unha tnica solucién con independencia
do valor de y se, e soamente se, ged(a,n) = 1. O

Imos explorar agora o algoritmo RSA, que é un método moito mais complexo. Foi
desenvolvido por Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman nos anos setenta, e o
nome do algoritmo férmase a partir das iniciais dos seus apelidos.

O algoritmo RSA empregado en criptografia funciona da seguinte maneira.

1. Escéllense dous primos distintos p e ¢, xeralmente grandes.
2. Calculase o seu produto n = pq; esta é a primeira das claves publicas.

3. Calcilase ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). Observamos que ¢(n) é o nimero de enteiros
menores ou iguais que n que son coprimos con n; se non se conece o valor de p e
q, o seu calculo é computacionalmente moi custoso.

4. A segunda das claves publicas é un enteiro e que é relativamente primo con ¢(n).

5. A clave privada é un enteiro d que cumpre que de = 1 (méd p(n)), isto é, que é
un inverso de e médulo p(n).

6. Para encriptar un nimero m, calcilase m¢ (méd n).
7. Para desencriptar un nimero ¢, calciilase t¢ (méd n).
Imos considerar un exemplo con primos pequenos para amosar como funciona.
1. Escollemos p="7e q = 11.
2. A primeira clave publica é entén n = 77.
3. Tense que p(n) =610 = 60.

4. A clave publica e pode ser calquera niimero que sexa coprimo con 60, por exemplo,
collemos e = 7.
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Consideramos un inverso de 7 médulo 60. Neste caso, d = 43 funciona. Alterna-
tivamente, resolvemos
Tr+60y =1

empregando a identidade de Bézout. Nese caso, as division sucesivas son 60 =
7-84+4,7=4-14+3e4=3-1+1. Entén

1=4-1-3=4-1-(T—1-4)
=(=1)-7+2-4=(-1)-7+2-(60—7-8)
=2.60—17-7.

Polo tanto, —17 é un inverso, e podemos coller logo —17 4+ 60 = 43.

. Para encriptar un ntmero m, facemos m’ médulo 60. Por exemplo, se m = 2, o

numero encriptado seria
2" =128 =51 (mébd 77).

Para desencriptar un ntmero ¢, facemos t**> médulo 60. Por exemplo, se t = 8, o

niimero encriptado seria 51*3 (pédese comprobar que é 2 médulo 77).

Outro tipo de algoritmos que empregan ferramentas da teoria de ntimeros son todos
aqueles que usan a aritmética de curvas elipticas (ECC) para a encriptacién das men-

saxes.



Capitulo 5

Combinatoria

A combinatoria é a rama das matematicas que se encarga de contar. Ao longo deste
tema, traballaremos os procedementos basicos, partindo de dous resultados elementais,
pero que tenien gran potencial, como son o principio do pombal e o principio do dobre
reconto. Tras introducir o vocabulario relativo as permutaciéns, as variacions e as com-
binaciéns, pasamos a traballar as propiedades dos nimeros binomiais (xa introducidos
ao traballar o principio de inducién) e o principio de inclusién-exclusién.

5.1. Principios basicos de enumeraciéon

O primeiro resultado que se presenta é o cofiecido como principio do pombal.

Proposicién 5.1 (Principio do pombal). Se distribuimos n obxectos en m caixas e
n > m, polo menos unha das caixas conterd dous ou mais obxectos. Mdis en xeral, se
distribuimos n obxectos en m caixas e n > rm, polo menos unha caixa terd r + 1 ou
mais obxectos.

Demostracion. Procedemos por reduciéon ao absurdo. Se cada caixa ten, como moito,
r obxectos, como hai m caixas, o nimero total de obxecto é menor ou igual que mr, é
dicir, n < mr. Porén, iso é contraditorio coas condiciéns do enunciado. ]

Exemplo. Unha persoa comeu unha bolsa de 22 madalenas ao longo dos sete dias da
semana. Entén, houbo un dia no que comeu polo menos 4 madalenas.

Imos discutir agora un segundo exemplo no cal a aplicacién non é tan obvia.

Exemplo. Ao longo de 30 dias celebrouse un torneo de tenis. Cada dia disputouse polo
menos un partido e, en total, non se xogaron mais de 45. Imos demostrar que hai un
periodo de dias consecutivos durante os cales se xogaron exactamente 14 partidos.
Para resolver o problema, chamamoslle p; ao ntimero de partidos que se xogaron o dia
k, e pomos s = Zle p; para o numero de partidos que se xogaron os primeiros k dias.
Tense que a sucesién {sy,...,s30} é estritamente crecente, e s3g < 45. Se consideramos
agora os 60 nimeros

{51,82,...,830,81+14,82+14,...,830+14},

tense que dous deles tefien que ser iguais polo principio do pombal, xa que todos eles
son menores ou iguais que 59. Como s; # sj se ¢ # j, e s;+ 14 # s; + 14 se i # j, temos
que existen indices i, j de xeito que s; = s; + 14, polo que p;y1 + ...+ p; = 14, e temos
un periodo de dias consecutivos durante os cales se xogaron 14 partidos.

99
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Midis ald das aplicacions elementais do mesmo, imos discutir dous resultados clésicos
como son os atribuidos a Erdos—Szekeres e a Dirichlet.

Proposicién 5.2 (Erdos-Szekeres). Toda sucesién de n? + 1 niimeros reais diferentes
contén unha subsucesion estritamente crecente de lonxitude n + 1 ou unha sucesién
estritamente decrecente de lonxitude n + 1.

Demostracion. Sexa ai,as,...,a,2,1 a sucesién de nimeros reais diferentes. Para cada
a;, consideramos o par (¢;,d;), onde ¢; é a lonxitude da subsucesién estritamente cre-
cente méis longa que comeza en a; e d; a da subsucesién estritamente decrecente mais
longa que comeza en a;. Se ¢; > n ou d; > n para algtn i € [n? + 1], entén rematamos.
Se ¢;,d; < n para todo i, tédolos pares (c;, d;) estdn formados por niimeros entre 1 e n,
polo que hai n? posibilidades e, polo principio do pombal, diias deles deben ser iguais, é
dicir, (¢;,d;) = (¢4,d;), con i < j. Se a; < a;, engadimos a; & subsucesion estritamente
crecente de lonxitude ¢; que comeza en a; e obtemos unha subsucesién estritamente
crecente de lonxitude ¢; + 1 que comeza en a;, o que é unha contradicién con ¢; = ¢;.
Se a; > aj, entén engadimos a; 4 subsucesion estritamente decrecente de lonxitude d;
que comeza en a; e obtemos unha mais longa, contradicindo que d; = d;. O

Proposicién 5.3 (Dirichlet). Para todo nimero irracional @ € R e cada natural N
hai dous enteiros p e ¢, con 1 < ¢ < N, de xeito que

lga —p| < >
N
En particular, a desigualdade
ot
q q

cumprese para infinitas parellas de enteiros (p, q).

Demostracion. Podemos suponer, sen perder xeneralidade, que a € (0,1). Dividimos
o intervalo [0,1] en N subintervalos de lonxitude 1/N, e consideramos os nimeros
a,2aq,...,(N+1)a. Dous destes nimeros, i« e ja, con j > i, tenien a parte fraccionaria
no mesmo intervalo. Polo tanto, para algin enteiro p,

. 1
(G =D —p| < &
Pondo g = j — i < N e dividindo por ¢, temos que
o —p/al <1/gN <1/¢%

O feito de que haxa infinitos valores de p e ¢ vén de que temos un ntmero finito de
intervalos para escoller pero un nimero infinito de ntimeros enteiros. O

Outros dous principios moi habituais en combinatoria, de demostracién inmediata, son
os conecidos como principio da suma e principio do produto.

Proposicién 5.4 (Principio da suma). Se A e B son dous conxuntos finitos con inter-
seccién baleira, entén |[AU B| = |A] + |B|.

Midis en xeral, se Ay, ..., A, son conxuntos finitos e disxuntos dous a dous, tense que
[Ai U UA,| = |A1| + ...+ |An]

O principio do produto xa se discutiu ao estudarmos o produto cartesiano de dous
conxuntos.
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Proposicién 5.5 (Principio do produto). Se A e B son dous conxuntos finitos, entén
|Ax B| = |A|-|B|.

Imos pasar agora a discutir o principio de dobre reconto. Afirma que, para sumar as
entradas dunha taboa, é 0 mesmo sumar primeiro cada unha das filas e logo sumar esas
cantidades; ca sumar primeiro cada unha das columnas e logo sumar os resultados. A
versién continua desta proposicion é o conecido como teorema de Fubini, e ambos se
poden interpretar como o mesmo resultado desde a éptica da teoria da medida. Antes
de formular o enunciado matematico, imos ilustralo co seguinte exemplo que amosa o
custo das diferentes comidas ao longo dunha semana.

Dia Almorzo Xantar Cea Total dia
Luns 5} 10 7 22
Martes 4 11 6 21
Mércores 6 9 8 23
Xoves 5 12 7 24
Venres 4 10 6 20
Sébado 5 11 7 23
Domingo 6 9 8 23
Total 35 72 49 156
comida

Pédese observar que para determinar o prezo total podemos sumar dia por dia e despois
considerar a suma dos 7 dias; ou, alternativamente, sumar o correspondente a cada
comida e sumar ao final os tres nimeros.

Proposicién 5.6 (Principio do dobre reconto). Sexan A e B dous conxuntos finitos e
S CAx B.Paraa€ Aebec B definimos

fa(S) =[{b€ B|(a;b) € 5}
p(5) = [{a € A (a,b) € S}

entén

S=2 fal8) =) ().

acA beB

Exemplo. Nunha clase de 57 estudantes cada neno cofiece exactamente 8 nenas e cada
nena conece exactamente 11 nenos. Sexa m o numero de nenas e n 0 nimero de nenos.
Entén, 11m = 8n e m + n = 57. Resolvendo o sistema, temos que m = 24 e n = 33.

Proposicién 5.7 (Trios de Steiner). Un sistema de trios de Steiner é unha coleccién
de subconxuntos de 3 elementos de [n] de xeito que cada parella de dous elementos
pertence a un tnico trio. Se [n] admite un trio de Steiner, entén n = 1,3 (mdd 6).

Demostracion. Contaremos de dias maneiras o conxunto

M ={((z,9),5) € [0]* x S | = #y, {z,y} C S},

onde S é un conxunto de 3 elementos. Para cada parella de puntos hai un tnico trio
que os contén, e cada trio contén 3 parellas. Polo tanto,

n(n —1)

— = M| =3]s]|.
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Polo tanto, |S| = %. Isto demostra que n non pode ser congruente con 2 médulo

3.

Falta por demostrar que n ten que ser impar. Para iso, fixamos x € [n] e miramos as
posibilidades para y. Sabemos que existe un unico z para o cal {x,y, z} é un trio. Como
iso é certo para calquera eleccidéin de y, estamos dicindo que podemos agrupar tédolos
elementos de [n] — z en parellas, polo que n — 1 ten que ser un nimero par. ]

En calquera caso, isto non demostra que calquera n = 1,3 (méd 6) admita un trio
de Steiner. O resultado é certo, pero a construcién é dificil; para o caso n = 7, por
exemplo, temos o conecido como plano de Fano.

5.2. Seleccidns

O obxectivo desta parte do tema é determinar de cantas maneiras se poden seleccionar
k elementos dun conxunto de cardinal n. Porén, antes de resolver problemas de combi-
natoria, € crucial entender como as condicions poden cambiar o enfoque dos calculos que
compre realizar. Importa a orde? Pdodense repetir os elementos? Estas son as preguntas
que definen o tipo de seleccion que faremos. Comezamos presentando un resumo das
diferentes posibilidades e das respectivas formulas, que traballaremos ao longo desta
seccién.

Importa orde Non importa orde
Podo repetir nk (””L’,:_l)
Non podo repetir nn—1)---(n—k+1) (%)

Cando importa a orde adoitamos falar de permutacidns (con repeticién ou sen), men-
tres que cando non importa falamos de combinacions.

Definicién 5.1. Unha k-permutacion con repeticion dun conxunto A de n elementos
¢ unha seleccion ordenada de k elementos non necesariamente diferentes de A.

Proposicién 5.8. O nimero de k-permutaciéns con repeticiéns dun conxunto de n-

elementos é n¥.

Demostracion. Unha k-permutacién con repeticién correspéndese cun elemento do pro-
duto cartesiano A*, que ten cardinal |A[*. O

Exemplo. O nimero de posibles niimeros de teléfono de 9 cifras é 10%, xa que para

calquera cifra podemos escoller calquera elemento de {0,1,2,...,9}. En xeral, o niimero

de palabras de lonxitude k que se poden formar cun alfabeto de n letras é n*.

Definicién 5.2. Unha k-permutacion dun conxunto A de n elementos é unha seleccién
ordenada de k elementos diferentes de A.

Proposicién 5.9. O ntmero de k-permutacions dun conxunto de n elementos é

n(n—l)(n—Z)---(n—k—i—l):m

sel<k<n,eOsek>n.

Demostracion. Para o primeiro elemento temos n opciéns; para o segundo n—1 (todas
salvo o primeiro); e asi ata chegar ao k-ésimo, para o que hai n—(k—1) posibilidades. [
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Exemplo. O nimero de c6digos de 4 cifras que se poden formar cos 4 dixitos diferentes
¢ 10-9-8-7. Mais en xeral, o nimero de palabras de lonxitude k, con tédalas letras
distintas, que se poden formar cun alfabeto de n letras é n(n — 1) - (n — k + 1).

Un caso especialmente importante dase cando n = k. Nese caso, falamos das permuta-
ciéns dun conxunto de n elementos.

Definicién 5.3. O conxunto das permutaciéns de [n] denétase por S, e chdmase grupo
simétrico.

Do resultado anterior, tense que |S,| = n!. Entre as permutaciéns de [n], hai algunhas
que tenien especial relevancia. Por exemplo, as transposicions son as permutaciéns que
intercambian entre eles dous elementos diferentes e fixan tédolos demais.

Exemplo. Nunha clase de 5 alumnos, o profesor quere que todos saian ao encerado a
facer un exercicio. Poden facer iso de 5! = 120 xeitos posibles.

En cambio, suponiamos agora que queremos sentar aos 5 alumnos nun circulo; ai, non
hai un primeiro elemento, de xeito que se fixamos unha posicion inicial, é o mesmo ter
a permutacién (1,2,3,4,5) que a (2,3,4,5,1). Polo tanto, o nimero de opciéns neste
caso é 5!/5 =41 = 24.

Definicion 5.4. Unha k-combinacion dun conxunto A de n elementos é unha seleccion
de k elementos diferentes de A na cal non se ten en conta a orde dos elementos.

Proposicion 5.10. O numero de k-combinaciéns dun conxunto de n elementos é

nn—1)(n—2)(n—k+1) n! _<n>

! RN

se 0<k<n,e0sek>n.

Exemplo. O ntimero de posibles apostas para a loterfa primitiva é (469)' Cunha baralla
52

de 52 cartas pédense formar (5) mans de 5 cartas.
Definiciéon 5.5. Unha k-combinacion con repeticion dun conxunto A de n elementos
é unha seleccion non ordenada de k elementos de A non necesariamente diferentes.

Proposicion 5.11. O ntmero de k-combinaciéns con repeticién dun conxunto de n

elementos é
n+k—1
k

Demostracion. Imos establecer unha bixeccién entre as k-combinacions e as palabras
binarias (formadas por ceros e uns) que constan de k uns e n — 1 ceros. O nimero de
palabras é claramente (”le_l) = ("Zﬁ;l)

Dada unha palabra de lonxitude n + k — 1, sexa 1,...,%,—1 as posiciéns dos ceros.
Entén, asocidmoslle o multiconxunto (conxunto con elementos repetidos) no que o 1
aparece 11 — 1 veces, 0 2 19 — i1 + 1 veces, e asi ata o n, que saird n+k — 1 —i,_1 veces.
Reciprocamente, dado un multiconxunto, asociamoslle a palabra que ten primeiro ki
uns, logo un 0, logo ks douses, e asi ata chegar ao final, onde pomos k,, veces o n. Estéd

claro que isto é unha bixeccién, co cal se conclie a proba. O

paran >1ek > 0.
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Alternativamente, estamos a dicir que a ecuacién

r1+...+xp=%k 2x1,...,2, >0

ten un total de ("“L:_l) solucidns.

Se, en cambio, consideramos

4.tz =k, x1,...,25>1,

podemos facer o cambio de variable y; = x; — 1, de xeito que nos queda a ecuacién
y1++yn:k‘—n, yl;--wynzov

k—1 . ’- . , c ey
que ten (n_l) soluciéns. Madis en xeral, sempre que se impén unha condiciéon da forma
x; > 7, podemos facer o cambio y; = z; — 7.

Exemplo. Imos discutir algunhas diferenzas entre os diferentes tipos de seleccién que
comentamos. Consideremos unha orquestra na que hai diferentes instrumentos: violin,
viola, clarinete e piano. Nun conservatorio hai 12 alumnos: 5 de violin, 4 de viola, 2 de
clarinete e 1 de piano.

(a) Se queremos organizar unha actuacién cun musico de cada instrumento, primeiro
temos que seleccionar un violin (de 5 maneiras posibles), logo unha viola (de 4)
e finalmente un clarinete (de 2). As opcidéns son 5 -4 -2 = 40.

(b) Se queremos organizar unha actuacién con 3 violins e 2 violas, podemos escoller
os violinistas de (g) = 10 maneiras e as violas de (;1) = 6 formas. Polo tanto, hai
10 - 6 = 60 opcidns.

Imos rematar esta seccién considerando o caso dos multiconzuntos, é dicir, conxuntos
nos que se admite que os elementos estean repetidos (pero nos que, como é habitual,
non importa a orde). De xeito formal, temos a seguinte definicién de multiconxunto.

Definicion 5.6. Sexa A un conxunto finito. Un multiconzunto de A é unha aplicacién
p: A — Z='. Dicimos que o tamafio do multiconxunto é k se Y, 4 u(a) = k.

Imos establecer como estender os conceptos de permutaciéns ao caso dos multiconxun-
tos.

Proposicién 5.12. Unha permutacion dun multiconzunto de k elementos é unha or-

denacién dos elementos do multiconxunto. Denotamos por (kl k & ) o numero de per-
yeeivn

mutaciéns do multiconxunto.

Proposicién 5.13. Se k, ki, ..., k,, son enteiros non negativos de xeito que > . | k; =
k, entén
k B k!
ki, koo k)  kilka!- k!
Demostracion. Consideramos o k-multiconxunto {1¥1,... n*2}. Unha ordenacién deste

multiconxunto queda determinada ao fixarmos as kq posiciéns que ocupard o elemento
1, as ko posiciéns que ocupard o elemento 2 e asi sucesivamente. Podemos escoller as
k1 posiciéns de 1 de (kk1 ) maneiras; entre as k — ki restantes podemos escoller as ko
posiciéns que ocupara o 2 de (k;fl) maneiras; e asi sucesivamente. Polo tanto, o niimero
de ordenaciéns do multiconxunto é

) ()

Aplicando a férmula dos factoriais & expresién anterior, obtemos o que queriamos de-
mostrar. O
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5.3. Propiedades dos niimeros binomiais e multinomiais

Os numeros combinatorios ou numeros binomiais, que Xa aparecen na secciéon anterior,
representan o numero de maneiras de seleccionar k£ obxectos dun conxunto de n ele-
mentos. Consideramos que unicamente toman valores diferentes de 0 cando 0 < k < n.
Nese caso, como xa se discutiu con anterioridade, pddense calcular como

()=

n\ n
k) \n—-k)
Os ntmeros binomiais cumpren a recorrencia
n\y (n-—1 n n—1
k) k k—-1)

A demostracién deste tipo de identidades pddese realizar de xeito alxébrico ou de xeito
combinatorio. Imos amosalo neste caso concreto.

En particular, tense que

= De xeito alxébrico.

(n k 1) + (Z: D - k!(?in—_llz!k)! T —(Tf)?(i)i 0!

_(n=Dn—k)+(n-1k
B El(n — k)!

=~ (1)

= De xeito combinatorio. Nun conxunto de n elementos, podemos separar un
deles. Entén, de cara a escoller k, ou ben seleccionamos o 1ltimo ou non. Nos
casos nos que si o seleccionamos, temos que escoller k£ — 1 elementos entre os n—1
restantes. En cambio, se non o seleccionamos, temos que escoller k elementos
entre os n — 1 restantes. Polo tanto,

n)y (n-—1 n n—1

k) k k—1)
Unha identidade importante e que xa se discutiu que involucra aos niimeros binomiais
é o binomio de Newton. Para a,b € R, camprese que

(a+b)" = Zn: (Z) akonF.

k=0

Exemplo. Pondo no binomio de Newton a = b = 1, temos que

»-2(3)

Pondo a = —1 e b = 1, resulta que
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Imos pér agora outro exemplo mais complexo.

Proposicién 5.14 (Férmula de Vandermonde). Sexan m,n,r tres enteiros positivos.

()2 ()

Demostracion. Imos dar dias demostracions deste resultado, unha de tipo alxébrico e
outro de tipo combinatorio.
Comezamos coa alxébrica. Polo teorema do binomio de Newton temos que

iasg m-+n
L4y =>" z".
r

r=0

Ao mesmo tempo, temos que

m-+n
Z <m+n>xr — (1 +x)m+n
r

r=0

Comparando os coeficientes con =" temos o resultado buscado.

Imos dar agora unha demostracion de tipo combinatorio. Nunha urna con m bdlas de
color azul e n bélas de color vermello, queremos escoller r. Iso podémolo facer de (m;f")
formas. Alternativamente, podemos comezar decidindo o nimero de bélas de cor azul, k
que seleccionamos, que pode ser calquera nimero entre 0 e r (entendendo que se r > m
non é posible). Nese caso, collemos (TIZ) de cor azul e as r — k restantes escollémolas de
(Tf k) formas; polo tanto, o nimero de maneiras de escoller k£ de cor azul e r — k de cor
vermello é (Ykn) (Tf k) Sumando para os valores de k entre 0 e r temos o resultado. [

Un corolario importante é o seguinte: pondo m = n = r obtemos que

WEHE

A seguinte proposicién resume outras propiedades relevantes dos niimeros binomiais.

Proposicién 5.15. Sexan n e k dous enteiros non negativos. Climprense as seguintes
propiedades:

(a) i (1) = ("5).

(b) Eio () = ()



5.4. PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION 67

Demostracion. A primeira parte é consecuencia da ecuacién recorrente que cumpren
os numeros binomiais:

-39
(1 (1 ()
(T () () (1 (3)

500

r=0

A segunda parte é consecuencia inmediata da primeira, observando que (":T) = ("jr).

O
Proposicién 5.16 (Teorema do multinomio). Para todo enteiro m > 0, tense que

m
(a1 4+as+...+a)" = Z ( >a71n1"'a?%-
_ o \mi,..., My
mi+...+mp=m
Demostracion. Os termos da expresion
(a1 +ax+...+a.)"=(@1+a2+...4a) (a1 +az+...+ay)

obténense multiplicando de tédolos xeitos posibles un dos sumandos aq,...,a, de cada
factor, é dicir, son expresiéns da forma x1z9 - -, onde z; € {ai,...,a,} representa

o sumando do i-ésimo factor. Se agrupamos as m variables, obtemos unha expresién
da forma af"' ---a", onde mj + ...+ m, = m e onde ademais os exponentes m; son
non negativos. O coeficiente correspondente a aj" ---a’ é polo tanto o nimero de
expresions z1 - - -z, onde as variables ai,...,a, aparecen respectivamente mi,...,m,
veces. Hai tantas como posibles ordenaciéns do multiconxuntos {a]"', ..., a" }, é dicir,
m

(" ) 0
mi,...,;Myr

Exemplo. Imos calcular o coeficiente con zy°2% na expansién de (z — 2y + 32)%. O
coeficiente que aparece na suma é

8 1 5 2 8! 5 9
_2 = — . _ 2 .
<1,5,2>“ v)°(32)° = o (-327) - (927)

=168 - (—32- 9)xy° 2>
= —48384xy°22.

5.4. Principio de inclusién-exclusion

Consideremos unha familia de conxuntos finitos, A1, Ao, ..., A,. Unha k-interseccién
dos conxuntos é calquera conxunto da forma A; N A;, N...NA;, con 1 <4 <ig <
-+ < 1 < n. Definimos

ap = Z |A“ﬂAlk|

1<ig <...<ip<n
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Proposicién 5.17 (Principio de inclusién-exclusién). Para calquera familia de con-
xuntos finitos A1, ..., A,

n

AL UL A =D (1) .
k=1

Demostracion. Imos ver que cada elemento a € A1 UAsU...UA, se conta exactamente
unha vez na expresién > p_,(—1)F*!
mente a r deses conxuntos, é dicir, a € A;, U... U A; , pero non pertence aos outros
conxuntos. Deste xeito, o elemento a céntase r veces en aq, (g) veces en o, (g) veces en

as, e asi sucesivamente. Polo tanto, o niimero de veces que estamos a contar o elemento

()t ()1 () ()

como queriamos ver. O

ay.. Para iso, suponamos que a pertence exacta-

Exemplo. Un grupo de alumnos e alumnas examinouse de matematicas, de historia
e de latin. Houbo 10 aprobados en matematicas, 20 en historia e 25 en latin. Sabemos
ademais, que 5 aprobaron matematicas e historia, 7 matematicas e latin e 12 historia e
latin. Finalmente, houbo sé 3 alumnos que aprobaran os 3 exames. Se queremos saber
cantos alumnos aprobaron polo menos un exame, aplicamos o principio de inclusién-
exclusion e temos

10+204+25-5—-7—-12+3 = 34.

Definicién 5.7. Un desarranzo de [n] é calquera permutacién o de [n] de xeito que
o(i) # i para todo i € [n]. O nimero de desarranxos de [n] dendtase por D,.

Proposicién 5.18. O ntumero de desarranxos de [n] é

e (DR
Dn—nlz o
k=0

Demostracion. Para i € [n], definimos o conxunto
A; = {0 | 0 é unha permutaciéon de [n]| e o(i) = i}.

Os desarranxos son as permutacions do complementario de A; U...UA,,. Imos calcular
o cardinal deste conxunto empregando o principio de inclusién-exclusién:

AL UL UA | =D (=) .
k=1

O cardinal de 4;,N...NA4; é (n—r)!, xa que se estan a fixar os valores das permutaciéns

en iy,...,4. Polo tanto,
|
n n!
| —
Qp = n—r)l=—.
" <r>( ) 7!
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De aqui dedicese que o niimero de desarranxos é

D,=n!—|A1U...UA,|

n

=nl— Z(—l)THar

r=1
n n'
=n!— —1)r=
1 1 1
—=n! N _ 1\ _
n.(l St (D) n!)
n
(="
|
n!> -
r=2
como se queria demostrar. O

Por exemplo, tense que
D;=120—(5-4'—10-3!+10-21 =5 - 11+ 1 = 44.

E un exercicio interesante comprobar que

Isto é, a proporcion de desarranxos no conxunto das permutacions tende a 1/e.
Imos discutir outra das aplicaciéns habituais do principio de inclusién-exclusién, que é
o calculo do niimero de aplicaciéns sobrexectivas entre dous conxuntos.

Proposicién 5.19. O numero de aplicaciéns sobrexectivas f: A — B, onde |A| =k e

|B| =mn, é
n
S (-1 (”) i*
i=1 !
Demostracion. Sexa B = {by,...,b,}, e definimos

Fi={f: A= B: f*(b) = 0}.

As aplicaciéns non sobrexectivas son as do conxunto £} U ... U F},. Por outra banda,
as intersecciéns F;, N ... N F;,. correspéndense coas aplicaciéns para as cales 41, ...,
non estén na imaxe da aplicacién. Polo tanto, |F;, N...N F;, | = (n —r)*. Aplicando o
principio de inclusién exclusién temos que o nimero de aplicaciéns sobrexectivas é

n
nF—|FLU. UF,[=n"=) (-1)"! (”) (n—r)¥
r
r=1

_ TZZO(W (:f) (n—r)*.

Facendo o cambio de variable i = n — r, a expresién anterior pode escribirse como
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A seguinte taboa resume o nimero de aplicacions bixectivas, inxectivas e sobrexectivas
entre dous conxuntos finitos.

JiASB, [A=F B =n
Total nk
Bixectiva n==k n!
Inxectiva k<n (Z)k'
Sobrexectiva k>n > (=) (?)Zk

Exemplo. Imos contar o nimero de maneiras de conseguir unha suma de 16 ao tirar
catro dados de seis caras cada un. Iso é equivalente a contar as soluciéns positivas de

x+y+ 2+t =16, pero nas que temos que impor que z,y,z,t < 6. O numero de

soluciéns enteiras positivas é (135) = 455. Se > 6, podemos pér x = 6 + x’ e temos

que descontar polo tanto as soluciéns enteiras positivas de 2’ +y + z +t = 10, que son
(g) = 84. O mesmo ocorre para y > 6, z > 6 e t > 6. Finalmente, como restamos duas
veces aquelas nas que dous dos dados son maiores que 6, temos que volvelas sumar. Se
x,y > 6, a Unica opcién é xt =y =7 e z =t = 1, polo que o resultado é

455 —4-84+6-1=125.

5.5. Particiéns dun conxunto

Definicion 5.8. Sexan k,n dous enteiros positivos. Unha k-particion dun conxunto
A de n elementos é unha coleccién {Aj,...,A;} de subconxuntos non baleiros de A,
disxuntos dous a dous, e tal que a unién é A. O nimero de k-particiéns dun conxunto
é o numero de Stirling de sequnda especie € pomos {Z}

Proposicién 5.20. Cimprense as seguintes propiedades:
@) (1 ={}=1
(b) {7} =0sek>n.
() {5} =2""~1
@ {F = +r{" sen>3en—1>k>2
o) {1} = & T (-DF(h)im

Demostracion.  (a) Inmediata.

)
)
)
)

(b) Trivial.

(¢) Observamos que unha parte dunha particién en 2 subconxuntos coas condiciéns
que se piden estd formada por un subconxunto non baleiro e diferente do total
e o seu complementario. O nimero de subconxuntos non baleiros e diferentes do
total é 2" — 2, e cémpre dividir entre 2 porque non importa a orde. Obtense asi
o resultado buscado.

(d) Fixamos un dos elementos do conxunto. Hai dias opcidns: se ese elemento estd
sO na sua parte, enton hai que dividir os restantes n — 1 en k — 1 partes; senon,
dividimos os n— 1 restantes en k partes e podemos engadir o elemento distinguido
a calquera delas.
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e) O numero de aplicaciéns sobrexectivas f: A — B, con |A] = ke |B| = n é
L p )
{n}n!. A partir da expresién para o nimero de aplicaciéns sobrexectivas temos o

resultado buscado.
O

Exemplo. A propiedade (d) permite calcular de xeito recursivo os nimeros de Stirling
de segunda especie. Imos ilustralo cun exemplo no que tamén se usa a propiedade(c):

(s )

s i}

Unha vez temos {g}, podemos calcular os anteriores:

B (o oo )

Alternativamente, a propiedade (e) permite calcular {g} directamente:

{8}_3‘18—3-28+38

= 966.
3 6

Para determinar todalas posibles maneiras de realizar particiéons dun conxunto (é dicir,
sen importar o nimero de partes), introducimos a nocién de nimero de Bell.

Definicion 5.9. O numero de particiéns dun conxunto de n elementos é o nimero de

Bell B, :
B,=Y {Z}

k=1
Outro concepto que desenvolveremos mais adiante € o de particion dun enteiro. De cara
a presentar a seguinte taboa, adiantamos a definicién. Unha k-particion dun enteiro n
é unha expresion de n como suma de k enteiros positivos sen ter en conta a orde dos
sumandos. Escribimos pg(n) para representar o nimero de k-particiéns de n, e p(n)
para o nimero de particions de n.

Exemplo. Para determinar p3(8) observamos que

8=6+1+1
8=50+2+1
8=4+3+1
8=4+2+2
8=3+3+2.

Polo tanto, p3(8) = 5. Non incluimos casos como 8 = 3+ 4 + 1 xa que é o mesmo que
8§=4+3+1.
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A seguinte tdboa representa o nimero de maneiras de distribuir n bélas en k caixas,
segundo as bédlas ou as caixas sexan distinguibles ou non distinguibles entre si.

Bolas dist. Bélas non dist.
Caixas dist. k™ (”+Z_1)
Caixas non dist. S {"} S pi(n)

Imos repetir a mesma taboa se impomos que en cada caixa tena que haber, polo menos,
unha bdla.

Bélas dist. Bdlas non dist.
Caixas dist. k{7 (")
Caixas non dist. {7} pr(n)

Imos repetir agora o calculo se impomos que en cada caixa ten que haber polo menos
unha bdla.

5.6. Numeros de Catalan

Sexa n > 1 un enteiro positivo. Sexa C,, o nimero de maneiras de ir do punto (0, 0)
ao punto (2n,0), facendo unicamente pasos cara & dereita, que poden ser ascendentes
ou descendentes, e de xeito que nunca pasemos ao semiplano negativo (con y < 0); a
modo de notacién, podemos falar de pasos da forma (1,1) (ascendentes) ou da forma
(1,—1) (descendentes). E unha comprobacién rutineira ver que iso se corresponde co
nimero de caminios do (0,0) ao (n,n), facendo unicamente pasos de lonxitude 1 cara &
dereita ou cara & arriba, e sen cruzar nunha a diagonal y = z (é dicir, sen estar nunca
nunha posicién da forma (i, 7), con j > 7). Por simplicidade, definimos Cy = 1.

Sexa P, o numero de sucesiéns de n parénteses de apertura e n parénteses de peche,
de xeito que sexan correctas, € dicir, todo paréntese de peche se corresponda cun de
apertura.

Finalmente, sexa T;, o nimero de maneiras de triangular un poligono convexo de n + 2
lados en tridngulos, usando unicamente diagonais e de xeito que non haxa segmentos
que se cortan fora dos vértices.

Proposiciéon 5.21. Tense que

1 2n
C,=P, =T, = .

Demostracion. En primeiro lugar, a correspondencia entre caminos, parénteses e trian-
gulacions procede mediante unha bixeccién estandar. Imos polo tanto contar os caminos
de (0,0) a (2n,0) cumprindo as restriciéns que se dan na definicién. Consideramos en
primeiro lugar tédolos caminos de (0,0) a (2n,0), utilizando segmentos da forma (1, 1)
e (1,—1). En total hai (2;;), xa que equivale a contar palabras de lonxitude 2n con n
parénteses de apertura e n de peche. Imos contar agora os caminos que cruzan o eixe
OX, é dicir, que pasan por algin punto de ordenada —1. A cada un destes caminos
podémoslle asignar o camifnio de (0,—2) a (2n,0) que se obtén ao facer unha simetria
con respecto & recta y = —1 do anaco de vai de (0,0) ao primeiro punto de ordenada
—1 e deixando igual o resto do camino. Polo tanto, temos tantos caminos que atravesan
o eixe OX como caminos de (0, —2) a (2n,0) con segmentos da forma (1,1) e (1,—1). O
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, .~ , 2
numero destes caminos é (nfl), porque temos que escoller n+1 lugares para colocarmos
o movemento ascendente. Polo tanto,

om (3) - 20) -t

_(2n)!(17 n )_ 1 [2n
~ nln! n+1/ n+1\n /)’

O]

Os ntmeros que aparecen na proposicién anterior cofiécense como numeros de Catalan,
en referencia ao matematico belga Eugene Catalan. Calculando, temos C; = 1, Cy = 2,
C3 =5, Cy =14, C5 = 42 e asi sucesivamente.
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Capitulo 6

Recorrencias

O obxectivo deste tema é estudar as chamadas sucesiéns recorrentes, nas que os termos
se definen en funcién dos anteriores. Para iso, introducimos unhas ferramentas de gran
utilidade, as chamadas funcidns xzeradoras. Posteriormente, empréganse para o estudo
das recorrencias lineais, tanto homoxéneas como non homoxéneas, e péchase o tema
facendo unha introducién s particions de enteiros.

O problema cldsico que podemos ter en mente ao longo deste tema é o da sucesién de
Fibonacci, unha das mais clasicas da matematica. A sucesién de Fibonacci, presente en
diferentes &mbitos (por exemplo, na bioloxia), definese como

fo=0,
fl = 17
fo=fn-1+ fn—2 sen>2.

Un problema que a priori non é nada trivial é o seguinte: pddese atopar unha forma
pechada para a sucesion, é dicir, que non dependa dos termos anteriores. A resposta é

afirmativa: "
g L[t V5 1 (1-+5
B\ 2 Ve 2
Para chegar a esta conclusion, empregaremos as técnicas de funcions xeradoras, que
desenvolveremos na primeira parte do tema.

n

6.1. Sucesions recorrentes

Definicién 6.1. Unha sucesion (ay,) dise que é recorrente se, salvo os primeiros termos,
a, podese obter en funcién de n e dos termos anteriores. A ecuacion da recorrencia
dunha sucesién é unha expresién f(an—1,...,ap,n) que se cumpre para todo n a partir
dun determinado valor.

Exemplo. A sucesion de factoriais é recorrente, xa que se pode definir mediante a
férmula
ap =1, a, = nay_1 para todon > 1.

A sucesién dos numeros de Catalan tamén é recorrente, porque se cumpre que Cy = 1
e

n—1
Cp = Z CyCh_g_1 paratodon > 1.
k=0

75
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Para demostralo, pensamos en termos de parénteses, n de apertura e n de peche, e
consideramos a posicion da paréntese de peche correspondente 4 paréntese de apertura.
Por exemplo, se estd ao final de todo, entre as dias quedan n— 1 parénteses de apertura
e de peche. En xeral, esta paréntese de peche deixa k parénteses de apertura e peche
a esquerda e n — 1 — k & dereita, onde 0 < k < n — 1. Polo tanto, temos que C, =

Z;(l) CrCh—_k—1, como queriamos ver. Convén observar que por Cy = 1 representa
a convencion de que ao empregarmos 0 parénteses, enténdese que existe unha tnica
palabra, que é a palabra baleira.

Definicién 6.2. Unha sucesion (ay,) é recorrente de orde k se, excepto os k primeiros
termos, cada termo se pode obter en funcién dos k anteriores. E dicir, para todo n > ny,
cumprese unha ecuacién recorrente do tipo

Op4k = f(an—‘rk’—la Aptk—25 -+, 0n, n)

Resolver unha recorrencia consiste en atopar unha expresion xeral para o termo a,, é
dicir, unha expresion que non dependa dos termos anteriores. Isto pode facerse mediante
diferentes procedementos, por exemplo, por inducién.

Exemplo. Definimos a sucesién ag = 0 e a,, = 2a,,—1 + 1 para todo n > 1. Calculando,
temos que a1 = 1, ag = 3, ag = 7 e asi sucesivamente. Isto suxire conxecturar que
an, = 2" — 1. Para n = 0 o resultado é certo. Suponamolo certo para n e demostrémolo
para n + 1:

i1 =2a, +1=22"—-1)+1=2"" 241 =27 1
Outra alternativa consiste en manipular sucesivamente a expresion ata chegar a unha
expresion explicita.
Exemplo. Definimos a sucesién ag = 1 e a,, = 3a,,_1+ 1 para todo n > 1. Se aplicamos
iterativamente a definicién, obtemos que
ap =3a,-1+ 1
=3Ban—2+1) =9%,-2+3
=9Bap—3+1)+3+1=27a,-3+9+3+1
=3"a+3" 4. 4 9+34+1=3"+3"" . +9+3+1
3n+1 -1
2
Imos discutir dous exemplos moi clasicos de sucesiéns recorrentes.
Definiciéon 6.3. Unha progresion aritmética con termo inicial a e diferenza d e unha
sucesion definida por ayp = a e an+1 = an + d, para todo n > 0. Unha progresion

xeométrica con termo inicial a e razén r e unha sucesién definida por ag = a e a1 =
an - r, para todo n > 0.

Ao longo deste tema, empregaremos con frecuencia que a suma dos primeiros termos
dunha progresion xeométrica con termo inicial a e razén r # 1 vén dada por

n n+l _ 1
Sn = Z G/O(Ti) .

; r—1

1=0
Se a razén cumpre que |r| < 1, o limite desta suma cando n tende a infinito é
, ao
S:= lim S, =

n—00 1—7
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6.2. Funcions xeradoras

As series de potencias son as xeneralizacidns naturais dos polinomios. Mentres que un
polinomio (con coeficientes en C) é unha expresién do tipo

ag+ a1z + ...+ a2, ag,ai,...,a, € C,

as series de potencias teran infinitos coeficientes. Isto pode ocasionar problemas de

converxencia: por exemplo, se consideramos a serie f(x) = > <,2" e avaliamos en

T = 2, temos que -
f)=14+2+224...,

que obviamente non é un numero como tal. Porén, neste contexto traballaremos coas
series desde un punto de vista puramente formal, esquecéndonos de calquera conside-
racion sobre a sta rexion de converxencia.

Definicion 6.4. Unha serie formal de potencias sobre C é unha expresién do tipo
S o
n>0

onde a, € C para todo n > 0. O conxunto das series formais sobre C dendtase por
C[x]. Neste conxunto pédense definir dias operaciéns, a suma e o produto. Sexan
A(z) =3, 50an2™ e B(z) =3, 50 bpa™ dous elementos de C[z].

» A suma A(z) + B(z) é a serie formal de potencias

A(z) + B(z) =) (an + bp)a".

n>0

» O produto A(x)B(x) é a serie formal de potencias

A(z)B(x) = Z cpx’, con ¢, = iaibn,i.
i=0

n>0

Finalmente, escribimos 0 =%, .,0-2" el =1+>" ., 0-2" para as series 0 e 1, que
desempenaran un importante papel no estudo das series de potencias.

En particular, temos que C[z] é un espazo vectorial (de dimensién finita), e tamén é un
anel, xa que temos definido un produto. A seguinte proposicién resume as principais
propiedades das series de potencias. Demostramos unicamente a (g), sendo as outras
unha comprobacién rutineira.

Proposicion 6.1. As series de potencias cumpren as seguintes propiedades.
A suma de series formais de potencias é conmutativa e asociativa.

(a
(b

O produto de series formais de potencias é conmutativo e asociativo.
(d

)
)
¢) O produto é distributivo con respecto & suma.
) A serie 0 é o elemento neutro da suma.

)

(e) A serie —A(z) é a oposta da serie A(x).



78 CAPITULO 6. RECORRENCIAS

(f) A serie 1 é o elemento neutro do produto.
(g) A serie A(z) € C[x] é invertible se, e soamente se, ag # 0.

Demostracion. (g) Comezamos observando que a inversa é unha serie de potencias
B(z) € Clz] de xeito que A(z)B(z) = 1. Pomos A(z) = >, 5qan2" e B(z) =
> n>0bna™. Como A(z)B(x) = 1, temos que agbp = 1 e

n
Zaibn_i =0 sen > 1.
=0

Polo tanto, A(x) non ten inversa se ag = 0. Se ag # 0, podemos definir de xeito
recursivo os numeros b, € C, de xeito que se cumpran as condiciéns anteriores.
Como agy # 0, definimos by = 1/ag. Suponiamos agora que temos definidos niimeros
by, ...bn,_1 de xeito que Zf:o a;bp_; = 0 para todo k con 1 < k < n —1. Da
ecuacién para b, deducimos que

1

b, = — a;b,_; € C.
a0 5

O]

Exemplo. Ainversade ) . 2" é1—x,xaque (1—-2)) . z" = 1. Alternativamente,
podemos interpretar ) -,z como a suma dunha progresién xeométrica de razén z e
primeiro termo igual a 1.

O obxectivo do que queda de seccion é explicar como empregar as series de potencias
para o estudo de diferentes tipos de sucesiéns, especialmente as sucesiéns recorrentes.

Definicién 6.5. A funcién xeradora ordinaria da sucesiéon (a,) ¢ a serie formal de
potencias

A(z) = Z anz".

n>0

Definicién 6.6. Sexa A(x) unha serie formal. A derivada formal de A(x) (ou simple-
mente derivada) é a serie

Alx) = Z(nan)x”_l.

n>1

Observamos que para calcular o coeficiente con ™ na serie A(x) podemos coller o termo

(n)
constante en n!(x).

A seguinte proposicion resume as propiedades mais importantes das funciéns xeradoras.

Proposicién 6.2. Sexan A(x) e B(x) as funciéns xeradoras ordinarias das sucesiéns
(an) € (bp).

(a
(b
(c

(d) A'(x) é a funcién xeradora ordinaria de ((n + 1)an+1).

A(z) + B(z) é a funcién xeradora ordinaria da sucesion (a, + by,).
A(z)B(z) é a funcién xeradora ordinaria de (c,), onde ¢, = > aibp—;.

aA(x) é a funcién xeradora ordinaria de (aay,).

)
)
)
)
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(e) x™A(x) é a funcién xeradora ordinaria da sucesiéon que comeza con m ceros e logo
segue con ag, ay,. . .,

(f) Sem >1,

Az) —ap — a1z — ... — apy_q2™ !

xm
é a funcién xeradora ordinaria da sucesion a,, Gm1, - - -

(g) A(ax) é a funcién xeradora ordinaria da sucesién (a"ay,).

(h) A(z™) é a funcién xeradora ordinaria da sucesién que introduce entre cada termo
de (ay) un total de m — 1 ceros.

(i) A(x)/(1 —x) é a funcién xeradora ordinaria da sucesién de sumas parciais.

Demostracion. Tdédalas propiedades son consecuencia directa das propiedades das series
de potencias. Imos discutir a proba dalgunha delas.

(d) Pola definicién de derivada formal, a serie A’(x) ten por coeficiente n-ésimo (n +
1)ay, polo que A’(x) é a funcién xeradora da sucesiéon que ten ese coeficiente
n-ésimo.

(i) Temos que a sucesién (ag, a1, as,...) se pode escribir como
(ao,al,ag,...) + (O,ao,al,...) + (0,0,ao,. . ) + ...

A funcién xeradora do primeiro sumando é A(x), a do segundo é xA(x), a do
terceiro #2A(x), e asf sucesivamente. Polo tanto, a funcién xeradora é

A(x)

1—2a

Alx) 14+ z42°+...) =

Exemplo. Sexa s, = 12 +22 + ... +n?

= Comezamos coa funcion xeradora da sucesién na que tédolos termos son iguais a

41
I, que é {=;.

= A partir da anterior, aplicando sumas parciais, temos que a funcién xeradora de
ap =mn é ﬁ Alternativamente, podemos derivar e desprazar unha posicién,
chegando ao mesmo resultado.

= Combinando derivacién e desprazamento cara 4 dereita, temos que a de (0,12,2%...)
4 xta?

= Aplicando sumas parciais novamente, temos que o resultado é

:1:+a:2
(1—a)t

Exemplo. Sexa t, = n2". Nese caso, unha vez sabemos que a funcién xeradora da
sucesion a, = n é ﬁ, temos que, pola propiedade (e), a funcién xeradora de ¢, é

3x
(1-3z)%
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Exemplo. Imos considerar un terceiro exemplo. Sexa (f,,) a sucesién de Fibonacci, na
que se cumpre que fo =0, fi =1e f, = fno1 + fn_2 se n > 2. Denotamos por F(z) a
funcién xeradora asociada. Podemos entén calcular, a partir desa, a funcién xeradora
de (f2, f3,...), simplemente aplicando a propiedade (f). Nese caso,

F(z) = fo—ha _ Fz) -z

fot fsx+ fax® + ... = = ==

Imos traballar agora un exemplo mais complicado relacionado cos niimeros binomiais.

Proposicién 6.3. Para todo enteiro m > 1, tense que

e ()

n>0

Demostracion. Pomos

1

mz(l—i—x—i—xz—i—...)m.

Obtemos z™ na expresion anterior cada vez que collemos z*t, %2, e asi ata '™ de cada

un dos m factores da expresiéon anterior con i1 + ... + i, = n, onde os i; > 0. O

, ., . .. ., , 21
numero de soluciéns en enteiros positivos desa ecuaciéon sabemos que é (m;;fl ), como

queriamos ver. [

En particular,

1 m+n-—1\ , .
(1—0190)7”_2( m—1 >aw.

n>0

Finalmente, presentamos a seguinte xeneralizacién do teorema do binomio de Newton
que empregaremos, por exemplo, para estudar os nimeros de Catalan.

Proposicién 6.4. Para todo enteiro m > 1,
-m
1 M= "
Ata)ym=3 < ! >x

Exemplo. Temos que

<1/2> _ (=) 1(2n - 3)!

n 2nn) ’

onde n!! refirese ao produto dos enteiros positivos menores ou iguais que n e que tefien
a mesma paridade que n.

Imos ver agora como empregar as ferramentas de funciéns xeradoras para a resolucién
de recorrencias. Para iso, desenvolveremos un exemplo con detalle, seguindo estes pasos.

1. Identificacién da funcién xeradora de cada lado da recorrencia A(x), empregando
as propiedades elementais de desprazamento.

2. Igualar os dous termos para obter unha expresién racional para A(z).
3. Descomponer en fracciéns simples a expresion de A(x).

4. Identificar cada un dos sumandos.
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Exemplo. Consideramos a sucesion (a,) definida por ag =2, a1 =4 e
Gnto = 4an+1 — 3a, para todon > 0.

Sexa A(z) = > .2, apx™. Imos considerar a funcién xeradora do lado esquerdo e do
lado dereito da ecuacién anterior. Temos que
Alz) —ag — a1z Ax) —2—4x

a2+a3x+a4x2+...: 5 = 3
x T

De xeito similar,
4(A(z) —2)

x

dap+1 — 3a, = — 3A(x).

Igualando as dias expresiéns e multiplicando por 2, quédanos a ecuacién
A(z) — 2 — 4z = 4z A(z) — 8z — 322 A(x).

Polo tanto,
—4x + 2

3x2 —dx+1°
De cara a identificar de que sucesién se trata, descomponemos a expresion en fraccions
simples:

A(z) =

322 —dx 4+ 1= (z —1)(3z — 1),

polo que
—4dr+2 A n B
322 —4x4+1 x-1 3x—-1
Igualando as expresions, obtemos que A = —1 e B = —1. Polo tanto,
1 1
A(r) =
l—-2 1-3z
Temos que = =Y 2" e

1 e m
DD COR

n=0

Polo tanto, a, =1+ 3".

Imos tratar agora outra situacion na que na descomposicion en fraccions simples temos
raices multiples.

Exemplo. Consideramos agora a sucesion (a,,) definida por ag = 1, a1 = 4, ag = 28,
az3 =32 e
Ant4 = 8apyo — 16a,  para todo n > 0.

Sexa A(z) = > .2, apx™. Imos considerar a funcién xeradora do lado esquerdo e do
lado dereito da ecuacién anterior. Temos que

A(x) — 1 — 4z — 2822 — 3223
- .

a4+a5:v+a6:):2+...: .

De xeito similar,

8(A(x) — 1 —4x)

22

8apto — 16a, = — 16A(z).
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Igualando as dias expresiéns e multiplicando por z2, quédanos a ecuacién
A(z) — 1 — 4o — 2822 — 3223 = 8% A(z) — 8% — 322° — 1627 A(x).

Polo tanto,

B 2022 + 4z + 1

162t — 822 + 1

De cara a identificar de que sucesién se trata, descomponemos a expresion en fraccions
simples:

A(x)

162t — 822 + 1 = (2¢ + 1)%(2z — 1)?,
polo que, descomponendo en fracciéns simples,

1222 + 4z + 1 -1 1 1 2
= + + + )
1624 — 822 +1 2x+1 (z+1)2 22-1 (22— 1)2

Temos agora o seguinte:
.y . p < s 1 n.
(a) a sucesién asociada & funcién 55 é —(—2)";

n.

(b) a asociada a m é (n+1)(=2)"

PP 1 4 n.
(c) a asociada a 5— é —2";

(d) finalmente, a asociada a ﬁ é (2n +2)2".

Concluimos que a,, = 2"(2n + 1) 4+ (=2)"n.

Un exemplo menos obvio no que atopar a funcién xeradora require dalgunhas manipu-
laciéns previas é o caso dos nimeros de Catalan.

Proposicién 6.5. Sexa C(z) a funcién xeradora dos nimeros de Catalan. Ctimprese

que
1—+1—4x
2z '

Demostracion. Temos que C(z) =, -, Cra™. Podemos observar que

C(z) =

C(z)=Co+ Z Cra"

n>1

n—1
=Co+ Z (Z Ckcn—k—1> x"
k

n>1 =0

= 1+xz< Ckcn_k> z"
k=0

n>0
=1+ 20(x)2.

Isto correspéndese coa ecuacién de segundo grao
2C(z)? - C(z) +1=0,

polo que
1++1—4x

Clo) = 2z
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Como se ten que cumprir que

lim C(x) =Cy =1,

z—0

necesariamente hai que coller o signo menos, polo que

1—-+v1—4x

Cx) =
(z) 5

O
Este resultado pédese empregar para dar unha demostracién alternativa de que o termo
xeral da sucesién correspondente aos numeros de Catalan é %( ) Para iso, obser-
vamos que

VITm=Y (1/ 2) (—4z)"

n>0

= <” _n?’/ 2) 4n "

n>0

=1+ Z (n _n3/2) 4"
—1/2
= 1+43:Z (nnjL{ )4”1:”.

Iso quere dicir que

C 22n+1 ( 1/2>

n+1

Polo tanto, desenvolvendo o coeficiente binomial,

22n+1 n 1 . on n .

O produto consta de tédolos nimeros impares entre —1 e 2n — 1, polo que se pode
escribir como

1 = . 1 [/2n
Cn = n+1‘H2Z_1 nl(n+1)! ]-_[1(22_1>(2Z):n+1<n>'

Na tltima secciéon tamén veremos outro exemplo de funcién xeradora, a correspondente
as particions dun enteiro, cuxo estudo serd moito mais complicado.

6.3. Resolucions de recorrencias

O obxectivo desta seccion é presentar un método xeral para resolver de xeito sistematico
certos tipos de recorrencias. Nos exemplos anteriores, as recorrencias lineais amosaban
o mesmo patréon: a funcién xeradora tifia un denominador con informacién sobre a
recorrencia e un numerador de grao menor que o denominador que codificaba os termos
iniciais. Imos formalizar esta idea.
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Definicién 6.7. Unha sucesion (a,,) é recorrente lineal con coeficientes constantes de
orde k se cumpre unha ecuacién recorrente de tipo

Unik + ClOptk—1 + C20n4k—2 + ... + cran = f(n),

onde ¢1,...,c; € C, ¢ # 0. Se f(n) = 0, dicimos que a sucesién é homoxénea; en caso
contrario, dicimos que é non homoxénea.

As principais recorrencias que traballamos son as homoxéneas e as non homoxéneas
con termos da forma p(n)a™, onde p(n) é un polinomio e a € R. Presentamos de forma
esquematica o xeito de proceder en cada caso.

Comezamos co caso homoxéneo

Ap+ti = Ci—10n44i—1 + ...+ coan.
1. Calcilase a ecuacion caracteristica reemprazando a,; por X".

2. Achanse as soluciéns da ecuacion caracteristica (por exemplo, por Ruffini). Imos
supor, neste primeiro acercamento, que as raices son todas reais (é dicir, que non
son numeros complexos).

3. Escribimos o termo xeral como
an = Dpr (M)A + ...+ pa. (R)A],

onde py,(n) é un polinomio de grao my — 1 con my parametros, sendo my a
multiplicidade de A como raiz da ecuacién caracteristica.

4. Determinamos os pardmetros empregando as condiciéns iniciais.

Imos ilustrar o método con dous exemplos. No primeiro, as raices son simples, polo que
a resolucién é inmediata.

Exemplo. Consideramos a recorrencia
Gn+2 = Dant1 —6a,, a9 =1, a; =4.

A ecuacién caracteristica é

X2 =5X -6,
e aplicando Ruffini temos que
X2 -5X+6=(X-2)(X-3)=0.
A expresion da recorrencia é por tanto
an =« 2"+ 3-3"

Pondon=0en=1,

l=a+p
4 =2a+ 30.
Resolvendo, obtemos que @ = —1 e § = 2, polo que

an =-2"4+2-3"
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No segundo caso que imos amosar, unha das raices é dobre. Iso quere dicir que temos
que considerar polinomios de grao 1 (e non simplemente constantes) multiplicando &
exponencial.

Exemplo. Consideramos agora a recorrencia
bptg = 4bpto — Bbpy1 +2b,, bg =05, b1 =9, by = 16.

A ecuacién caracteristica é
X3 =4X? -5X +2,

polo que, aplicando Ruffini, quédanos
X3 —4X%2 45X —2=(X —1)*(X —2) =0.
A expresion da recorrencia é por tanto
b, = (a4 Bn) - 1" 4+~ - 2™

Pondon=0,n=1en =2,
dS=a+7v

9=a+B+2y
16 = a+ 25 + 4.

Resolvendo, obtemos que o =2, =1 e v = 3, polo que
b,=2+n+3-2"

Pasamos agora ao caso non homoxéneo da forma

(pti = Ci—1Gnti—1 + - .. + coapn + ;ﬂfﬂpl (n)+...+ ,uZHpk.(n).

1. Calctlase a ecuacion caracteristica reemprazando a,4; por X*.

2. Achanse as soluciéns da ecuacién caracteristica (por exemplo, por Ruffini). A
multiplicidade dunha raiz )\, neste contexto, é a multiplicidade como raiz da
ecuacién caracteristica mais d+ 1, onde d é o grao do polinomio que sae con A",

3. Escribimos o termo xeral como
an = px,(MAT + ...+ pr. ()Y,

onde py,(n) é un polinomio de grao my — 1 con my pardmetros, sendo my a
multiplicidade de A como raiz da ecuacién caracteristica.

4. Determinamos os parametros empregando as condiciéns iniciais.
Exemplo. Consideramos a recorrencia
apt2 = dap4+1 —bap +1, ag=1,a1 =4

A ecuacién caracteristica é

X?=5X -6,
polo que, aplicando Ruffini, quédanos que

X2 -5X+6=(X—-2)(X-3)=0.
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A expresion da recorrencia é por tanto
ap, =a-2"4+5-3"+~-1",

xa que a parte non homoxénea é 1" - (1). Tense ademais que ag = 15. Pondo n = 0,
n=1len=2,

l=a+f+y
4=2a+38+7y
15 =4a+98+ 1.

Resolvendo, obtemos que a = -2, § =5/2 e v = 1/2, polo que

5 1
=24 =374

Finalmente, observamos que as raices tamén poden ser complexas.
Exemplo. Consideramos a recorrencia
ant2 = —4a,, ap=1,a; =2.
A ecuacion caracteristica é
Xt = (X 4 2i)(X — 20).
A expresion da recorrencia é por tanto
ap =a-(20)"+ 8- (—2i)".

Pondon=0en=1,
l=a+p
2 = 2t — 2if.

Resolvendo, obtemos que o = % ef= %, polo que

1—i
2

141

(20)" + (—20)™.

an

Alternativamente, observando que as raices complexas son +2i, podemos escribir

a, = 2" (a cos <gn) + bsin <gn>> )

Pondo n = 0, temos que a = 1, e pondo n = 1, obtemos b = 1. Polo tanto,

<M:2"@m<g@4wm(%0)

As duas expresions que obtivemos son equivalentes.
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6.4. Particions de enteiros

Definicion 6.8. Unha k-particion dun enteiro n é unha expresiéon de n como suma
de k enteiros positivos sen ter en conta a orde dos sumandos. Escribimos pi(n) para
representar o numero de k-particiéns de n, e p(n) para o nimero de particiéns de n.

Exemplo. As 3-particiéns de 7son (5,1, 1), (4,2, 1), (
4. Os primeiros valores da sucesién (p(n)) son p( ) =

p(b) =T.

1) e (3,2,2), polo que p3(7) =

(2)= p(3)=3,p4)=5e
O diagrama de Ferrers da particién (z1,...,zx) de n é unha representacion grafica
que consiste en distribuir n puntos en k filas con z; puntos en cada unha alinados a

esquerda. Imos representar os diagramas de Ferrers das setes particions correspondentes
ao b.

Proposicién 6.6. A funcién xeradora da sucesién (p(n))n>0, onde p(n) é o nimero de
particiéns dun enteiro n > 1 e p(0) =1, é

P =Tl =

Miis en xeral, sexa qi(n) o nimero de particiéns de n onde tédalas partes son menores
ou iguais a k. Enton,

1 1 1
n __ n _
E q(n)z T E g2(n)z Tl _rl_a22

n>0 n>0

Proposicion 6.7. O nimero de particions de n en partes diferentes é igual ao nimero
de particiéns de n en partes impares.

Demostracion. Imos dar unha demostracion con funciéns xeradoras, ainda que tamén
é posible establecer unha bixeccion entre os dous conxuntos empregando os diagramas
de Ferrers. A funcién xeradora ordinaria da sucesién que conta o nimero de particiéns
de n en partes diferentes é

Pi(x) = [[(1 +a,

i>1

mentres que a funcién xeradora ordinaria que conta o ntimero de particiéns en partes
impares é

1
Py(x) :H 1 _ 21

1>1
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Para comprobar que as dtas funcions son iguais, observamos que
B (1+ 29 (1 — a)
Pi(z) = H 11—t
i>1
. H¢21(1 — %)
[Iis1(1—27)

1
= 71 — xZifl = PQ(.CE)




Capitulo 7

Teoria de grafos

A teoria de grafos, polo xeral moi ligada ao estudo da combinatoria, é o estudo de
certas estruturas matematicas que tefien un gran interese tanto desde o punto de vista
da modelizacién como da matemética pura.

7.1. Definicions basicas

Definicién 7.1. Un grafo é un par (V, A), onde V' é un conxunto finito non baleiro e
A C {{u,v} | u,v € V, u # v}. Os elementos de V' chamanse vértices e os de A, arestas.

A representacién gréafica dun grafo G = (V, A) consiste en debuxar un punto no plano
por cada vértice de V' é unha curva con extremos u e v por cada aresta {u,v}. Es-
ta definicién admite diferentes variantes que son interesantes nalgins contextos. Por
exemplo, permitir mais dunha aresta entre dous vértices (arestas maultiples) e tamén
arestas dun vértice a si mesmo (lazos), ademais de considerar as arestas como pares
ordenados (digrafos ou grafos dirizidos).

Definicién 7.2. Sexan G = (V, A) e G' = (V', A’) dous grafos. Un isomorfismo de G
a G’ é unha aplicacién bixectiva f: V — V'’ de xeito que uv € A se, e soamente se,
f(u)f(v) € A’. Nese caso, dicimos que G e G’ son isomorfismos, e escribimos G = G'.
Un automorfismo do grafo G é un isomorfismo de G a G.

Definicién 7.3. Sexan u e v vértices dun grafo G = (V, A). Un u — v recorrido de
lonzitude k é unha sucesion ug, u1, . .., ug con ug = u, up = v e de xeito que w;u;+1 € A
para todo 0 < i < k—1. Un u—v camino é un u— v recorrido onde todos os vértices son
diferentes. Un recorrido dise que é pechado se u = v. Un ciclo é un recorrido pechado
de lonxitude polo menos 3 no que todos os vértices son diferentes, excepto o primeiro
é o ultimo.

Dicimos que un sendeiro é un recorrido que non repite arestas, e un circuito é un
sendeiro pechado.

Definicién 7.4. A orde e a medida de G son |V| e |A|, respectivamente. O grao dun
vértice u é g(u) = [{v | uv € A}|. O maior e o menor dos graos dun grafo G dendtanse
por A(G) e §(G).

A sucesion de graos dun grafo G de orde n é unha lista de lonxitude n onde aparecen
os graos dos vértices de G en orde decrecente.

Exemplo. O seguinte é un grafo de 8 vértices e 10 arestas. A sucesién de graos dos
vértices é (3,3,3,2,3,2,2,2).

89
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Se dous grafos son isomorfos, tefien a mesma sucesion de graos. O reciproco, en cambio,
non é certo.

Exemplo. Se G = (V, A) é un grafo de orde n ¢ medida m, entén m < (). Do mesmo
xeito, dado un conxunto de vértices V' = {uy,...,uy}, hai on(n—1)/2 grafos diferentes,
xa que cada parella de vértices pode estar unida ou non por unha aresta.

Proposicién 7.1 (Lema do apertén de mans). Nun grafo (V, A) cimprese que

S g(w) = 2/4].

ueV

De aqui dedtcese, por exemplo, que todo grafo contén un numero par de vértices de
grao impar. Por outra banda, se G é un grafo d-regular de orde n e medida m, entén
nd = 2m.

Definicién 7.5. Sexa G un grafo con V = {vy,...,v,} e A= {a1,...,an}. A matriz
de adzacencia de G é unha matriz M4(G) con n filas e n columnas, tal que o elemento
da fila 7 e da columna j é

1 sew ~wvyj;
0 en caso contrario.
A matriz de incidencia é unha matriz M;(G) con n filas e m columnas, tal que o

elemento da fila ¢ e a columna j é

{1 se v; € incidente con a;;

0 en caso contrario.

Tanto a matriz de adxacencia como a de incidencia dependen da ordenacién escollida
de vértices e arestas. En ambas matrices, a suma das entradas da fila i é g(v;).

Imos presentar agora algins grafos. Sexa n un enteiro positivo e V' = {x1,z2,...,2,}.

= O grafo nulo de orde n, que denotaremos N, é o grafo de orde n e medida 0. Ao
grafo N1 chamaselle grafo trivial.

= O grafo completo de orde n, que denotaremos K,, é o grafo de orde n que ten
tédalas arestas posibles, (g) O seguinte debuxo representa o grafo completo de
seis vértices, Kg.
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= O grafo trazecto de orde n, que denotaremos por T,, = (V, A), é o grafo que ten
por conxunto de arestas A = {x1x2, X273, .. ., Tn—12y }. Amosamos aqui o debuxo
correspondente ao grafo Tg.

» O grafo ciclo de orde n > 3, que denotaremos por C,, = (V, A) é o grafo que ten
por conxunto de arestas A = {x1x9, xox3,...,Tn_1Tn, Tnx1}. Amosamos aqui o
debuxo correspondente ao grafo Cj.

» O grafo roda de orde n > 4, que denotamos por W,, = (V, A) é o grafo que ten por
conxunto de arestas A = {x1x2,T223,...,Tn_121} U {Zpx1, Tpxa, ..., TnTp_1}.
Amosamos a continuacién un exemplo.
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Definicion 7.6. Sexan r e s enteiros positivos. Un grafo é r-regular se todos os vértices
teien grao r. Un grafo G = (V, A) é bipartito se o conxunto de vértices V admite unha
particién en duas partes {V7, Va} de xeito que toda aresta ten un extremo en V; e outro
en V5. Os conxuntos Vi e Vo chamanse as partes estables de G. En caso de que cada
vértice de V7 sexa adxacente a todos os vértices de Vo dicimos que o grafo é bipartito
completo e denotamolo por K, = (V,A), onde |Vi| = r e [V3| = s. Ao grafo K,
chamaselle grafo estrela.

Exemplo. O grafo K, ¢ ten r + s vértices e rs arestas. E regular unicamente cando
r = s. A partir de aqui, podemos ver que un grafo bipartito de n vértices ten, como
moito %2 arestas. Se as partes estables tefien r e s vértices, con r + s = n, entén temos
que o nimero maximo de arestas podese acoutar superiormente por

2 2
T+ s n
Al < < -

onde na primeira desigualdade empregouse que 4rs < (r 4 s)? para r,s € R>0,
Presentamos agora o concepto de subgrafo e algunhas nociéns relacionadas.

Definicién 7.7. Sexa G = (V, A) un grafo. Dicimos que H = (V' A") é un subgrafo
de G se H é un grafo tal que V' CV e A’ C A. Dicimos que o subgrafo é un subgrafo
zerador de G se V' = V.

Se S C V e S non é baleiro, o subgrafo de G zerado ou inducido por S ten S como
conxunto de vértices e o conxunto de arestas estd formado por tédalas arestas de G
incidentes en dous vértices de S. De xeito similar, se T C A e A non é baleiro, o subgrafo
de G zerado ou inducido por T ten como conxunto de vértices todos aqueles incidentes
a algunha das arestas de T' e o conxunto de arestas é T

Unha cligue nun grafo G = (V, A) é un conxunto de vértices, C C V', no que calquera
par de vértices distintos son adxacentes. E dicir, é un subgrafo no que cada vértice esta
conectado a tédolos demais vértices do subgrafo, o que equivale a dicir que o subgrafo
de G inducido por C é un grafo completo.

A partir dun grafo, podemos realizar diferentes construciéns auxiliares relativas & adi-
ci6én ou & eliminacién dun vértice ou aresta. Sexa G = (V, A), con |V|=ne |A| = m.

1. Supresion dun vértice u € V. E o grafo que se obtén eliminando o vértice u
e todalas arestas incidentes con wu. Tratase dun grafo de orde n — 1 e medida

m — g(u).

2. Supresion dunha aresta a € A. E o grafo que se obtén suprimindo a aresta a.
Tratase dun grafo da mesma orde e medida m — 1.
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3.

Adicion dunha aresta a = uv ¢ A, con u,v € V. E o grafo que se obtén a partir
de G engadindo unha aresta que non é de G. Tratase dun grafo da mesma orde e
medida m + 1.

Contraccién dunha aresta a =uv € A. E o grafo que se obtén identificando dous
vértices incidentes & aresta a. E un grafo de orde n — 1 e medida

m—1—-—HweV | |uwedevwe A}|.

Imos discutir por ultimo agora algunhas operaciéns con grafos.

1.

Grafo complementario de G. E o grafo G¢ = (V, A7), onde
A'={uv|u,v eV euv ¢ A}.
Polo tanto, G¢ é un grafo de orde n, medida (g) —m, e, para todo vértice u € V,
ga(u) + gae(u) =n — 1.

Grafo lina de G. Se G é un grafo de medida m, con m > 1, definimos o grafo lina
como o grafo L(G) = (V'; A"), onde V' = A e A’ estd definido do seguinte xeito:
se a,b € V! = A e a # b, son adxacentes en L(G) se, e soamente se, a e b son
arestas incidentes en G. Tense que

gre)(w) = ga(u) + ga(v) — 2,
onde u,v € V e uv € A. Por outra banda, L(G) ten orde m e medida
1
B Z ga(u)? —m.
ueV

Para demostrar este ultimo resultado, procedemos como segue. O nimero de
vértices de L(G) coincide co numero de arestas de G. Por outro lado, as arestas
de L(G) son da forma {uv,uw}, onde u, v, w son vértices diferentes de G e uv e uw
son arestas de G. Fixado un vértice u de G, hai tantas arestas da forma {uv, uw}
en L(G) como pares non ordenados de vértices adxacentes a u; ese nimero é g(u).
Polo tanto, o ntimero de arestas é

()= g -t

ueV ueV ueVv

Exemplo. Imos amosar como construir o grafo lifia do grafo completo de 4 vérti-
ces.

G
(&)
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3. Unidnde G e Gy cando ViNVa =0. E o grafo G1 UG = (V1 UVa, A1 U Ag), que

ten orde nq + no e medida mq + mao.

. Suma de G1 e G5 cando V7, NV, = (. Eo grafo G1 4+ G2, no que o conxunto de

vértices é V1 U V5 e o de arestas é
AU Ag U{uv |u e Vi,v e Vil

polo que ten orde ny + no e medida mi + mg + nyne. Por exemplo, o grafo roda
podese expresar como a suma W,, = C,,_1 + K1, e o grafo bipartito completo é a
suma K, g = N, + N;.

. Produto cartesiano de Gy e Gs. E o grafo G10G, = (Vi x Vo, A’), onde A’ estd

definido como segue: se u,u’ € V3 e v,v' € Va, tense que (u,v) ~ (u/,v') se, e
soamente se, u = u' e vv’ € Ay, ou v = v’ e uu’ € A;. Mais en xeral, o produto
cartesiano de r grafo, con r > 2, definese recursivamente. Para r = 2 é o que
acabamos de definir. Se r > 3, temos que

G,0G.0---0G, = (G1O0G.0---0G,-1)0G,..

Un caso particular é o do grafo hipercubo Q,, que é o produto cartesiano de
r copias de Ks. Temos que @, é un grafo r-regular de orde 2", que se pode
identificar co grafo que ten por conxunto de vértices as r-tuplas (x1,...,x,), con
x; € {0,1}, e dous vértices son adxacentes se, e soamente se, tenen exactamente
r — 1 componentes iguais.

. Produto categorico de Gy e Gbs. Eo grafo G1 x Go = (V4 x V5, A’), onde A’ estd

definido como segue: se u,u’ € Vi e v,v' € Va, tense que (u,v) ~ (u',v") se, e
soamente se, uu’ € Ay e vv’ € As.

Outro grafo que ten certa importancia é o chamado grafo de Petersen, que ten 10
vértices e 15 arestas. Tratase dun grafo 3-regular no que dous vértices adxacentes
non tefien vecinos en comun, pero no que dous vértices non adxacentes sempre tenen
exactamente un vecino en comtun. Donald Knuth afirmou que o grafo de Petersen é unha
configuracion notable que serve como contraeremplo a moitas predicions optimistas
sobre que poderia ser certo nun grafo en zeral.

Grafo de Petersen
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7.2. Conexion e distancia

O obxectivo desta seccién é formalizar algunhas das nociéns mais habituais en grafos.
Por un lado, a idea de conezion, é dicir, a posibilidade de poder ir dun vértice a outro
a través dun camino no grafo. Por outro lado, a distancia, isto é, o nimero de arestas
que cémpre recorrer para ir dun vértice a outro; por exemplo, diremos que vértices
adxacentes que comparten unha aresta estan a distancia 1.

Definicion 7.8. En V| considérase a seguinte relacion de equivalencia: uRv se, e soa-
mente se, hai algin camino de u a v en G.

As componentes conexas dun grafo GG son os subgrafos inducidos polas clases de equi-
valencia da relacién anterior. Un grafo é conexo se ten unha tinica componente conexa.

Comezamos facendo algunhas observacions sobre as nociéns de recorrido, sendeiro,
circuito e camino, que estan intimamente ligadas entre si.

Proposicion 7.2. Todo u — v recorrido contén un u — v camino. Ademais, se u, v son
dous vértices de xeito que hai dous u— v caminos diferentes, entéon G contén polo menos
un ciclo.

Demostracion. Se uw = v, o recorrido contén o camino de lonxitude 0 formado polo
vértice u. Se u # v, imos probar o resultado por inducién sobre a lonxitude k£ do
recorrido, onde k > 1. Para k = 1 o resultado é trivialmente certo, xa que un recorrido
de lonxitude 1 é un camino. Consideramos agora un u — v recorrido de lonxitude k,

R = ug,u1,...,ug, onde ug = u e up, = v. Se R non repite vértices, acabamos. En
caso contrario, u; = j; para algin par de subindices 0 < ¢ < j < k. Polo tanto,
R = wp,u1,...,ujujq1,. .., ur 6 un u — v recorrido de lonxitude menor que k, polo
que contén un u — v camino por hipdtese de inducion.

Para a segunda parte, consideramos dous w — v caminos diferentes, xg,x1,...,%, €
Y0, Y1,---,Yp, onde xg = Yo = u e x4 = yp = v. Por ser diferentes, existe un subindi-
ce k, con kK > 1, de xeito que zp # yr e x; = y; para todo i < k. O recorrido,
Thy Tht1y - - - » Lay Yb—1, - - - » Y CONEEN UN camino xy, 21, ..., 2, Y, que non contén 1.
Por ser xp_1x e i1y arestas do grafo, xy, 21, ..., 2r, Yk, Tp—1, T € un ciclode G. [

Os ciclos de lonxitude impar desempenaran un papel importante & hora de caracterizar
os grafos bipartitos. Como en moitos casos nos interesard atopar ciclos de lonxitude
impar nos grafos, convén ter o seguinte resultado, que nos di que é suficiente con achar
un recorrido pechado de lonxitude impar.

Proposicién 7.3. Todo recorrido pechado de lonxitude impar contén un ciclo de lonxi-
tude impar. Cémpre ter en conta que o resultado, en cambio, non é certo para recorridos
de lonxitude par.

Demostracion. Demostramolo por induciéon sobre a lonxitude do recorrido, que de-
notamos por k, onde kK > 3. Se k = 3 é certo, xa que os recorridos pechados de
lonxitude 3 son ciclos. Se k& > 5 é impar e supofiemos que o resultado é certo para
recorridos pechados de lonxitude impar menor que k, podemos considerar un recorrido
pechado de lonxitude k impar. Sexa R = ug, u1,...,ug, onde ug = ug. Se 0s vérti-
ces son todos diferentes xa temos un ciclo de lonxitude k impar. En caso contrario,
u; = uj para algins 0 < i < j < k — 1. Consideramos agora os recorridos pechados
Ry = wo,ut, ... Ui Ujg1, .- U € Ro = Ui, Uiq1, ..., uj. Os dous recorridos tefien lon-
xitude polo menos un e a suma das duas lonxitudes é k, un impar. Polo tanto, un dos
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dous ten lonxitude impar e, pola hipdtese de inducién, contén un ciclo de lonxitude
impar. ]

Pasamos agora a definir distancia e a establecer algunhas das stas propiedades.
Definicién 7.9. Sexan u,v € V. A distancia de u a v definese como
d(u,v) = min{k | hai un v — v camino de lonxitude k}.
Dicimos que d(u,v) = 0o se u e v estan en diferentes componentes conexas.
A distancia cumpre as seguintes propiedades.
(a) d(u,v) >0 e d(u,v) =0 se, e soamente se, u = v.
(b) d(u,v) = d(v,u).

(c) Para todo w € V, d(u,v) < d(u,w) + d(w,v). Esta propiedade conécese como
desigualdade triangular.

Definicion 7.10. O didmetro dun grafo G é
D(G) = max{d(u,v) | u,v € V}.

A excentricidade dun vértice u é e(u) = max{d(u,v) | v € V}. O radio de G, que se
denota por 7(G) é o minimo das excentricidades. Un vértice u que cumpre e(u) = r(G)
chdmase central.

Proposicién 7.4. Tense que r(G) < D(G) < 2r(G), é dicir, o didmetro sempre esté
entre o radio e o dobre do radio.

Demostracion. E unha consecuencia inmediata da desigualdade triangular. O

Exemplo. Na cultura popular, hai unha famosa teoria, proposta polo escritor hingaro
Frigyes Karinthy en 1929, que se conece como a teoria dos seis graos de separacion.
Sostén que unha persoa arbitraria estd conectada a outra calquera do planeta a través
dunha cadea de conecidos composta por cinco intermediarios, unindo a ambas persoas
con seis arestas. Na linguaxe que estamos a empregar, isto quereria dicir que o didmetro
do grafo formado por tédalas persoas do planeta, con dias delas conectadas por un
aresta cando se coniecen, ten didmetro 6.

Imos agora empregar os resultados anteriores para establecer unha das primeiras pro-
posiciéns importantes desta seccion.

Proposicién 7.5. Un grafo é bipartito se, e soamente se, non contén ninguin ciclo de
lonxitude impar.

Demostracion. Se un grafo é bipartito, os vértices dun ciclo son alternativamente das
duas partes estables, de onde deducimos que o ciclo ten lonxitude par (polo que non
pode haber ciclos de lonxitude impar).
Sexa agora GG un grafo sen ciclos de lonxitude impar. Fixamos un vértice u e conside-
ramos

X ={z€V|d(u,z) épar}, Y ={zeV]|d(u,z)éimpar}.

Se o grafo non é conexo, fixamos un vértice de cada componente conexa. E obvio que os
conxuntos X e Y son non baleiros xa que o grafo é non trivial; ademais, a stda union é
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V e a sia interseccion é baleira. Sexa a = vw € A. Afirmamos que un dos vértices esta
en X e o outro en Y. Consideramos para iso un camifno de lonxitude d(u,v) entre u e
v, e un camino de lonxitude d(u, w) entre u e w. Se v,w € X, consideramos o recorrido
formado polo u — v camino, a aresta vw e o w — u camino obtido ao cambiar o sentido
do u — w camino. Deste xeito obtemos un recorrido pechado de lonxitude impar que
contén entén un ciclo de lonxitude impar, o que é unha contradiciéon. O caso no que
v,w €Y é analogo. O

Definicion 7.11. Un conxunto de vértices S C V é separador se G — S ten maéis
componentes conexas que (G. Analogamente, un conxunto de arestas B C A é separador
se G — B ten miis componentes conexas que G.

Proposicion 7.6. Nun grafo conexo, un conxunto S C V é separador se, e soamente
se, hai dous vértices u,v ¢ S tal que todo u — v camifio contén algin vértice de S.
Analogamente, un conxunto B C A é separador se, e soamente se, hai dous vértices
u, v tal que todo u — v camifio contén algunha aresta de B.

Definicién 7.12. Un vértice v tal que {v} é separador chdmase vértice de corte. Unha
aresta a tal que {a} é separador chamase aresta ponte

Exemplo. No seguinte grafo, o vértice B é un vértice de corte, porque a siia eliminacién
separa o grafo en dias componentes conexas. Os vértices A e F' tamén son vértices de
corte. Pola sida banda, a aresta AB é unha aresta ponte, como tamén o son AF e FG.

N

E unha observaciéon doada que unha aresta é ponte se, e soamente se, non hai ningin
ciclo que a contena. Se un grafo conexo de orde polo menos 3 ten algunha aresta ponte,

entén ten algin vértice de corte.

Proposicién 7.7. Sexa G = (V, A) un grafo conexo de orde n e medida m.
(a) Se u € V, entén o grafo G — u ten como moito g(u) componentes conexas.
(b) Se a € A, o grafo G — a ten como moito dias componentes conexas.
(c) Cumprese que m > n — 1.

Demostracion.  (a) Se g(u) = d, sexan uq, . .., uq os vértices adxacentes a u. Se x é un
vértice de G — u, hai un u — x camino en G que comeza cunha aresta uu;, é dicir,
hai un u; — x camino en G — u. Polo tanto, x estd na mesma componente conexa
que u; en G — u, de onde se deduce que G — u ten como moito d componentes
conexas.
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Suponamos que a = uv. Se x é un vértice calquera de GG, hai polo menos un v — x
camifio en G. Se o camino non contén a, entén = estd na mesma componente
conexa que u en G — a. Se contén a, comezard pola aresta a = uv, de xeito que
hai un v — z camifno en G que non contén a. E dicir, x estd na mesma componente
conexa que v en G — a. Polo tanto, G — a ten como moito dias componentes
conexas, a que contén u e a que contén v.

Procedemos por inducién no nimero de vértices n. Se n = 1 é certo. Supofiamos
agora que n > 2 e o resultado é certo para grafos de orde n, con n > 2; sexa u un
vértice calquera. O grafo G — u ten k componentes conexas, G1, G, ..., Gk, onde
1 < k < g(u). Se G; é un grafo de orde n; e medida m;, entén Zle n,=n—1<n
e Zle m; = m — g(u). Como por hipé6tese de inducién m; > n; — 1, tense

k k
m=Y mi+g(u) =Y (ni—1)+g(u)
i=1 =1

k

=Y ikt () =n 1+ (g(u) — k)
i=1

>n—1.

O]

Proposicién 7.8. Sexa G = (V, A) un grafo conexo non trivial, e sexa u € V e a € A.

(a)

(b)

()

O vértice u é de corte se, e soamente se, existen x,y € V — u de xeito que u
pertence a calquera x — y camino.

A aresta a é ponte se, e soamente se, existen x,y € V de xeito que a pertence a
calquera x — y camino.

A aresta a é ponte se, e soamente se, non pertence a ningun ciclo.

Demostracion. (a) Demostraremos que u non é vértice de corte se, e soamente se,

para calquera par de vértices z,y € V — {u} hai polo menos un x — y camino que
non contén u. Se u non ¢é vértice de corte, G — u é conexo, e, polo tanto, para
dous vértices x,y de G — v hai un camino que os conecta, o que necesariamente
quere dicir que non pasa por u. Reciprocamente, se para calquera par de vértices
z,y € V — {u} hai un x — y camifio que non contén u, entén hai un camifno en
G — u para todo par de vértices x,y de G — u, que ¢é a definicién de que G — u
sexa conexo. Polo tanto, u non é vértice de corte de G.

Imos ver que a non é aresta ponte se, e soamente se, para todo par de vértices
x,1y de G — a hai polo menos un z — y camino en G — a. Suponamos primeiro que
a non é aresta ponte. Como os vértices de G — a son os mesmos que os vértices
de G, temos que, para todo par de vértices x,y de G hai polo menos un = — y
camino en G que non contén a. Reciprocamente, se para toda parella de vértices
T,y existe un x — y camifio que non contén a, entén haberd un x — y camino en
G — a, o que quere dicir que G — a é conexo e a non ¢é aresta ponte.

Imos ver que a non é aresta ponte se, e soamente se, a é dalgin ciclo. Sexa a = uv
unha aresta de G e sexa G’ a componente conexa que a contén. Se a = uv non
¢ aresta ponte de G, entén G’ — a é conexo, polo que existe un u — v camifio en
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G’ — a, isto é, un u — v camino en G’ que non contén a. Se engadimos a aresta
a ao camino anterior obtemos un ciclo en G’, que polo tanto tamén estd en G, e
que contén a aresta a. Para ver o reciproco, suponiamos que a estd nalgun ciclo.
O ciclo s6 contén elementos de G’. Fixamos agora x,y vértices en G’ — a. Como
G’ é conexo, existe polo menos un camino que os conecta en G’. Se o camino non
contén a, temos un x — y camino en G’ — a. Se contén a, podemos substituir a
aresta a pola outra parte do ciclo que contén a e que conecta os vértices u e v.
Deste xeito, obtense un x — y recorrido en G’ — a que contén un r — y camino
en G’a. Polo tanto, hai un x — y camino en G’ — a, o que demostra que G' —a é
conexo e que, polo tanto, a non é aresta ponte de a.

O

Imos introducir agora os conceptos de vértice-conectividade e aresta-conectividade.

Definicion 7.13. Sexan k,l > 1 enteiros. O grafo G é k-conexo se para todo S C V
con |S| < k—1o grafo G — S é conexo e non trivial. Se G non é conexo ou é trivial,
dicimos que é 0-conexo. O maximo k tal que G é conexo chdmase (vértice) conectividade
e escribese x(G). Analogamente, o grafo G é l-aresta conexo se para todo B C A con
|B| <1—1 o grafo G—B é conexo e non trivial. Se G é non conexo ou trivial, dicimos que
é 0-aresta conexo. O méaximo [ tal que G é [-aresta conexo chdmase aresta conectividade
e escribese A(G).

Para enunciar a seguinte proposicién, recordemos que 6(G) é o menor dos graos dun
grafo.

Proposicién 7.9 (Whitney). Se G é un grafo calquera, tense que
k(G) < AG) < 6(G).

Demostracion. Se G é un grafo trivial ou non conexo, entén k(G) = A(G) = 0 e
d(G) > 0. Suponiamos entén que G é conexo e non trivial, e sexa u un vértice con grao
minimo ¢, de xeito que queda illado ao suprimir as § arestas incidentes a u. Polo tanto,

AG) <6(G).

Para a outra desigualdade, sexa S un conxunto de arestas de cardinal r = A\(G), de
xeito que G — S non sexa conexo. Se S = {ai,...,a,}, a aresta a, é aresta ponte do
grafo conexo G —{ay,...,ar,_1} xa que, se non fose conexo, teriamos que A(G) < r—1.
Polo tanto, G — S = (G — {a1,...,a,-1}) — a, ten exactamente diias componentes
conexas. Sexa a, = xy. Para cada aresta a;, con 1 <4 < r — 1, escollemos un vértice u;
incidente con a; tal que u; # x,y. O conxunto W = {uy,...,u,—1} ten cardinal como

moito r—1, xa que pode pasar que escollamos un mesmo vértice para arestas diferentes.
O grafo G — W ten orde polo menos 2, xa que x,y son vértices del. Se non fose conexo,
entén k(G) < [W| <r—1<r = XG). Se é conexo de orde 2, entén G — (W U {z}) é
o grafo trivial e tense que kK(G) < (r — 1) +1 =7 = A(G).

Finalmente, supofiamos que G — W é conexo de orde polo menos 3, e que existe entén
un vértice z diferente de z e y. O

O seguinte resultado, coniecido como Teorema de Menger, é un dos principais resultados
sobre conectividade en grafos. Relaciona o nimero de vértices que hai que quitar para
desconectar dous vértices co nimero de caminos internamente disxuntos entre eses
vértices. A demostracién é bastante complexa, polo que a imos omitir.
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Teorema 7.1 (Menger). Dados dous vértices u e v non adxacentes, sexa s(u,v) o
minimo nimero de vértice que hai que eliminar para que u e v queden en componentes
conexas diferentes, e sexa c(u,v) 0 maximo numero de u — v camifios internamente
disxuntos. Entén, s(u,v) = ¢(u,v).

En particular, un grafo é k-conexo se, e soamente se, para cada parella de vértices u, v
existen k v — v caminos internamente disxuntos.

7.3. Grafos eulerianos e hamiltonianos

O problema dos grafos eulerianos ten a sda orixe nunha situacién da vida cotid. Konis-
berg, a actual Kaliningrado, era unha cidade de Prusia que tina sete grandes pontes:
a ponte do ferreiro, a ponte conectora, a porte verde, a ponte do mercado, a ponte de
madeira, a ponte alta e a ponte da mel. O problema que se formulaba era o seguinte:
¢é posible atravesar todalas pontes pasando unha tnica vez por cada unha delas? Para
formular e responder este tipo de cuestiéns convén introducir a seguinte terminoloxia.

Definicion 7.14. Sexa G un grafo conexo. Un circuito euleriano é un recorrido pechado
que pasa exactamente unha vez por cada aresta. Un grafo é euleriano se ten algin
circuito euleriano.

Proposicién 7.10. Un grafo G é euleriano se, e soamente se, é conexo e todos os seus
vértices tenen grao par.

Demostracion. Consideremos un circuito euleriano do grafo G
Ugp, a1, U1, az, U2, a3, U3, . . . , bm—2, Am—1, Um—1, Am, Um,

onde uy = Uy, € A = {aq,...,an}. Como G é conexo e non trivial, todo vértice é
incidente polo menos a unha aresta, de xeito que todo vértice do grafo pertence ao
circuito. Hai tantas arestas incidentes nun vértice u como o dobre do niimero de veces
que aparece o vértice na sucesion ug, u1,...,Un_1, Xa que no circuito aparecen tédalas
arestas unha vez e sé unha, e todo vértice u; é incidente as duas arestas vecinas a; e
ai+1, excepto o vértice ug = u,, que é incidente a a; e a,,—1. Concluimos entén que
todo vértice ten grao par.

Para ver o reciproco, imos demostrar que existe unha particién {4; | ¢ € [r]} do
conxunto de arestas de xeito que o subgrafo xerado por A; é un ciclo, para todo ¢ € [r].
Imos demostralo por inducién sobre m, con m > 3. Se G é un grafo conexo con 3 arestas
e no que todos os vértices tenen grao 3, ten que ser o grafo ciclo C3, e a particién do
conxunto de arestas ten unicamente unha parte que as contén todas. Suponiamos agora
que m > 4 e que todos os vértices tefien grao par. O grafo contén polo menos un ciclo, C’,
e sexa A’ o conxunto das arestas do ciclo C’. Consideramos o grafo G’ xerado por A—A'.
Todos os vértices de G’ tefien grao par. Por hipdtese de inducién, cada un dos conxuntos
de arestas das componentes conexas non triviais de G’ admiten unha particién en partes
inducen ciclos. A particién formada por tédalas partes obtidas, xuntamente co conxunto
A’, é unha particién de A que cumpre as condicién do enunciado.

A partir desa particién podemos construir agora un circuito euleriano. Sabemos que
A =Ujedie AiNAj = D sei # j. As arestas de Ay determinan un ciclo C1 que comeza
e acaba nun vértice u e contén as arestas de A; unha vez (e soamente unha). Como
G é conexo, polo menos unha aresta a; € A — Ay ten que ser incidente a un vértice
up do ciclo C'j. Suponamos que a; € A;, e consideremos o circuito C que consiste en



7.3. GRAFOS EULERIANOS E HAMILTONIANOS 101

recorrer o circuito C ata arribar ao vértice u;, a continuacién o ciclo inducido por A4;,
que comeza e acaba en uj e despois o que queda de circuito C';. Obtemos un circuito
que contén as arestas de A; U A;,. Como o grafo é conexo, polo menos unha aresta
az € A— (A1 U A;,) ten que ser incidente a un vértice ug de Cy. Supomos agora que
ay € A;, e construimos un circuito C'3 que contén as arestas de A; UA;, UA;, e iteramos
0 proceso ata ter un circuito que contén tédalas arestas de G. ]

O método anterior pédese empregar para construir un ciclo euleriano nun grafo G no
que todos os vértices tefien grao par. Outra opcién moi similar é o conecido como
algoritmo de Fleury, que consiste en ir escollendo arestas que non desconecten o grafo,
sempre e cando sexa posible realizar unha eleccion alternativa.

Definicion 7.15. Un sendeiro euleriano nun grafo conexo GG é un recorrido que pasa
exactamente unha vez por cada aresta e que comeza e acaba en vértices diferentes.

Pola proposicion anterior, sabemos que un grafo G ten un sendeiro euleriano se, e
soamente se, é conexo e ten exactamente dous vértices de grao impar. Nestes casos, as
veces filase de grafo semieuleriano

Definicion 7.16. Dicimos que un ciclo ou un camino nun grafo G son hamiltonia-
nos se contefien todos os vértices de G. Un grafo é hamiltoniano se ten algin ciclo
hamiltoniano.

Proposiciéon 7.11. Sexa G un grafo hamiltoniano e S C V un conxunto non baleiro
con |S| = s. Entén, o grafo G — S ten como moito s componentes conexas.

En particular, os grafos hamiltonianos son 2-conexos.
De cara a establecer os dous resultados principais sobre grafos hamiltonianos, precisa-
mos o seguinte resultado.

Proposicion 7.12. Sexan G un grafo de orde n e u,v vértices non adxacentes. Se
g(u) + g(v) > n, entén o grafo G é hamiltoniano se, e soamente se, o grafo G + uv
tamén o é.

Os dous principais resultados que dan condiciéns suficientes para que un grafo sexa
hamiltoniano son os seguintes. Omitimos as correspondentes demostraciéns.

Teorema 7.2 (Ore). Sexa G un grafo de orde n tal que, para calquera parella de
vértices u e v non adxacentes cimprese que g(u) + g(v) > n. Entén G é hamiltoniano.

Teorema 7.3 (Dirac). Sexa G un grafo de orde n tal que para todo vértice u cimprese
que g(u) > n/2. Entén G é hamiltoniano.

Exemplo. O grafo completo K, sempre é hamiltoniano. E euleriano se, e soamente se,
n é impar, xa que todos os seus vértices tenen grao n — 1.

O grafo bipartito completo K, , ¢ euleriano se, e soamente se, m e n son ambos pares.
E hamiltoniano se, e soamente se, m = n, xa que calquera ciclo que ten ir alternando
un vértice de cada unha das partes estables, polo que ten que ter os mesmos elementos
en cada unha delas. En particular, isto amosa que os limites que proporciona o teorema
de Dirac son axustados: no grafo K, 1, que ten orde 2n + 1, todos os vértices tefien
orde n ou n + 1, pero ese non é bipartito.
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7.4. Arbores

No estudo dos grafos, un dos tipos mais importantes son as drbores, que aparecen en
moitos contextos diferentes e que cumpren diferentes propiedades que iremos discutindo
ao longo desta seccion.

Definicion 7.17. Un grafo G é unha drbore se é conexo e aciclico. Un grafo aciclico
chdamase bosque. Nunha drbore (ou nun bosque) os vértices de grao 1 chamase follas.

Antes de comezar a desenvolver as sias propiedades, imos establecer algins resultados.

Proposicion 7.13. Se G é un grafo aciclico de orde n e medida m, entéon m < n — 1.
En particular, un grafo con todos os vértices de grao maior ou igual que 2 contén polo
menos un ciclo.

Demostracion. Imos resultar o resultado por inducién en n. Se n = 1 o resultado é
certo. Suponiamos que n > 2 e que o resultado se cumpre para grafos de orde menor
a n. Consideremos un grafo aciclico G de orde n, con n > 2. Se a medida de G é 0,
a desigualdade é certa. Se a medida é polo menos 1, collemos unha aresta calquera a.
Como G é aciclico, a é unha aresta ponte de G. Polo tanto, o grafo G —a ten polo menos
dias componentes conexas que son grafos aciclicos. Se G, ..., G son as componentes
conexas de G —a e G; ten orde n; e medida m;, entén n; < n; por hipétese de inducién,
m; < n; — 1. Sumando todo, quédanos que

k k k
m:Zmi—i-lSZ(ni—1)+1:Zni—k+1:n—k+1§n—1.
i=1 i=1 i=1

Se os vértices son todos de grao maior ou igual que 2, m > %(Qn) =n>n—1, polo
que o grafo non pode ser aciclico. O

Do anterior resultado tamén se deduce que un grafo 2-regular é unién de ciclos e que
os grafos conexos 2-regulares son precisamente os grafos ciclo.
A seguinte proposicién resume as propiedades principais das arbores.

Proposicién 7.14. Sexa T' = (V, A) unha arbore de orde n e medida m. Entén:
(a) m=n—1.
(b) Sen > 2, T ten polo menos unha folla.
(¢) T é bipartito.
(d) Toda aresta é ponte.

e) Todo vértice u de grao maior ou igual que 2 ¢ de corte, eT —u ten glu) com-
g g
poﬁentes conexas.

(f) Para todo u,v € V, hai un unico u — v camino.

Demostracion. (a) Calquera grafo conexo cumpre que m > n — 1, mentres que os
grafos aciclicos cumpren que m < n — 1. Polo tanto, m =n — 1.
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(b) Temos que m =n — 1 e como o grafo é conexo non hai vértices de grao 0. Sexa f
o numero de vértices de grao 1. Empregando o lema do apertén de mans temos
que

2m—2=2m=f+ > g(u)>f+2n-f)=2n-Ff
ulg(u)#1
polo que f > 2.

(¢) Unha arbore non ten ciclos polo que, en particular, non ten ciclos de lonxitude
impar, o que quere dicir que o grafo é bipartito.

(d) Se a aresta non fose ponte, ao quitala haberia un camino conectando os dous vérti-
ces; ao engadirmos a aresta, estariamos obtendo un ciclo, que é unha contradicién
co feito de que T' é unha arbore.

(e) Sexan v e w dous vértices adxacentes a u. Se houbese un camifio que os conectase
sen pasar por u, ao engadirmos este vértice xunto coas arestas vu e uw esta-
riamos a fabricar un ciclo. Como cada un dos vértices adxacentes a u queda en
componentes conexas diferentes, tense o enunciado.

(f) Se houbese mais dun camifio diferente, serfa posible obter un ciclo.

O]

A seguinte proposicién permite ter diferentes caracterizacions alternativas das arbores.

Proposicién 7.15 (Caracterizaciéon das arbores). Se G = (V, A) é un grafo de orde n
e medida m, entén as seguintes condicions son equivalentes:

(a) G é unha arbore;

)
(b) G é aciclicoe m =n — 1,
(c) G é conexoem=n —1;
(d) G é conexo e toda aresta é ponte;
(e) para todo u,v € V, existe un unico camino para ir de u a v;
(f) G é aciclico e ao engadirmos unha aresta créase exactamente un ciclo.
Demostracion. Tédalas implicacidéns son de tipo estandar. O

Un bosque de orde n e k componentes conexas ten medida n — k. Nun grafo aciclico de
orde n e medida m cimprese que m <n — 1.

Definicion 7.18. Unha arbore xeradora dun grafo G é un subgrafo xerador de G' que
é unha arbore.

Proposicién 7.16. Un grafo G ten (polo menos) unha arbore xeradora se, e soamente
se, G é conexo.

Demostracion. Se un grafo G ten unha arbore xeradora ten que ser conexo, xa que
para todo par de vértices hai un camino na arbore que os conecta e, polo tanto, un
camifio que os conecta no grafo G. Suponamos agora que G é conexo. Consideremos
un subgrafo H conexo e xerador de G de medida minima. Se H non é unha arbore, H
contén algun ciclo, polo que podemos coller unha aresta a de dito ciclo e considerar o
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subgrafo H' = H — a. O subgrafo H' é conexo xa que a non é aresta ponte, é xerador
(xa que ten o mesmo conxunto de vértices) e de medida mais pequena que H. Isto é
unha contradiciéon coa suposicién de que H era o subgrafo conexo xerador de H de
medida minima. O

O seguinte resultado permite determinar o nimero de arbores xeradoras para o grafo
completo K.

Proposicién 7.17 (Cayley). Hai n" 2 4rbores diferentes con conxunto de vértices
V =[n].

De cara a probar este resultado, imos introducir as coniecidas como sucesions de Priifer
dunha drbore. Se T' é unha drbore de orde n > 3 con conxunto de vértices V = [n], a
sucesion de Prifer de T é a palabra

P(T) = (yla Y2y, yan)
de n — 2 nimeros do conxunto V' = [n] definida recursivamente do seguinte xeito:
(a) y1 é o unico vértice adxacente & folla z1 de valor minimo da érbores 77 = T

(b) yx € o tnico vértice adxacente & folla zj de valor minimo da arbore Ty, = T}, —
xp_1 para todo k con 2 < k <n — 2.

Exemplo. Consideremos a seguinte arbore de 9 vértices e 8 arestas.

Imos ver como atopar a sucesion de Priifer da arbore que se amosa no grafico.
(a) A folla de menor valor é o vértice 1, e o vértice adxacente é o 3.
(b
(c

)

) Eliminado o vértice 1, a folla de menor valor é o vértice 3, adxacente ao 2.

)
(d) Agora, as follas son o 7 e 0 9. O vértice adxacente ao 7 volve ser o 5.

)

)

)

No seguinte paso, as follas son 0 6, 0 7 e 0 9. O vértice adxacente ao 6 é o 5.

e) As follas son 0 5 e 0 9. O vértice adxacente ao 5 é o 8.

(
(f

(g

Seguimos a ter duas follas, 0 8 e 0 9. O vértice adxacente ao 8 é o 2.

Finalmente, xa sé cos vértices 2, 4 e 9, as follas son 0 2 e 0 9, e 0 vértice adxacente
ao 2 éo 4.
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Polo tanto, a sucesién de Priifer da arbore é a (3,2,5,5,8,2,4).

Imos discutir agora o proceso inverso, sobre como reconstruir unha &rbore a par-

tir da sua sucesién de Priifer. Suponamos que T' = (V, A), con V = [n], e pomos
(y1,%2,--.,Yn—2) para a sua sua sucesiéon de Priifer. Para determinar o conxunto de
arestas A = {a1,...,a,—1)} procedemos recursivamente.
(a) Pomos a1 = x1y1, onde z1 = min([n] — {y1,...,yn—2});
(b) Temos que a, = zyk, sendo z = min([n] — {x1,...,Tk—1, Yk, .-, Yn—2), se 2 <
k<n-—2;
(¢) ap—1 = xp_1n, onde x,_1 = min([n| — {x1,...,zy_2}).

Exemplo. Imos explicar como obter a arbore correspondente & arbore (3,2,5,5,8,2,4).
(a) Tense que z1 = 1, polo que a primeira aresta é a 13.

(b) Do mesmo xeito, x2 = min([9] —{1,2,5,5,8,2,4}) = 3, polo que a segunda aresta
é 23.

(c) Temos que x3 = min([9] — {1, 3,5,5,8,2,4}) = 6, o que quere dicir que a terceira
aresta é 56.
(d) Temos que x4 = min([9] —{1,3,6,5,8,2,4}) = 7, polo que a cuarta aresta ¢ 57.

e) Analogamente, z5 = 5 e a quinta aresta é 58.

—~

(
(
(g
(h

)

)

) Tense que z¢ = 8 e a sexta aresta é 28.

) Finalmente, 27 = 2 e a penultima aresta é 24.
)

Para o dltimo paso, xg = 8, polo que a aresta final é a 49.
Podemos finalmente dar a proba do teorema de Cayley.

Demostracion. Como se trata dun proceso reversible, temos unha bixeccién entre as
arbores xeradoras de K, e as palabras de lonxitude n — 2 formadas cos ntimeros do 1
ao n. Como temos n™ 2 palabras deste xeito, o teorema de Cayley queda probado. [

Para estender estes resultados a grafos mais xerais, temos o chamado como teorema de
Kirchhoff. Tratase dun enunciado mais complicado, do que daremos unha breve idea.

Definicién 7.19. A matriz D = (d;;) de graos dun grafo G con conxunto de vértices
{u1,...,u,} é a matriz diagonal tal que o elemento i-ésimo da diagonal é d;; = g(u;).
Unha matriz de incidencia orientada dun grafo G de orde n > 2 e medida m > 1 é
unha matriz n X m que se obtén cambiando en cada columna da matriz de incidencia
un 1 por un —1.

Proposicion 7.18. Sexa A a matriz de adxacencia, M a de incidencia, N unha matriz
de incidencia orientada e D a matriz de graos dun grafo, obtidas a partir dunha orien-
tacion do conxunto de vértices e de arestas. Enton, cimprense as seguintes igualdades
matriciais:

(a) MM! =D + A.
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(b) NNt =D — A.
Estes resultados permiten facer a seguinte definicién.
Definicién 7.20. A matriz Q = NN! = D — A chdmase matriz laplaciana de G.
O seguinte resultado é o coniecido como teorema de Kirchoff ou matriz tree theorem.

Proposicién 7.19 (Teorema de Kirchhoff). O nimero de drbores xeradoras dun grafo
G é igual ao valor absoluto do determinante de calquera matriz que se obtén ao suprimir
unha fila ou unha columna da matriz laplaciana ().

De cara a diferentes aplicaciéns, é importante contar con algoritmos que permitan
atopar arbores xeradoras. Os mais conecidos son o algoritmo de Prim e o algoritmo
de Kruskal. O primeiro baséase na eleccién de vértices e o segundo na eleccién de
arestas. Estes procedementos son mais importantes no contexto dos chamados grafos
ponderados, nos que se lle asigna un peso a cada unha das arestas.

7.5. Planaridade

Definiciéon 7.21. Unha representacion plana dun grafo G é unha representacién do
grafo no plano de xeito que identificamos cada vértice cun punto do plano, e cada aresta
cunha lina continua que une os vértices correspondentes de xeito que as arestas non se
cortan. Un grafo é planar se admite unha representacion plana.

Se temos unha representacién plana dun grafo, os puntos que representan os vértices e as
arestas delimitan diferentes rexiéns do plano. Unha cara é unha rexién conexa maximal
do plano que non contén ningin punto utilizado na representacién dun vértice ou dunha
aresta.

O seguinte resultado conécese como férmula de Euler.

Proposicién 7.20 (Férmula de Euler). Se ¢ é o nimero de caras dunha representacién
plana dun grafo conexo de orde n e medida m.

(a) Cumprese que ¢c+n=m+ 2.

(b) Se ¢ é o ntiimero de caras dunha representacién plana dun grafo de orde n e medida
m con exactamente k componentes conexas, entén c+n =m + k + 1.

(¢) Se G é un grafo planar de orde n, con n > 3, e medida m, entén m < 3n — 6.

Demostracion. (a) Imos proceder por inducién sobre o nimero de arestas do grafo.
Se o grafo non ten ningunha aresta, é o grafo trivial, polo que ten unha cara e
un vértice e a féormula cimprese. Suponamos agora que temos un grafo conexo
de medida m, con m > 1, e que o resultado é certo para grafos de medida menor
que m. Se o grafo non ten ciclos tratase dunha arbore, que ten unha tnica cara e
m =n — 1, polo que o resultado é certo. Se o grafo ten algin ciclo, consideramos
unha aresta a dun ciclo. O grafo G — a é conexo de medida m — 1. Por hip6tese
de inducién, se o nimero de caras de G —a é ¢/, temos que ¢/ +n =m — 1+ 2.
Por outro lado, o nimero ¢ de caras do grafo cumpre que ¢ = ¢’ + 1. Volvendo 4
ecuacién anterior, obtemos que ¢ +n =m + 2.
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(b) Se o grafo G ten k componentes conexas, que chamamos G;, para cada unha delas
camprese que ¢; +n; = m;+2. Tense que ¢ = Zle ¢i—(k—1), polo que, sumando
tédalas igualdades, chegamos a

k
Zml—i—Q—nZ (k—1)=m+2k—n—(k—1).
i=1

A partir de aqui, o resultado é evidente.

(¢) Suponiamos en primeiro lugar que o grafo G é conexo. Se a medida é como moito
3, entén é certo. Suponamos entén que m > 4. Se temos unha representacién
plana de G, entén ¢ + n = m + 2. Por outro lado, se numeramos as caras da
representacién plana de 1 a c— e f; representa o numero de arestas que limitan a
cara %, temos que

3c < Zczfz‘ < 2m,

i=1

xa que cada cara esta limitada por, polo menos, tres arestas, e cada aresta limita
con, como moito, duas caras. Polo tanto, 3(m + 2 — n) < 2m, de onde se obtén
que m < 3n — 6. Se o grafo é plano e non conexo, podemos engadir arestas
entre as diferentes representaciéns planas das componentes conexas, obtendo unha
representacion plana dun grafo G’ conexo, de orde n e de medida m’ > m, que
cumpre m’ < 3n — 6. Polo tanto, m < 3n — 6.

O

Proposicion 7.21. Un grafo planar ten polo menos un vértice de grao como moito 5.

Demostracion. Suponamos que o grafo ten orde n e medida m. Se fose planar e todo
vértice tivese grao polo menos 6, enton

6n < Zg(u):2m§6n—12,
ueV

que é unha contradicion. O

Proposiciéon 7.22. Os grafos K5 e K33 non son planares.

Dicimos que un grafo G é contraible a H se H se pode obter a partir de G por medio
de sucesivas contracciéns de arestas.

Proposicién 7.23 (Kuratowski). Un grafo G é un grafo planar se, e soamente se, non
contén ningin subgrafo contraible nin a K5 nin a K3 3.

7.6. Coloracién de grafos

Definicion 7.22. Unha coloracion dun grafo G é unha asignacién de cores aos vértices
de G, de xeito que vértices adxacentes reciben colores diferentes. O minimo ntimero de
cores que fan falta para colorear GG é o chamado nimero cromdtico de G, e escribese
como x(G).
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Claramente, se |V (G)| = n, entén x(G) < n, e alcdnzase o valor de n para K,,. Pomos
w(G) para a medida da maior clique (subgrafo completo) e a(G) para a medida do
maior conxunto independente. Diremos un grafo G é k-critico (respecto ao nimero
cromético) se x(G) = k, pero x(G — e) < k para todo aresta e. Se x(G) = k, entén G
contén un subgrafo k-critico.

Exemplo. Un grafo ten nimero cromaético 1 se, e soamente se, non ten ningunha
aresta. Un grafo ten ntimero cromético 2 se, e soamente se, ten polo menos unha aresta
e é bipartito.

Exemplo. O nimero cromatico do grafo completo K,, é x(K,) = n, xa que non pode
haber dous vértices da mesma cor por estaren unidos cunha aresta.

O numero cromatico do ciclo C,, é x(C),) = 2 se n é par, por tratarse dun grafo bipartito,
e x(Cy) = 3 se n é impar: podemos numerar os vértices do 1 ao n = 2k + 1 e pintar
dunha cor todos os impares ata 2k — 1, doutra cor o 2k + 1, e dunha terceira cor todos
0s pares.

Para o seguinte resultado, recordemos que A(G) é o maior dos graos de G. E un exercicio
sinxelo demostrar que se G ten grao maximo A, entén G pddese pintar con (A + 1)
cores.

Proposicién 7.24 (Brooks). Se G é un grafo conexo non isomorfo a un grafo completo
ou a un ciclo impar, entén

X(G) < A(G).

Un problema que historicamente atraeu a atencién de moitos matematicos é o da colo-
racion dos grafos planares. Esta cuestién esta relacionada co nimero de cores que fan
falta para pintar un mapa de xeito que dias rexiéns adxacentes sexan de cores diferen-
tes. Desde mediados do século XIX conxecturouse que con catro cores era suficiente.
Porén, ese resultado resistiuse ao estudo da comunidade matemaética, e durante moitos
anos o mellor resultado disponible foi o teorema de Heawood, que afirma que duas cores
son suficientes.

Proposicién 7.25 (Heawood). Todo grafo planar é 5-coloreable.

Demostracion. Procedemos por inducién sobre n, o ntimero de vértices do grafo. Se
n < 5 é claramente certo, asi que suponamos que n > 6 e que o resultado é certo para
grafos de menos de n vértices. Sexa u un vértice de grao como moito 5. Por hipétese
de inducién, o grafo G — u é 5-coloreable, xa que é planar de orde n — 1. Se g(u) < 4,
entén o grafo é 5-coloreable, xa que lle podemos asignar un color diferente ao dos 4
vértices adxacentes a u. Se g(u) = 5 e 0s 5 vértices adxacentes a u tefien asignados como
moito 4 cores diferentes, entén tamén podemos rematar. Finalmente, suponamos que
g(u) =5 e que a coloracién de G — u asignalle 5 cores distintas aos vértices adxacentes
a u. Numeramos os vértices adxacentes a u como v1, v, v3, V4 € U5, que tefien cores
1, 2, 3, 4 e 5, e consideramos que as arestas uvy, uve, uvs, uvs € uvs estan en sentido
antihorario na representacién plana do grafo. Sexa G;; o subgrafo de G inducido polos
vértices de cor i e j, con ¢ # j. Se v; e vy son de diferentes componentes conexas en
(13, podemos intercambiar as cores 1 e 3 nos vértices da componente conexa de vi. Se
estdn na mesma componente conexa, hai un camino de v; a vz en G — u formado polos
vértices de G13. Nese caso, v94 non poden ser da mesma componente conexa en Gag, Xa
que en caso contrario haberia un grafo contraible a G5, o formado por vy, va, v3, v4 €
u. Polo tanto, podémoslle asignar unha cor diferente as 4 cores asignadas aos 5 vértices
adxacentes a u. O
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No ano 1979 completouse a demostracién do teorema das catro cores, que afirma que
catro cores son suficientes para pintar calquera grafo planar. No proceso de proba, os

ordenadores desenvolveron un papel crucial.
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Capitulo 8

Algoritmos en grafos

O obxectivo desta parte final do tema é discutir algins algoritmos en grafos. En todo
momento, G denota un grafo, n 0 seu nimero de vértices e m o numero de arestas.

8.1. Distancias en grafos: busca en anchura

O algoritmo BFS ou busca en anchura é un algoritmo que se emprega en grafos para
atopar a distancia entre dous vértices. Hai un algoritmo similar, que se cofiece como
DF'S ou busca en profundidade, que se usa co mesmo propdsito e que é similar en canto
a complexidade.

No algoritmo BFS selecciénase un vértice inicial e vanse visitando tddolos demais en
funcién da distancia ao vértice inicial (isto é, primeiro visitanse os que estén a distancia
1, logo os que estéan a distancia 2 e asi sucesivamente). Isto permite determinar as
distancias ao vértice inicial. A complexidade do BFS é O(m + n), isto é, é lineal na
suma do numero de vértices e arestas.

Imos considerar o seguinte exemplo para ilustrar o algoritmo.

O BF'S explora o grafo nivel por nivel.
(a) O vértice inicial é o A (en vermello), que se considera que estd a distancia 0.

(b) A primeira capa estéd formada polos vértices B, C e D (en azul), todos eles a
distancia 1.

111
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(¢) A segunda capa estd formada polos vértices E e F' (en verde), ambos a distancia
2.

Durante cada iteracién do BFS, os vértices fronteira son os vértices do seguinte nivel
que ainda non foron visitados. O algoritmo contintda ata que todos os vértices son
explorados.

De cara & sta implementacién adoita empregarse unha cola, na que se van introducindo
os vértices vecinos a aqueles que visitamos, e despois vanse explorando en funcién do
tempo que levan na cola (isto é, un vértice explérase antes ca outro se leva méis tempo
na cola). Cando se explora un vértice que esta a distancia d, a todos aqueles vecinos
seus que ainda non foron introducidos na cola asignaselle a distancia d + 1.

Imos mencionar algunhas das aplicaciéns do algoritmo BF'S.

= Determinar se un grafo é conexo. Se, partindo dun vértice inicial é posible chegar
a tédolos demais, entén o grafo é conexo. En caso contrario, hai méis dunha
compoiiente conexa.

» Existencia de ciclos. Un grafo contén un ciclo se, durante un recorrido do grafo,
atopamos un vértice que ten vecinos que xa foron visitados.

= Determinar se un grafo ten niimero cromético 2. Para iso, pintase o vértice inicial
dunha cor, por exemplo, de azul. Tédolos seus vecinos pintanse de vermello, e
os vecinos destes de azul, e asi sucesivamente. Se ao longo da busca chega un
momento no que observamos que dous vértices adxacentes tenen a mesma cor,
iso quererd dicir que o grafo non é bipartito.

8.2. Distancias en grafos ponderados: algoritmo de Dijks-
tra

Unha extensién do algoritmo BFS que se emprega cando as arestas tenen pesos é o
algoritmo de Dijkstra. Este algoritmo atopa o caminio mais curto nun grafo, comezando
nun vértice que se marco como inicial e visitando tédolos demais vértices do grafo.
O algoritmo vai gardando as distancias aos vértices ao longo do recorrido, e vainos
visitando en orde crecente segundo a distancia ao vértice inicial. Para a sta implemen-
tacién compre empregar unha cola de prioridade, na que a cada vértice que se garda
asignaselle a distancia ao inicial e vanse visitando en orde crecente de distancia; polo
tanto, cada vez que imos a un vértice, temos que introducir na cola de prioridade outro
vértice, e facer iso ten un custo logaritmico, xa que inserir un elemento nunha lista
ordenada equivale a unha busca binaria. Polo tanto, o custo asintético do algoritmo de
Dijkstra é O(n + mlogm), porque o algoritmo visita tédolos vértices do grafo e para
cada aresta engade como moito unha distancia & cola de prioridade. Segundo como sexa
a implementacion, o custo pédese ver como O(n + mlogn), pero asintoticamente é o
mesmo, xa que O(logn) = O(logm).

Imos considerar o seguinte exemplo para ilustrar o algoritmo.
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Consideremos que os pesos das arestas son os seguintes: a aresta AB ten peso 4; a aresta
AC, peso 1; a aresta BD, 2; a aresta BE, 5; a aresta CD, 2; a aresta CE, 6; e a aresta
DE ten peso 1. Imos ir explicando o proceso paso a paso.

1. Comezamos no vértice inicial, que ten distancia 0. Introducimos na cola de prio-
ridade os vértices B e C, que estan a distancia 4 e 1, respectivamente. Polo tanto,
o seguinte vértice a visitar é o 1, que estd xa a distancia 1.

2. Desde o vértice C, actualizamos as distancias: a distancia a D é 1 +2 =3 e a
distancia a E é 1 +6 = 7. O seguinte vértice a visitar é o D, porque entre os que
estd na cola é o que estd a menor distancia do inicial, 3.

3. Desde o vértice D, actualizamos a distancia a E, que pasa a ser é min{7,3+1} = 4.
En cambio, a distancia a B segue a ser 4, xa que min{4,3 + 5} = 8. O seguinte
vértice a visitar é o B (tanto B como F estén a distancia 4, collemos o B porque
foi o primeiro en introducirse na cola).

4. Desde o vértice B non se melloran as distancias a ningiin dos vértices que faltan
por visitar (neste caso o D). O seguinte vértice a visitar é o D, que xa é o ultimo,
é o F, a distancia 4.

5. As distancias aos vértices (4, B,C, D, E) son, polo tanto (0,4,1,3,4).

En caso de desexalo, poderiamos ter gardado tamén o camino a un dos vértices en
concreto.

Finalmente, se queremos permitir pesos negativos, hai que modificar o algoritmo; é o
que se conece como algoritmo de Bellman—Ford. O custo deste tipo de algoritmos é
O(n?), mentres que o Dijkstra, no caso no que m = O(n?) ten custo O(n?logn), polo
que sempre que sexa posible é conveniente usar o algoritmo de Dijkstra.

8.3. Arbore xeradora minima: algoritmo de Kruskal

En arbores con pesos, hai diferentes algoritmos para atopar unha drbore xeradora de pe-
so minimo. Os principais son os de Kruskal e Prim. No algoritmo de Kruskal, comezamos
unicamente cos vértices do grafo sen considerar ningunha das arestas. A continuacién,
procedemos aresta por aresta, en orde crecente de peso, e imolas engadindo & arbore
se non producen un ciclo.

Imos considerar o seguinte exemplo.
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O peso de cada unha das seguintes arestas vén dado pola seguinte taboa.

Arestas | Pesos
5-6 2
1-2
3-6
1-5
2-3
2-5
4-6
3-4

© N O Ot Ot W W

Comezamos a engadir as primeiras arestas sen que se produzan ciclos: a 5-6, a 1-2, a
3-6 e a 1-5. A quinta aresta a engadir, que é a 2-3, produciria un ciclo, polo que non a
consideramos. O mesmo sucede coa 2-5. Logo, a seguinte aresta que engadimos é a 4-6,
o que deixa o grafo como segue.

O custo total da arbore é 2+ 3+ 3+ 54 7 = 20.

Imos analizar agora o custo do algoritmo. Inicialmente hai que ordenar as arestas, que
ten custo O(mlogm). A continuacién, cada vez que seleccionamos unha aresta, cémpre
determinar se forma ciclos ou non. O custo de cada comprobacién ¢ O(logn). Polo
tanto, o custo desta fase do algoritmo é O(mlogn).

A priori, non é evidente xustificar por que o algoritmo de Kruskal funciona sempre.
Tratase dun algoritmo wvoraz, no que en cada paso se escolle a mellor opcién nese
momento. Suponamos que a aresta de peso menor non se incluise na arbore xeradora.
Nese caso, sempre seria posible eliminar unha aresta da arbore e cambiala pola que ten
peso menor, obtendo asi unha arbore mellor.

O algoritmo de Prim é similar, pero considera vértices en lugar de arestas. Os pasos
que segue son os seguintes:
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1. Escollese un vértice inicial de xeito arbitrario.

2. En cada paso, engadese unha aresta de peso minimo entre aquelas que saen dos
vértices xa seleccionados e que non formen ciclos. Isto implica tamén a eleccién
dun novo vértice.

3. Repetimos o paso anterior ata ter incorporado toédolos vértices.
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Capitulo 9

Alxebras de Boole

9.1. Alxebras de Boole: definiciéns

As alxebras de Boole constitien unha drea das matematicas. Foron introducidas por
George Boole no marco da loxica e tiveron unha gran relevancia no desenvolvemento
da teoria da computacion ao longo do século XX. A definiciéon formal de alxebra de
Boole ¢ a seguinte.

Definicién 9.1. Sexa (A4,+,-,0,1, 7 ) un conxunto A con ddas operaciéns internas,
+ e -, elementos 0,1 € A e unha aplicacién ~ : A — A chamada complemento ou
1nversion, e de xeito que se cumpren as seguintes propiedades:

+ e - son asociativas.
b) + e - son conmutativas.

(a
(

)
)
(c) O 0 ¢ un elemento neutro para + e o 1 é un elemento neutro para -.
(d) A operacién - cumpre que a+a=1e a-a =0 para todo a € A.

)

(e) A operacién + é distributiva con respecto de - e viceversa.

O exemplo principal que xa traballamos ao longo do curso obtense a partir dun conxunto
X, considerando (P(X),U,N, X,0, ~). O feito de que sexa unha &lxebra de Boole
derivase das propiedades da unién, da interseccién e do paso ao complementario que se
traballaron ao estudarmos a teoria de conxuntos.

Exemplo. Sexa A = {0,1} coas operaciéns suma e produto dadas por a +b = 1 se
unha das variables é 1 e 0 en caso contrario, e a-b = 1sea = b =1 e 0 en caso
contrario. Ademais, definimos 0 = 1 e 1 = 0. Isto dota ao conxunto A coa estrutura de
alxebra de Boole.

Proposicién 9.1. Sexa (A,+,-,0,1, =) unha alxebra de Boole. Climprense entén as
seguintes propiedades.

(a) Idempotencia. Sea € A, enton a+a=aea-a = a.

)
(b) Seac A,a+1=aea-0=0.
(c) Absorcién. Se a,be A, entéon a+ (a-b) =aea-(a+b) =a.
)

(d) Seac Aebe Acumpre quea+b=1ea-b=0, entén b = a.

117
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(e) Leis de Morgan. Se a,b€ A,a+b=a-bea-b=a-+b.
(f) Sea€ A, a=a.

(g) Sea,be A,a+ (a-b)=a+bea-(a+b)=a-b.

9.2. Funcions booleanas

Definicién 9.2. Dada unha dlxebra de Boole A, unha funcién booleana sobre A en n
variables é unha aplicacién

fiAx...xA— A

A continuacién, imos introducir notacién que precisaremos ao longo do tema e que é
especialmente frecuente no eido da léxica.

Definiciéon 9.3. Sexa A unha alxebra de Boole e € A. Escribimos —x := Z para o
complementario de x. De xeito similar, pomos xVy:=z+yex Ay :=x-y.

Estes simbolos empréganse con frecuencia na loxica proposicional. Se p é unha certa
proposicién, entén —p representa a negacién de p e lese non p. Por outra banda, p A ¢q
lese p e q, e esixe que sucedan tanto p como ¢; pV q lese p ou ¢q e esixe que suceda ou
p ou ¢ (unha delas ou ambas); finalmente pVq lese p ou g, pero non os dous.

pla|pAq|pVaqg|pVq
11 1 1 0
1{0] 0 1 1
0|1] © 1 1
0|0 0 0 0

Exemplo. Consideramos a funcién booleana f: Ax Ax A — A definida por f(z,y,z) =
(x +9) - 2. A tdboa da verdade de f é un cadro no que se indica canto vale a funcién
f segundo os valores das outras variables. Neste caso, como hai ddas opciéns para os
valores de z, y e z, hai un total de 23 = 8 posibilidades. Iso quere dicir que a tdboa
constard de 8 filas; para cada eleccién dos valores, f(x,y, z) pode ser ou 0 ou 1.

xV -y | (xV-y) Az

el = e el
— _ OO R K~ OO

— O = O = O+ Ol

corroorrd

—_— === O O ==
_— o=k OO0 OO

Imos ver agora outro exemplo, neste caso de catro variables, dado por g(z,y, z,w) =
T -y + Z-w. Ao igual que no caso anterior, podemos facer a tdboa da verdade co-
rresepondente, que neste caso tera 16 filas correspondentes 4s 2 = 16 posibilidades
diferentes.
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zlyl|lzlw|xzAy|-z|zAw | (zAy)V (-zAw)
0(0]0]0 0 1 0 0
00101 0 1 1 1
0j0j1]0 0 0 0 0
00|11 0 0 0 0
0[1/0]0 0 1 0 0
01|01 0 1 1 1
0[1|1]0 0 0 0 0
0111 0 0 0 0
110(0/0 0 1 0 0
110101 0 1 1 1
110(1/0 0 0 0 0
110111 0 0 0 0
171110]0 1 1 0 1
11101 1 1 1 1
17111110 1 0 0 1
17111]1 1 0 0 1

Un dos resultados mais importantes no estudo das funciéns booleanas é o seguinte,
conecido como teorema de Shannon. Antes de presentalo, e a modo de notacion, intro-
ducimos o concepto de literal para denotar unha variable ou unha variable negada.

Proposicién 9.2 (Teorema de Shannon). Calquera funcién booleana pédese escribir
en forma normal diszuntiva como suma de produtos de literais e en forma mormal
conzuntiva como produto de sumas de literais.

A demostracién do resultado é inmediata e pddese realizar de xeito construtivo. Imos
traballar algiins exemplos que ilustran como obter tamén de xeito practico as formas
normais correspondentes.

Exemplo. A expresion a + b é a forma normal disxuntiva. Porén, iso escribese tamén
como
a+b=(a-b)+(a-b)+(a-b).

De xeito similar, a expresién a-b é unha forma normal conxuntiva. A expresion escribese
como

a-b=(a+b)-(@+b)-(a+b).

Imos agora traballar como converter calquera funcién booleana a forma normal disxun-
tiva ou conxuntiva.

Exemplo. Consideramos a funcién booleana dada pola seguinte taboa.

vy |z|g(zyz2)
1|11 0
1110 1
1]0]1 0
1]0]0 1
011 0
o[1]0 1
001 0
0lo|o 0
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Para a forma normal disxuntiva, observamos que os valores sobre os que a funcién vale
1sono (1,1,0), 0 (1,0,0) e 0 (0,1,0), que se corresponden con -y -z, x-y-2 € T-y- 2,
respectivamente. Polo tanto, a forma normal disxuntiva é

g(x,y,z)=x-y-Z+x-§-Z2+T-y-Zz.

Para obter a forma normal conxuntiva o que facemos é considerar os valores sobre os
que a funcién vale 0: neste caso temos o (1,1,1), o (1,0,1), o (0,1,1), o (0,0,1) e o
(0,0,0). Para cada un deles, consideramos a suma das variables, como Z + § + Z no
primeiro caso, e logo tomamos o produto de todos eles:

g(x,y,2)=(Z+7+2) ZT+y+2) - (x+7+2) - (x+y+2) (x+y+2).

9.3. Portas loxicas

Definiciéon 9.4. As portas l6xicas son circuitos, polo xeral electrénicos, que simulan
as operaciéns léxicas.

Imos discutir os casos mais comuns.

= Porta AND. O primeiro é un dos exemplos méis habituais, coa funcién AND,
que se corresponde coa operacién produto.

Ai
Bi

AND

Podemos representar a porta loxica mediante a seguinte taboa da verdade, que
amosa cal é a saida en funcién da entrada.

A|B|ANANB
11 1
110 0
0|1 0
010 0

» Porta OR. A seguinte porta léxica representa a chamada porta OR (suma).

A
B

OR

A tédboa da verdade correspondente é a seguinte.

A|B|AVB
171 1
110 1
0]1 1
010 0
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= Porta NOT. Esta porta loxica non require dias entradas, senén unicamente
unha, e produce a negacién desa variable.

A4{>07—|A

A taboa da verdade sé ten duas filas neste caso.

Al -A
1
0| 1
» Porta NAND.
A 1
-(ANB
NAND

Esta porta l6xica corresponde a aplicar primeiro a AND e logo a NOT.

A|B|—-(AAB)
1]1 0
110 1
01 1
010 1

= Porta NOR.

V) D avs

NOR

Esta porta léxica corresponde a aplicar primeiro a OR e logo a NOT.

A|B|—-~(AAB)
1]1 0
110 0
01 0
010 1

» Porta XOR.

A
AeB
) O

XOR
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A|B|—-(AAB)
1)1 0
110 1
01 1
010 0

= Porta XNOR.

V) e

XNOR
A|B|—-(AAB)
1)1 1
110 0
0]1 0
010 1

9.4. Minimizacion de circuitos

O obxectivo desta ultima parte é explicar como os diagramas de Karnaugh se poden
empregar para simplificar funciéns booleana ata chegar a unha forma minima. Isto é
importante, por exemplo, para a implementacién electrénica, xa que queremos empregar
o menor nimero posible de portas loxicas.

A modo de exemplo, consideremos a funcién de duas variables dada por

z|y| flz,y)
11 1
10| o
0/1| 1
olo| o

En forma normal, iso corresponderiase coa funcién f(z,y) = =z -y + Z - y. Porén, esa
expresion pédese simplificar e escribila como

flx,y)=v-y+2-y=(x+2)-y=1-y=y.

A expresién de f(z,y) como y é mdis simple que a anterior, polo que, de cara & sta
implementacién, é preferible.

O proceso que podemos seguir neste caso é o seguinte. No caso de dudas variables,
facemos unha taboa 2 x 2, e cando hai dias celas adxacentes, podemos reducir unha
variable (isto é, buscamos onde sacar factor comun). No caso de tres variables, facemos
unha taboa 2 x 4, e observamos que cando hai dias celas adxacentes podemos reducir
unha variable e no caso dos bloques de tamano catro reducimos dias variables.

Imos facer un exemplo paso a paso, partindo da seguinte taboa.
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0700 1
0]0]1 1
0{1]0 0
0|11 1
1100 1
1101 1
1/1]0 0
1111 0

Agora, construimos o diagrama de Karnaugh correspondente, coas celas marcadas para
os valores de f(A,B,C) = 1:

zy\z | 0|1
00 |11
01 |01
11 (0|0
10 |11

O seguinte paso é simplificar o de Karnaugh, agrupando os uns:
= O primeiro grupo é o correspondente a 7/, isto é, o bloque 2 x 2 no que y = 0.
= O segundo grupo é o correspondente a x = 0 e z = 1, que d4a un bloque 2 x 1.

A expresion booleana simplificada é, polo tanto,

f(iU,y,Z):g-i-i"Z.
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