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Introducion

Este libro estd pensado para un curso de Xeometria Linear, no que o obxectivo cen-
tral é o estudo da Xeometria Afin. Porén, optamos pon pér o énfase na xeometria
proxectiva, e entender o espazo afin como o resultado de eliminar un hiperplano do
espazo proxectivo. Deste xeito, o noso acercamento pasa por introducir o espazo afin e
0 espazo proxectivo de xeito simultaneo, entendéndoos como conceptos intimimamente
ligados. A continuacién, preséntanse as afinidades e as proxectividades, traballando as
suas propiedades mais relevantes e centrandonos no problema de achar os puntos fixos
e mais en xeral as variedades invariantes.

O acercamento que frecuentemente se realiza pasaba por definir primeiro o espazo afin e
estudar a continuacién diferentes obxectos: variedades lineais, sistemas de referencia ou
afinidades, entre outros. Este enfoque obvia, de entrada calquera mencién & xeometria
proxectiva, mentres que aqui optouse por ir tratando ambos temas simultaneamente, o
que facilita a interpretaciéon de moitos conceptos.

Na segunda parte do curso, ponse o foco na xeometria euclidiana, introducindo a nocién
de movemento e realizando a sia clasificacion no plano e no espazo. Ao igual que sucedia
nos temas iniciais, centramonos na conexién coa xeometria clasica.

Finalmente, a ultima parte céntrase no estudo das cénicas e das cuddricas, adoptando de
novo o mesmo punto de vista de interpretar a xeometria afin como unha subxeometria
da xeometria proxectiva. Isto serve, 4 stda vez, para motivar o estudo da xeometria
alxébrica clasica, que constituiria a continuacién natural deste curso.

Contidos. O libro contén 4 capitulos, cada un deles correspondentes a un dos temas da
materia. Ademais, incluimos un primeiro capitulo no que repasamos conceptos basicos
de grupos e corpos que se empregan ao longo da materia.

= Capitulo 1. O espazo afin e o espazo proxectivo. Introdicense desde dife-
rentes perspectivas as estruturas que se empregaran ao longo do texto, que son
os espazos afins e proxectivos, facendo énfase na conexién entre eles. Definese a
nocion de subvariedade en ambos casos e tamén se explica como traballar con
coordenadas e con ecuaciéns. Na parte final, introdicense os conceptos de razén
simple e razon dobre, e realizanse algunhas aplicacions 4 xeometria clasica.

= Capitulo 2. Afinidades e proxectividades. Introdicense as aplicacions entre
espazos afins e espazos proxectivos, demostrando algunhas propiedades. A conti-
nuacion, realizase a clasificacién en dimension 1 e 2, e trabdllanse diferentes casos
en dimensién 3. Tamén se estudan algunhas familias de afinidades e proxectivi-
dades que desempenan un papel destacado. Finalmente, preséntase o principio de
dualidade proxectiva.

= Capitulo 3. Movementos. Nesta parte, introdicese unha estrutura extra nos
espazos afins, que vén dada por un produto escalar. Isto permite falar de conceptos
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como distancia ou angulo, que ata o de agora non estaban disponibles. Introdicese
o concepto de movemento, que non é mais que unha afinidade que preserva as
distancias, e realizase a sua clasificacién en dimensién 1, 2 e 3, estudando con
detalle cada caso.

= Capitulo 4. Cénicas e cuadricas afins e proxectivas. Nesta parte traballanse
as propiedades bésicas das cénicas e das cuddricas, asi como a sia clasificacién en
dimensién 1, 2 e 3. Tamén se estudan outros aspectos no caso proxectivo, como
as nociéns de conxugacién, polaridade ou inversién.

Toédolos capitulos se estruturan do mesmo xeito. Primeiro incliense as diferentes sec-
ciéns tedricas, nas que se presentan os resultados principais, e logo na ultima seccién
discutense diferentes problemas, todos eles resoltos, co obxectivo de favorecer o estudo
auténomo por parte do lector. Alguns dos temas que se discuten son maéis avanzados
e pdédense entender como complementos ou materiais de ampliacién para un primeiro
curso de xeometria; por exemplo, iso sucede coa presentacions das xeometrias finitas
ou das variedades proxectivas e da grassmaniana. Outros temas, como a demostracién
do teorema fundamental da xeometria afin ou a introducién & xeometria cldsica, tamén
son prescindibles e non afectan ao resto do volume.

Libros e textos de referencias. Os manuais de Raventés, tanto de xeometria afin
[RO8] como de xeometria proxectiva [R01], tefien unha gran influencia. Nalgins casos
de xeito directo, e noutro a través dos apuntamentos dos cursos de Xeometria Afin
[Pal3] e Euclidiana e Alxebra Multilinear e Xeometrfa [PI14] que cursei na Universitat
Politecnica de Catalunya nos cursos 2012-2013 e 2013-2014 cos profesores Pere Pascual
e Francesc Planas, respectivamente.

A idea de explicar simultaneamente os conceptos da xeometria afin e da xeometria pro-
xectiva, en vez de presentalos como realidades diferentes, estd inspirada polo manual de
Fernando Galvan e Gamboa [FG17], do que tamén tomei varias ideas. A lectura doutros
libros de referencia tamén me axudou a estruturar mellor algunhas partes; gustariame
mencionar, nese sentido, os libros de Gruenberg e Weir [GWT7] e de Ritcher-Gebert
[RG11], onde ofrece unha visién diferente de varios temas de xeometria proxectiva. Va-
rios libros de dlxebra lineal inclien partes extensas dedicadas ao estudo da xeometria,
que para certos temas, como o estudo das cénicas e das cuddricas, son tamén de gran
relevancia; nese sentido, servimonos en varias ocasiéns dos libros de Castellet e Llerena
[CL0O0] e Hernandez [H9S].

A dltima seccién do primeiro capitulo, na que se estudan os planos axiométicos (afin
e proxectivo), segue principalmente o libro de Ball e Serra [BS24], que dedica o pri-
meiro capitulo 4s xeometria finitas. Finalmente, moitas aplicaciéns 4 xeometria cldsica
tomeinas da mina experiencia na Olimpiada Matematica.

Agradecementos. Este libro foise escribindo durante o primeiro cuadrimestre do curso
2023-2024, mentres impartia a materia Xeometria Linear, correspondente ao segundo
curso do Grao en Matemadticas. A algtins compaiieiros de departamento, que impartiron
nalgin momento esa materia, agradézolles algunhas discusions tutiles sobre como tratar
determinados temas; en particular, quero mencionar a Cristina Costoya, a Alejandro
F. Farina e a Brais Ramos.

Dous dos alumnos do curso contribuiron de forma esencial a este manual. A maioria
dos debuxos foron realizados por Manuel Vilar, cuxa contribucién foi esencial para o



progreso deste texto, por sinalar tamén numerosos erros nas primeiras versions. A parte
correspondente s xeometrias finitas (Capitulo 1), & xeometria clasica (Capitulo 3) e &
grassmaniana (Capitulo 4) foi inicialmente proposta como parte de exercicios extensos
que se realizaron durante a materia; o texto que se presenta segue bastante fielmente
os desenvolvementos realizados por Clara Senin (incluidos os debuxos e graficos desa
parte), que destacaban pola sua claridade e didactismo; de feito, recibiu por este traballo
o Premio 4 Calidade Lingiiistica que entrega anualmente a USC. Ao resto do alumnado
do curso agradézolles os comentarios e as suxestiéns de mellora.
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Conceptos basicos de grupos e
COrpos

Definicidns

Definicion 0.0.1. Un grupo é un conxunto onde hai definida unha operacion asociativa,
con elemento neutro, e tal que todo elemento ten inverso. O grupo dise que é abeliano
ou conmutativo se a operacién é conmutativa.

Un subgrupo H dun grupo G é un subconxunto que, coa operacién de G, é un grupo (é
dicir, a operacién é pechada, contén o elemento neutro e os inversos de cada elemento).

Dado un subgrupo H dun grupo G, podemos considerar o conxunto das stas clases
laterais, que é un concepto andlogo ao dos cocientes no caso dos espazos vectoriais.

Definicion 0.0.2. Sexa H un subgrupo dun grupo G. Os subconxuntos da forma aH,
onde aH = {ah | h € H}, chdmasen clases laterais pola esquerda de H en G. O
conxunto de clases pola esquerda escribese como G/H.

Os subconxuntos da forma Hb, onde Hb = {hb | h € H}, chamanse clases laterais pola
dereita de H en G. Cando as clases laterais pola esquerda coinciden coas clases laterais
pola dereita, dise que H é normal.

Nese caso, o conxunto G/H ten estrutura de grupo coa operacién dada por

aH -bH = (ab) - H.
Chémase grupo cociente e escribese G/H.

Nuin grupo, o centro é o conxunto de elementos que conmutan con tédolos demais. O
centro dun grupo sempre é un subgrupo normal.

Exemplos

Os principais exemplos de grupos cos que imos traballar son os seguintes:
1. Calquera anel A é un grupo ao considerarmos a operacién suma.

2. Os elementos invertibles dun anel A forman un grupo co produto. En particular,
se n > 1 é un enteiro, o conxunto de restos médulo n, Z/nZ, é un grupo coa
suma; e (Z/nZ)*, o conxunto de restos médulo n relativamente primos con n, é
un grupo co produto.

3. As matrices con coeficientes nun corpo K e determinante non nulo, GL,(K),
forman un grupo co produto.
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4. Se n > 1, o conxunto de permutaciéns de {1,2,...,n} é un grupo finito de n!
elementos coa operacion dada pola composiciéon de permutaciéns.

Cando n > 3, o centro de S, é trivial (sé hai un elemento). Para GL,(K), o centro
esta formado polas matrices diagonais co mesmo elemento non nulo ao longo de toda a
diagonal. O cociente de GL,,(K) polo seu centro chamase PGL,,(K'). Podemos entender
os seus elementos como clases [g], onde g € GL,(K) e [g1] = [g2] se, e soamente se, g1 g5
é un multiplo da identidade. O produto de [g1] e [g2] é simplemente [g1g2], € 0 inverso
de [g1] é [97]. Os elementos de PGLy(K) poden identificarse con transformaciéns

az+b

Ku KU
{oc} — KUf{oo} 20 00,

ad — be # oo.

No caso do grupo simétrico, as permutaciéns pares forman un subgrupo normal, o
chamado grupo alternado (o produto de permutaciéns pares sempre é par). O cociente
é un grupo de dous elementos.

Accions

Na seguinte seccién, empregamos a notaciéon multiplicativa, denotando cun punto a
operacion no grupo e con 1 o elemento neutro.

Definicion 0.0.3. Sexa G un grupo e X un conxunto. Unha accién de G en X é unha
aplicacién G x X — X, que escribiremos ¢ - , que cumpre as seguintes condiciéns.

(a) h-(g-z)= (hg)-x paratodo g,h € Gex € X.
(b) 1-x =z para todo x.

Por exemplo, unha accién que traballamos extensamente é a do grupo simétrico en
T,(E), o espazo vectorial das aplicacion p-multilineais dun K-espazos vectorial E. Nese
caso, o - f € o tensor tal que

g - f(vl, ey Up) = f(vg(l), c. ,’Ug(p)).

Isto define unha accién do grupo simétrico S), no espazo T),(E), que ademais respecta
a suma e o produto por escalares, é dicir,

o- (A +pg)=Xo-f+po-g,

onde f,g € T,(E) e A\, € K. Adoita falarse dunha accién dun grupo nun espazo
vectorial cando se cumpre esta propiedade, é dicir, cando se respecta a estrutura de
espazo vectorial.

Ao longo da materia de Alxebrar Linear e Multilinear atopamos outras acciéns dun
grupo nun conxunto.

» O grupo GL,(K) de matrices invertibles acttia por conzugacion no conxunto das
matrices M, (K), é dicir, se P € GL,(K) e A € M,(K), definimos P - A :=
PAP

» O grupo de matrices ortogonais O, (R) actia no conxunto de vectores de norma
fixada; por exemplo, se v ten norma 1 e M € O, (R), entén definimos M -v = M,
xa que ||[Mwv| = |jv| = 1. Dicimos entén que as isometrias actiian nos espazos
euclidianos, xa que preservan tanto a estrutura de espazo vectorial como a norma.
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As accidns son interesantes para entender o comportamento e a estrutura dos grupos.
Un concepto 1util é o de drbita: dicimos que dous elementos x,y € X estdn na mesma
Orbita se existe g € G de maneira que g-x = y.

Definicion 0.0.4. Unha accién dise que é transitiva se para todo par x,y € X, existe
g € G de maneira que g - x = y. Dise que é libre se g - x = = para algin x implica que
g € o neutro do grupo. Finalmente, dise que é fiel se g - * = x para todo = implica que
g é o neutro do grupo.

Homomorfismos e produtos

Definicion 0.0.5. Sexan G e G2 dous grupos. Un homomorfismo de grupos é unha
aplicacién f: G1 — G de xeito que f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € G;.

O conxunto de homomorfismos de grupos bixectivos f: G; — G son os automorfismos
de 1. Tefien estrutura de grupo coa composicion.

A modo de exemplo, sexa n > 1 un enteiro. Un homomorfismos f: Z/nZ — Z/nZ
queda determinado por f(1), que pode tomar n valores diferentes; é un automorfismo
se, e soamente se, gcd(n, f(1)) = 1. Polo tanto, hai ¢(n) automorfismos, e o grupo de
automorfismos é isomorfo ao grupo multiplicativo (Z/nZ)*.

Definicion 0.0.6. Sexan GG; e G5 dous grupos. O produto GG; x G5 coa operacion da
multiplicacién componente a componente chamase produto directo de Gy e Gb.

Neste curso introduciremos outro produto diferente de dous grupos, o chamado produto
semidirecto.
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Capitulo 1

O espazo afin e o espazo
proxectivo

A alxebra lineal céntrase no estudo dos espazos vectoriais e das aplicacions entre eles
que respectan a estrutura de suma e produto por escalares. Un aspecto importante
dos espazos vectoriais é que tenien un punto privilexiado, que é o 0. De cara a facer
xeometria, imos introducir a nocién de espazo afin, no que tédolos puntos son iguais.
O espazo proxectivo é outra estrutura que captura boas propiedades alxébricas para o
desenvolvemento da xeometria. A seguinte taboa resume as diferentes estruturas coas
que imos traballar, e as analoxias que convén ter en mente & hora de considerar os
diferentes obxectos.

Espazo vectorial Espazo afin Espazo proxectivo
Subespazo vectorial Var. lineal afin Var. lineal proxectiva
Aplicaciéns lineais Afinidades Proxectividades
Isometrias Movementos

Forma cuadrética Cénica/cuddrica afin Cénica/cuddrica prox.

Deste xeito, é natural comezar definindo os andlogos dos espazos vectoriais sobre os
cales facer xeometria, é dicir, os espazos afins e os espazos proxectivos. Estes, 4 sta vez,
dan lugar a subestruturas e a aplicaciéns entre eles. Igual que nos espazos vectoriais un
pode introducir unha norma e traballar coas aplicaciéns que a preservan (as isometrias),
nos espazos afins faremos o mesmo, e falaremos entén de movementos. A xeometria
euclidiana é aquela que estuda, polo tanto, as aplicaciéns que conservan as distancias.
O seguinte cadro ilustra os tres tipos de xeometria cos que imos traballar e algtins
aspectos importantes de cada unha.

Xeometria euclidiana Xeometria afin Xeometria proxectiva
Movementos Afinidade Proxectividade

On(K) + translaciéns GL,(K) + translaciéns PGL,41(K)

Produto escalar Razoén simple Razoén dobre

A segunda lina denota as transformacions que estudaremos en cada contexto. A terceira
lifia fai referencia ao grupo de matrices que describe as transformaciéns xeométricas.
Tanto no caso euclidiano como no afin haberad que considerar un produto axeitado do
grupo de matrices e das translacions; serd o que denominaremos produto semidirecto:
as transformaciéns afins bixectivas corresponderanse con matrices da forma

A b

0 1 € GLn+1(K)7

13
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onde A € GL,(K) é a parte lineal e b € M,,x1(K). A xeometria euclidiana pédese
entender de xeito natural dentro da xeometria afin, xa que O, (K) é un subgrupo de
GL,(K).

A dltima lifia, por outra parte, fai referencia aos invariantes xeométricos: os movementos
conservan produtos escalares e distancias (e polo tanto dangulos, dreas e volumes); en
cambio, as afinidades unicamente tefien que preservar os cocientes entre distancias, é
dicir, se A, B e C son tres puntos alinados, preservan o valor de %. Finalmente, as
proxectividades conservan o cociente de cocientes, que é o que xeralmente se denomina
razén dobre; se A, B, C, D son catro puntos alifiados, a razén dobre é o valor %.
Por exemplo, os movementos inclien as translacions e as rotaciéns, pero non as homo-
tecias do xeito z +— 2x. As homotecias son un exemplo de afinidade, como calquera
transformacién da forma ax + b; en cambio, transformaciéns como a inversion x — !
non son afinidades, pero si proxectividades.

Ao longo de todo o tema, sexa K un corpo e E un K-espazo vectorial. A modo de
notacién, empregaremos a letra grosa para referirnos ao vector que une dous puntos (o

que frecuentemente se denota cunha frecha).

1.1. O espazo afin e o espazo proxectivo: definicions

O espazo afin

Definicién 1.1.1. Un espazo afin é unha terna (A, E,0), onde A é un conxunto, F é
un espazo vectorial e § é unha aplicacién

5:AxA—E, (pq)+—pg

que cumpre as seguintes propiedades:

(a) Aditividade: pq + qr = pr, para calquera p,q,r € A.

p 5(p,q) = pq

(b) Homoxeneidade: para calquera p € A, a aplicacién
op:A—FE q— pq
é bixectiva.

A aplicacién § dise tamén que é unha estrutura de espazo afin en A asociada a F.
Os elementos de A chamanse puntos de A. Dados dous puntos p, ¢, diremos que p é a
orize do vector pq e que g é o extremo. Se F ten dimensién n, diremos tamén que a
dimension de A é n.

A propiedade (a) aparece as veces co nome de relacion de Chasles.

Exemplo. Un K-espazo vectorial E ten unha estrutura natural de espazo afin definindo
d(u,v) = v — u. Escribiremos A}, para referirnos ao espazo afin asociado ao espazo
vectorial K™; se o corpo K estd claro polo contexto, 4s veces poremos simplemente A™.
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A seguinte proposicién resume algunhas das propiedades que cumpren os espazos afins.

Proposicién 1.1.1. Sexa A un espazo afin e sexan p,q,r,s € A puntos calquera.
Entén, cimprense as seguintes propiedades.

(a) pq =0 se, e soamente se, p = q.
(b) pa= —ap.

(c) pq = rs se, e soamente se, pr = gs.

r rs S
a0 bin
’ ’
4 4
’ ’
pI' ,/ ,/
,,’ ,,’ qgs
’ ’
’ ’
’
p pa q

Demostracion.  (a) Suponamos primeiro que p = ¢q. Entén, pola primeira propiedade,
PP + pPp = pp, de onde se segue que pp = 0. O reciproco é consecuencia da
bixectividade de J,, xa que s6 pode haber un punto ¢ € A tal que d(p,q) = 0.

(b) Hai que demostrar que pq + qp = 0. Empregando a aditividade, pq + gp = pp,
que ¢é 0 polo apartado anterior.

(c) Suponamos que pq = rs. Tense entén que

pr = pq-+qr = qr +rs = gs,

como queriamos ver.

A propiedade (c) adoita chamarse identidade do paralelogramo.
Se p,qg € A e pomos v =pq € F entén pomos g =p+vev=q—p.

/'QZP+U
é(p,g) =pPa=v=qg—p

p

Alternativamente, pédese definir un espazo afin como un conxunto A cunha accién dun
espazo vectorial que sexa simplemente transitiva, isto é, que sexa transitiva e libre. Unha
accion G x X — X ¢ transitiva se para todo par x,y € X, existe g € G de maneira que
g-x =1y; e élibre se g - x = x para algiin x implica que g é o neutro do grupo. Neste
caso, que a accion sexa simplemente transitiva quere dicir que existe unha aplicacién

a: FExA— A

que cumpre as seguintes tres propiedades (as dias primeiras son a definicién de accién
e a terceira correspéndese co feito de que a accién é simplemente transitiva):

(a’) a(0,p) = p para todo p € A.
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(b)) a(w,a(v,p)) = a(v+ w,p) para todo p € A e todo v,w € E.
a(w, (v, p)) = a(v +w,p)

b v a(v,p)

(¢’) Para calquera p,q € A existe un unico v € F de maneira que ¢ = a(v, p).

s 5o

@ rod

p v a(v,p) =q

Podemos entender o como unha aplicacién que permite mover a orixe, e que responde
4 idea de que tddolos puntos desempenan o mesmo papel.

Proposicién 1.1.2. Un conxunto A ten unha estrutura de espazo afin asociada ao
espazo vectorial E se, e soamente se, existe unha accién simplemente transitiva (é dicir,
que cumpre (a’), (b’) e (c¢’)).

Demostracion. Suponamos que A ten estrutura de espazo afin. Entén, definimos a(v, p)
como o tnico elemento g € A tal que §(p, q) = v, polo que a estd ben definida. Imos ver
que se cumpren as tres propiedades que se esixen para que a accién sexa simplemente
transitiva. A primeira é consecuencia do feito que d(p, q) = 0 se, e soamente se, p = q. A
segunda séguese da aditividade de §. En efecto, podemos pér a(v,p) = g e a(w, q) = 7.
Entén, sabemos que v + w = pq + qr = pr, polo que a(v + w,p) = r. Por ultimo, a
terceira propiedade é consecuencia directa da homoxeneidade de §.

Para demostrar o reciproco definimos d(p,q) como o tnico v € E de maneira que
q = a(v,p). A aditividade de § é consecuencia do feito que « sexa unha accién. M4is
en concreto, pomos d(p,q) = v con ¢ = a(v,p); e 6(q,r) = w, con 7 = a(w, q). Entén

r=a(w,q) = a(w,av,p) = a(v+w,p),
polo que §(p,r) = v + w. De aqui concliese que
o(p,q) +6(qg;r) =v+w=45(p,r).

Para ver a homoxeneidade, hai que demostrar que, para un p arbitrario, J, é inxectiva e
sobrexectiva. Para a inxectividade, suponamos que hai dous puntos diferentes ¢, g2 € A
de maneira que 6(p,q1) = d(p, ¢2). Enton,

q1 = a(é(p,q1),p) = a(d(p, g2),p) = g2,

que é unha contradicién. Para a sobrexectividade, fixado v € F, hai que atopar ¢ € A
de maneira que d(p,q) = v. Collendo ¢ = a(v, p), tense que §(p, a(v,p)) = v. O

Se d(p,q) = v, pomos pq = v; como nese caso a(v,p) = ¢, escribimos tamén ¢ = p + v
e, de xeito consistente, v = g — p.

/a(v,p)=q=p+v
p,q) =pa=v=q—p

p
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O espazo proxectivo

A outra estrutura natural para desenvolver os resultados de xeometria que imos tra-
ballar é o espazo proxectivo. Do mesmo modo que nos espazos afins tédolos puntos
desempenian o mesmo papel, ese comportamento simétrico non é certo para pares de
rectas. Por exemplo, nun plano afin hai rectas paralelas e outras que se cortan. A
definicién do espazo proxectivo permite superar algunhas das dificultades inherentes
aos espazos afins. Tamén sera o espazo natural para desenvolver certos resultados da
xeometria alxébrica; por exemplo, se consideramos curvas definidas por polinomios de
graos m e n, esperamos que se corten en mn puntos. No caso particular de m =n =1,
isto equivale a dicir que calquera parella de rectas se corta nun punto. Para iso, é preciso
considerar os puntos no infinito.

Definicién 1.1.2. Un espazo prozectivo é unha terna (P, E, ), onde P é un conxunto,
E é un espazo vectorial e m: E\{0} — P é unha aplicacién sobrexectiva que cumpre que
m(x) = 7(y) se, e soamente se, x = \y para algun A € K. Os elementos de P chdmanse
puntos e se p = mw(x), dise que x é un representante de p. O elemento p = 7w (z) tamén
se escribe como [z]. Dise que a dimension de P é dim F — 1.

Cando F é un espazo vectorial, definimos P(F) como o conxunto formado por tédolos
subespazos vectoriais de E de dimensién 1. Se p: E\{0} — P(FE) é a aplicacién definida
por p(z) = (z), tense que (P(E), E, p) é un espazo proxectivo; é o que denominada o
proxectivizado de E.

Definicién 1.1.3. Sexa E = K" e P = P(K"!) o proxectivizado de K"!. Chdma-
se espazo prozectivo estdndar de dimensién n ou, simplemente, espazo prozectivo. Se o
corpo K esta claro polo contexto, podemos escribir P”.

Imos comezar explorando o caso de P%(. Os vectores non nulos de K2 pédense dividir en
tres grupos disxuntos: os que tenen a ultima componente diferente de 0; os que tetien a
dltima componente igual a 0, pero a segunda diferente de cero; e os que tenien as duias
ultimas componentes iguais a 0. Multiplicando polo inverso da tdltima componente non
nula, temos que tdédolos vectores son muiltiplos de un e s6 de un do conxunto

{(a,b,1) | a,be K} U{(a,1,0) | a € K}U{(1,0,0)}.

Por exemplo, se K é un corpo finito de ¢ elementos, \]P’%{] = ¢%> + ¢ + 1. M4is adiante
estenderemos esta idea ao caso xeral de P%.

Outra interpretacién que resulta ttil é a seguinte. Ao traballar no espazo afin A%,
temos que distinguir entre puntos e vectores. Calquera vector sempre serd un multiplo
dun da forma (a,b), con a e b non nulos. Polo tanto, se pensamos en ternas da forma
[a:b: c|, onde dias son iguais cando coinciden ao multiplicalas por un escalar, temos
que os puntos de A%( pédense pensar como os elementos da forma [a : b : 1], con
a,b € K; e as diferentes direcciéns son os elementos da forma [a : b : 0], entendendo
que os vectores (a,b) e (a’,b") representan a mesma direccién se existe A # 0 de xeito
que (a/,b') = A(a,b).

1.2. Variedades lineais afins e proxectivas

Salvo que se indique o contrario, a partir desta seccién imos supor sempre que estamos
en dimension finita, ainda que algiins dos resultados funcionan nun contexto maéis xeral.
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Definiciéns

Do mesmo xeito que ao estudarmos os espazos vectoriais estabamos interesados nos
seus subespazos, no caso dos espazos afins e proxectivos sucede o mesmo e podemos
introducir o concepto de subespazo afin ou subespazo proxectivo; polo xeral, falaremos
de variedades lineais afins e variedades lineais prozectivas. Imos comezar co caso dun
espazo afin (A, E,0).

Definicion 1.2.1. Dado un punto a € A e un subespazo F' C F, definese a variedade
lineal afin de A que pasa por a e que ten subespazo director F como o subconxunto

V=a+F={pecA:p=a+u,ueF}.

A dimension de V é a dimension do subespazo vectorial director F.

N\

N

As variedades lineais de dimensién 0 son os puntos. As variedades lineais de dimensién
1 chdmaselles rectas e s de dimension 2, planos. Se dim A = n, as variedades lineais de
dimensiéon n — 1 chamanse hiperplanos.

Proposiciéon 1.2.1. Sexan V =a+ F e W = b+ G dias variedades lineais afins.

(a) Tense que V =da' + F se, e soamente se, aa’ = a’ —a € F (ou, alternativamente,
sed €V).

(b) V=a+F CW =b+ G se, e soamente se, a € W e F C G.
(c) Se V.C W,entén dimV < dimW e dimV = dim W se, e soamente se, V = W.

Demostracion. (a) Tense que a + F = a’ 4+ F se, e soamente se, para calquera u € F
existe v € F' de maneira que a + v = a/ + v. Isto é equivalente a aa’ € F, ou a
ad=a+u—-v)€a+F=V.

(b) En primeiro lugar, se V' C W, necesariamente ocorre que a € W, o que quere
dicir que W = a + G. Polo tanto, tense que para calquera v € F' existe u € G de
maneira que a + v = a + u, o que quere dicir que u = v, e polo tanto F C G. O
reciproco é obvio.

(¢) Se V.C W entén F C G, polo que
dimV =dim F < dim G = dim W.
Se as dimensidéns son iguais quere dicir que F' = G, e polo apartado anterior temos

que V =W.
O
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Nun espazo afin A é posible considerar combinacidns lineais de puntos impondo certas
restriciéns sobre os coeficientes. Sexa p € A, r vectores {u1,...,u,} € E e coeficientes
T1,...,2T, € K. Sexa ¢ = p+ x1u1 + ... + z,u,. Consideremos os puntos Pr+1 =D €
pi=p+u; €A conl<i<r. Entén, podemos escribir

q=p+z1(p1 —p)+ ...+ 2:(pr — p)

.,
= <1 - in)po +x1p1 + ..+ TPy
i=1

=x1p1+ ...+ TeDr + Trp1Pr41-

Observamos entén que a suma dos coeficientes dos puntos pq,...,pr4+1 € igual a 1. De
xeito reciproco, unha combinacion aypi+. ..+ @r41Pr41, CON Q1+ ..+ qpyp1 = 1, tamén
determina un punto.

r+1 1.

Definicién 1.2.2. Sexan «i,...,a,41 elementos de K de xeito que ) ;7 o =

Entoén, definese o punto ¢ = z:ill Q;p; COMO

T
g=aipi+...+ap + (1 - Zai)prﬂ

i=1
=pr1 +o1(p1 — pra1) + .o+ @ (Dr — pra1)
= Pr+1 + @1Pr+1P1 + ... + Pr+1P1-

O punto ¢ estd ben determinado e que non depende da orde dos puntos p;, é dicir, é
irrelevante que punto desempenia o papel de py41.
1 1 1 1

Consideremos os puntos p,q € A. Tense que z = P + 21="r + §(q —p)=p+ 5P%
2 1

1 1
t= §p+ §q =p+ §(q —p) =p+ gpq e s = 2p—q = p—pq. Graficamente observamos
que

S t =z
o . o—=o .
p q

E importante notar que ao restarmos puntos tamén estamos considerando combinacions
lineais nas que a suma de puntos non é 1. Por exemplo, a combinacién lineal dos
vectores pq + qr podémola escribir como (¢ — p) + (r — q) = r — p. Mdis en xeral,

se B1,...,0Br+1 son elementos de K con Z’;rll Bi = 0epi1,...,pr+1, entendemos que

:ill Bipi = >_i_y BiPr+1Pi, onde o resultado non depende da eleccién do punto py.
Polo tanto, debemos interpretar que unha combinacién lineal de puntos na que os
coeficientes sume 1 representa un punto; e se a suma dos coeficientes é 0, representa un
vector. Unha combinacién lineal na que a suma dos coeficientes non é 0 nin 1 non estd

ben definida.

Exemplo. Sexan aj,...,a,41 elementos de K que suman 1, e 5y, ..., 841 elementos
de K que suman 0. Fixamos tamén puntos p1,...,p,+1. A suma Z:;l (a; + Bi)pi é o
punto

-
pri1+ Y (@i + Bi)Pri1pi-
i=1
Se en vez de considerar p,11 tomamos, por exemplo, p1, o punto que obteriamos é

T
p1+ (g1 + Bry1)P1Prr1 + Y (ci + Bi)Paps.
i=2
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A diferenza entre as duas expresions é

r

Pri1P1 — (@41 + Bri1)PrsaPr — (a1 + B1)Pri1P1 — (@ + Bi)Pry1p1 = 0.
i=2

E dicir, non importa o punto que fixamos como base.

Por outra banda, as variedades lineais afins tamén se poden describir en termos de
combinaciéns lineais de puntos.

Proposicién 1.2.2. Sexa V' C A un subconxunto. Entén V é unha variedade lineal
afin de A se, e soamente se, V' contén as combinaciéns lineais de puntos p1,...,pr € V.

Demostracion. Suponamos que V é unha variedade lineal afin. Entén, V = p + F|
polo que p; = p + v;, para algin v; € F. Sexan agora ay,...,q, € K de maneira que
> _ja;=1. Entén

T ' T T
Z%’Pi = (Zai>P+Zawi:p+Zawi eV
i—1

=1 =1 i=1

Reciprocamente, suponamos que V contén tédalas combinaciéns lineais de puntos, e
sexa p € V un punto fixado. Sexa F' = (pq | ¢ € V). Afirmamos que V = p+ F, o que
é equivalente a dicir que

p+z)\ippi = (1 —ZAi)erZ)\ipi eV
=1 =1 =1

para pi,...,pr € Ve A,..., A\ € K. Isto é certo porque estamos supondo que V
contén as combinacions lineais de puntos. ]

Pasamos agora & definicién das variedades lineais proxectivas. Sexa polo tanto (P, E, )
un espazo proxectivo.

Definicién 1.2.3. A wvariedade lineal proxectiva definida polo subespazo F' de E é o
subconxunto definido como L = w(F'\ {0}) C P. Denotamolo por L = [F].

Proposicién 1.2.3. Se L = [F] é unha variedade lineal proxectiva de P definida polo
subespazo F, entén 7~ 1(L) = F\ {0} e F = 7—!(L) U {0}. Hai ent6n unha bixeccién
entre os subespazos vectoriais de E e as variedades lineais proxectivas de P dada ao
enviar F a [F] e m~1(L) U {0} a L.

Demostracion. Sempre se cumpre que F'\ {0} = 77 1(7(F\ {0})) = 7~ (L). En efecto,
a inclusién F'\ {0} € 7= Y(w(F \ {0})) é evidente; para a oposta, se y é un elemento
na preimaxe de w(F' \ {0}), quere dicir que y é unha preimaxe dun elemento 7(z). Iso
quere dicir que y = Az, con A un escalar de K non nulo, polo que tamén pertence a
Por outro lado, se I é un subespazo vectorial e L = [F] = 7(F \ {0}), entén 7—!(L) U
{0} = F. A bixecci6n é entén evidente. O

Definicién 1.2.4. A dimensién dunha variedade lineal proxectiva L = [F] é dim L =
dim F' — 1.

As seguintes propiedades son evidentes a partir da definiciéon de variedade lineal pro-
xectiva.
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Proposicién 1.2.4. Sexa P un espazo proxectivo de dimensién n e sexan L = [F],
M = [G] variedades lineais proxectivas.

(a) L C M se, e soamente se, F' C G.

(b) Se L € M, ent6n dim L < dim M. Ademais, se L C M e dim L = dim M, entén
L=M.

(¢) Tense que —1 < dimL < n. Ademais, dimL = —1 se, e soamente se L é o
conxunto baleiro. Analogamente, dim L. = n se, e soamente se, L = P.

Demostracion. Tédalas afirmaciéns son evidentes empregando os resultados correspon-
dentes ao nivel de espazos vectoriais. O

Suma e interseccion de variedades lineais

Imos traballar agora a suma e a interseccién de variedades lineais afins e proxectivas e
establecer unha férmula de Grassmann en cada un dos casos.

Comezamos co caso afin, no que consideramos dias variedades lineais afins V = a + F
eW=0+G

Proposicion 1.2.5. Se a interseccion de dias variedades lineais afins non é baleira,
entén V NW é unha variedade lineal. Neste caso, VNW =c+ FNG,conce VNW.

Demostracion. Como estamos supondo que a interseccién non é baleira, sexa c € VNW.
Entén, V=c+ F e W = ¢+ G. A interseccién estara formada polos puntos g que se
poden escribir como ¢ = c+u = c+v, onde u € F e v € G. Da ecuacién anterior temos
que v = v, e polo tanto tense que cumprir que ¢ = ¢+ u, con u € F'NG. Isto demostra
que VNW C c+ FNG. Reciprocamente, se ¢ € c+ F NG, temos que ¢ = ¢+ u, e polo
tantoge V,xaqueu € F;eqe W, xa que u € G. ]

Observamos que VNW é non baleira se, e soamente se, b—a € F'+ G. Isto é asi xa que
se existe un punto ¢ na interseccién, entén c = a+u =b+ v, onde u € F' e v € G. Polo
tanto, b—a = u—v € F + G. De xeito reciproco, se b—a =u—v, 0o puntoa+u =b+v
pertence & interseccién das dias variedades.

En cambio, a unién VUW de dias variedades lineais non ten por que ser unha variedade
lineal (é de feito s6 o serd cando unha delas estea contida na outra).

Definicién 1.2.5. Sexa S C A un subconxunto. A variedade lineal afin xerada por S,
que denotamos como (S), é a variedade lineal méis pequena que contén S; é dicir, a
interseccion de todalas variedades lineais que contefien S'

$)=NW

Scv

onde V é unha variedade lineal afin.

A definicién ten sentido porque a interseccién de variedades lineais afins é sempre unha
variedade lineal afin. Por exemplo, a variedade lineal xerada por dous puntos distintos
é a recta que pasa por ambos. Podemos definir agora a suma de variedades lineais.

Definicion 1.2.6. Definese a suma de dias variedades lineais V e W como a variedade
lineal xerada por V e W, é dicir, V. VW = (V,W).
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Proposicién 1.2.6. O espazo director de V'V W é o subespazo F + G + (ab), é dicir,
VVW =a+ (F+G+ (ab)).

Demostracion. Sexa VVW =c+ H. Entén temos que VCVVWeW CVVW. En
concreto, iso quere dicir que F,G C H. Ademais, a,b € VV W, polo que b—a € H. Isto
demostra que a+ (F + G+ (ab)) C V' VIV. Para ver a inclusién oposta, é suficiente con
observar que a+ (F + G+ (ab)) é unha variedade lineal afin e contén tanto V' como W
por definicién V'V W é a variedade lineal méis pequena que cumpre estas propiedades,
polo tanto a inclusion ten que ser unha igualdade. O

Como consecuencia do anterior tense que

dim(F+G)+1 seab¢ F+G,

dim(VV W)=
im( ) {dim(F—i—G) seabe F+G.

Presentamos agora a férmula de Grassmann afin.

Proposicién 1.2.7 (Férmula de Grassmann). Sexa A un espazo de dimensién finita
nesexan V =a+ F e W = b+ G variedades lineais de A.

(a) Se VNW # 0, entén

dim(V Vv W) 4+dim(VNW) =dimV + dim W.

(b) Se VN W =0, entén
dim(VVW)+dim(FNG)=dimV +dim W + 1.
Demostracién. (a) Vimos que V NW # () se, e soamente se, b —a € F + G. Nese

caso, dim(V vV W) = dim(F + G). Por outro lado, dim(V N W) = dim(F N G),
polo que o resultado é equivalente a

dim(F 4+ G) +dim(F N G) = dim F + dim G,
que é a formula de Grassmann para subespazos vectoriais.

(b) Neste caso, dim(V VW) = dim(F + G) + 1. Ao igual que antes, podemos concluir
aplicando de novo a férmula de Grassmann para espazos vectoriais.
O

Pasamos agora a traballar o caso proxectivo, no que non haberd que distinguir entre
estes dous casos.

Definicién 1.2.7. Sexan L = [F| e M = [G] duas variedades lineais proxectivas de P.
Entén, LNM é a variedade lineal proxectiva definida por FNG, é dicir, LNM = [FNG].
A mesma definiciéon pédese usar para unha familia de variedades lineais proxectivas.

Definicién 1.2.8. Sexan L = [F| e M = [G] duas variedades lineais proxectivas de P.
A sumade L e M, LV M, definese como LV M = [F + G].

No caso proxectivo, a formula de Grassmann pddese enunciar sen necesidade de distin-
guir diferentes casos.
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Proposicién 1.2.8 (Férmula de Grassmann proxectiva). Sexan L e M duas variedades
lineais proxectivas de P. Entén,

dim(LV M) +dim(LN M) =dim L + dim M.

Demostracion. Temos que dim L = dim /' — 1 e dim M = dim G — 1; pola definicién da
interseccién e da suma de variedades, dim(L V M) = dim(F + G) — 1 e dim(L N M) =
dim(F' N G) — 1. Polo tanto, o resultado é equivalente & férmula de Grassmann para
subespazos vectoriais. O

Posicién relativa das variedades afins

Por dltimo, observamos que no caso afin ten sentido falar da posicion relativa das
variedades lineais, € mais en concreto, da nocién de paralelismo, que é algo que non
0CcorTe No espazo proxectivo.

Sexan V =a+ F e W = b+ G duas variedades lineais afins.

Definicion 1.2.9. Dise que as variedades lineais V e W son paralelas se F' C G ou
G C F. Dise que V e W se cortan cando a interseccién é non baleira e que se cruzan
se non son paralelas nin se cortan.

Proposicion 1.2.9. Se V e W son paralelas e se cortan, entén unha estd incluida
noutra, é dicir, ou ben V. C W ouben W C V.

Demostracion. Como V e W son paralelas, temos que F' C G ou G C F. Supofiamos
sen perder xeneralidade que FF C G. Sexa ¢ € V N W, que existe polas condiciéns
do enunciado. Entén, ¢ = a+u = b+ v, onde u € FF C G e v € G. Polo tanto,
a—b=v—u € G. Iso quere dicir que a € b+ G = W. Polo tanto, comoa € We F C G
temos que V C W. ]

1.3. Referencias afins e proxectivas

O obxectivo desta seccién é desenvolver a teoria necesaria para poder traballar con
coordenadas, tanto nos espazos afins como nos proxectivos.

Referencias afins

Sexa A un espazo afin de dimension n.

Definicion 1.3.1. Chamamos sistema de referencia afin a un conxunto

R = {ulv"'aun;p}

no que p € A e {uy,...,u,} é unha base do espazo vectorial E. Diremos que o punto
p € a orize de R.

Exemplo. En (A%, R?,§) = A2 consideremos p = (0,0), u1 = (1,0) e ug = (0, 1), entén
R1 = {u1,u9;p} é un sistema de referencia afin. Outro exemplo é Ro = {v1,v2;p}, 0
sistema de referencia afin dado por p = (1,1), v1 = (1,1) e v2 = (—1,2).
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Fixado un sistema de referencia R de A, podemos establecer unha bixeccion
A— K" q—(x1,...,2p)

do seguinte xeito:
Op: ¢ — PQ=2x1Ul + ...+ Ty,

polo que a ¢ aséciaselle a n-tupla (z1,...,x,). Pomos g = (21,...,2,), € se R estd
claro polo contexto, podemos omitir o subindice.
Sexan Ry = {uy,...,un;p} € Ra = {v1,...,vn;p} dous sistemas de referencia afins de

A. Sexa ¢ € A un punto con coordenadas en Rq e Ro dadas por

aRr, :($17"'7$n)7 QRQZ(ylw"ayn)-

Proposicién 1.3.1. Sexa S a matriz de cambio de base de {vy,...,vn} a {ur,...,up}
e pr = (b1,...,by,). Entén,

1 Y1 b1

In Yn bn,

Demostracion. Podemos escribir pq = pp + pq. O vector pp é precisamente o que
denotamos por (by,...,b,). Logo,

Y1
I_)q:ylvl+-~-+ynvnzs )
Yn

que era O que queriamos ver. O]

Por unha cuestiéon de comodidade, resulta mais axeitado traballar coas chamadas coor-
denadas cartesianas ampliadas. Se as coordenadas dun punto ¢ na referencia R son
(z1,...,2y), dicimos que as suas coordenadas ampliadas son (x1,...,2,,1). Podemos
interpretar as coordenadas ampliadas en termos do espazo proxectivo, xa que estamos
vendo o espazo afin dentro do proxectivo pondo a tltima coordenada igual a 1. Se
denotamos como S = (a;;), temos entén que a matriz ampliada é

ai] ... Qip b1
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Deste xeito temos que

4o Y1
=S

Tn Yn

1 1

Exemplo. Sexa Ry = {uy,u2;p}, con p = (0,0), uy = (1,0) e ug = (0,1), e sexa
Ra = {v1,v2;p}, con p = (1,1), v1 = (1,1) e va = (—1,2). Entén, a matriz ampliada
de cambio de base de R1 a Rq é

1 -1 1
1 2 1
0 0 1

Usando esta matriz, temos que o punto con coordenadas (1,0) na base Ry ten coorde-
nadas (2,2) na base Rg; e o punto con coordenadas (0,1) en R; é o (0,3) en Ra.
E sinxelo ver que para facer o cambio de base na direccién oposto chega con considerar

a inversa da matriz ampliada:
2/3 1/3 -1
-1/3 1/3 0 1.

Vo o0 | 1)

Referencias baricéntricas afins

Definicion 1.3.2. Sexan A un espazo afin e p1,...,prr1 € A, con k > 0. Dicimos
que pi,...,pg+1 son puntos (linealmente) independentes se, e soamente se, os vectores
V1 = P1 —Pk+1s- -5V, = Pr — Dk+1 de E son linealmente independentes. As veces tamén

se usa a terminoloxia de puntos afinmente equivalentes. Se k = 0, entenderemos que un
punto {p;} é independente.

As propiedades de independencia lineal en espazos vectoriais tradicense sen dificultade
as propiedades correspondentes dos puntos nun espazo afin.

Proposicion 1.3.2. Coas notaciéns da definicién anterior, cimprense as seguintes
propiedades:

(a) A definicién de independencia de puntos non depende da orde: py,...,pg+1 son
puntos independentes se, e soamente se, p1,...,D;, ..., Pk+1,P; son puntos inde-
pendentes, onde a notacién p; quere dicir que se omite o punto p; na enumeracion.

(b) Se A é un espazo afin de dimensién n e k > n, entén pi,...,pkr1 son puntos
dependentes.

(c) Se A é un espazo afin de dimensién n e k < n, calquera k+1 puntos independentes

P1,--.,Pk+1 pOdense completar ata n + 1 independentes p1, ..., Dk+1,- -+, Pntl-
Demostracion. (a) Suponamos que 08 puntos pi,...,pPi,---,Pkt1,Pi Son puntos in-
dependentes. Imos demostrar que os puntos pi,...,pr+1 tamén o son. Se non o

fosen, existirfa unha combinacién lineal da forma Z?Zl Nj(pj — pr4+1) = 0. Agora
ben, temos que

k k

0= ij(pj — Pht1) = ij(pj —pi) — (Z)‘j>(pk+1 — i),

7=1 7j=1 J=1
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polo que os puntos pi,...,Di,...,Dk+1, i serian independentes, que é unha con-
tradicion.

(b) Nun espazo vectorial de dimensién n, un conxunto que ten n+ 1 vectores ou mais
é sempre linealmente independente.

(c) Consideramos os vectores v1 = Px+1P1,---,Vk = Pk+1Pk; Polo teorema de
Steinitz, podemos completar estes vectores ata ter unha base {v1,...,v,}. Pa-
raj=~k+2,...,n+1, definimos p; = a(vj, py+1). Entén, o conxunto de puntos

Dly .-y Pktly---sPnt1 € independente.
O

Sexa A un espazo afin de dimensién n. Dar un sistema de referencia R = {uq,...,un;p}
é equivalente a dar n + 1 puntos independentes e ordenados, {p1,...,Pn,Pn+1}, onde o
dltimo punto é a orixe. Neste caso falamos de sistema de referencia baricéntrico.

Definicién 1.3.3. Sexa A un espazo afin de dimensién n e B = {p1,...,pp+1} un sis-
tema de referencia baricéntrico de A. Sexa ¢ € A. Chamamos coordenadas baricéntricas
de g no sistema de referencia B 4 (n + 1)-tupla (z1,...,2,11) € K" que cumpre

gq=x1p1+ ...+ Tp+1Pn+1, 1+ ...+ Tpy1 =1

Suponamos de cara & seguinte definicién que (m,car(K)) = 1, onde como é habitual
car(K) é a caracteristica do corpo K.

Definicion 1.3.4. Sexan pi,...,pn € A, non necesariamente independentes. Se m
é invertible en K (isto é, se m é coprimo coa caracteristica de K), o baricentro de

Ply .., Pm € 0 punto

1 1
m m
Proposicién 1.3.3. O baricentro b de p1,...,pm € o Gnico punto de A tal que
Demostracion. O baricentro cumpre esa condicién xa que
bpi+... +bpm = (p1 —b) +... + (pm — b)

pola definicién de baricentro. Suponamos que hai outro punto ¥ que cumpre a mesma
condicién. Restando as duas ecuaciéns chegamos a mbb’ = 0, o que quere dicir que
b=1"0. O
Exemplo. Consideremos un tridngulo de vértices A, B,C' € A. Enton, o baricentro do
1 1 1 1 1
triagnguloé b= -A+ -B+ -C=A+ -AB+ -AC.
ranstt 3773773 3 3
C

o®

A B

No estudo da xeometria do tridngulo ou doutros poligonos, é habitual referirse ao
baricentro coa letra G (que fai referencia a que é o centro de gravidade).
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Referencias proxectivas

Un fenémeno que pode resultar curioso do caso afin é a dicotomia existente entre
puntos e vectores; hai unha interaccién entre dias entidades diferentes, e un sistema
de referencia pasa por dar n 4+ 1 obxectos: vimos a situacién méis comun, cun punto e
n vectores, e tamén o caso de n + 1 puntos. Porén, non hai motivos polos que un non
poida considerar m puntos e n+ 1 —m vectores, se 1 < m < n. Desde o punto de vista
proxectivo, os vectores son simplemente puntos no hiperplano do infinito, polo tanto
neste caso todo serd mais doado: unha referencia consistird simplemente en dar n + 1
puntos independentes. Imos comezar por introducir este concepto.

Antes de introducir o concepto de referencia proxectiva, imos discutir o significado de
independencia lineal.

Definicion 1.3.5. Sexan F1, ..., F,.41 subespazos de E. Dise que son linealmente inde-
pendentes se dim(Fy+. ..+ F,41) = dim F1+- - -+dim F, ;1. Sexan Ly = [F1],..., L,41 =
[F11] variedades lineais proxectivas de P. Diremos que as variedades lineais proxectivas
L; son independentes se, e soamente se, F1,..., F,41 son linealmente independentes. En
caso contrario dicimos que son dependentes.

No caso de dimensién 1, se F' = (u), pomos simplemente p = [u], en lugar de p = [(u)].

Proposicién 1.3.4. Sexan L = [F] unha variedade lineal proxectiva de P de dim L = d.

Sexa q1 = [u1],...,qr+1 = [tr+1] un conxunto de r + 1 puntos de L, u; € F'.
(a) Seqi,...,q+1 son linealmente independentes, entén r < d e existen g 42, . .., Gg+1
en L tales que q1,...,Gqr+1,---,q4+1 son linealmente independentes e xeran L; é

dicir, L=q1 V-V q441-

(b) Se q1,...,qr4+1 xeran L, entén r > d e existe un subconxunto {g;,,...,¢qi,,,} de
{a1,-..,qr11} tales que giy, ..., qi,,, son linealmente independentes e xeran L, é
dicir, L =q;; V-V qig,,-

(¢) Se r =d, entén qi,...,qq+1 son linealmente independente se, e soamente se, os
puntos q1,...,q4+1 xXeran L.

Demostracion. A demostracion é consecuencia de propiedades elementais de alxebra
lineal.

(a) Un conxunto de vectores linealmente independentes ten, como moito, tantos ele-
mentos como a dimensién do espazo. Se r < d, polo teorema de Steinitz podemos
completar a base {uj,...,ur+1} a unha base {ui,...,uq41} e definir ¢; = [u].
Nese caso, L=q1 V...V q4y1-

(b) Un conxunto de vectores xeradores ten, polo menos, tantos elementos como a
dimension do espazo. En caso de que haxa mais, un deles serd combinacion lineal
dos outros, polo que o podemos eliminar. Iterando o proceso, podemos acabar
cun conxunto de d vectores que sexan xeradores e independentes.

(¢) Nun espazo de dimensién d, tense que d vectores son linealmente independentes
se, e soamente se, son xeradores.

O]

A proposicién anterior permitenos facer a seguinte definicion.
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Definicion 1.3.6. Sexa L unha variedade lineal proxectiva de P. Un suplementario de
L é unha variedade lineal proxectiva M de P talque LV M =Pe LNM = 0.

Sexa P = (P, E,7) un espazo proxectivo de dimensién n. Consideramos unha base

B, = {ui,...,up+1} de E. Consideramos os puntos linealmente independentes p; =
[u1], ..., Pnt1 = [tunt1]. Enton, se p = [z] € P, con = € E \ {0}, podemos representar
x en funcién das sias coordenadas en B, como (z1,...,Z,+1). Supoiamos agora que

cambiamos u; por v} = 2u;. Entén,
r=xz1u1 + ... + Tpprtngr = (1/2)2z1u1 + xous + ... + Tpp1Unt,

e polo tanto teriamos unha nova (n+1)-tupla, a (x1/2,x2,...,Zp+1), que cando x1 # 0
non ¢é proporcional & anterior. Polo tanto, estas coordenadas non estan ben definidas, xa
que dependen da eleccién dos representantes u; de cada p;. Cémpre, polo tanto, coller
un punto extra, que chamaremos punto unidade que forzara que tédolos representantes
se movan d vez.

Definicién 1.3.7. Unha referencia prozectiva de P é un conxunto R = {p1,...,pn+1; U}
de n+ 2 puntos de P de maneira que calquera subconxunto de n+ 1 puntos é linealmen-
te independentes. Os puntos p1,...,pp+1 chdmanse vértices da referencia e U chamase
punto unidade.

Se R = {p1,...,pn+1; U} é unha referencia proxectiva de P, unha base adaptada a R é
unha base u1, ..., up+1 de E tal que p1 = [u1], ..., pnt1 = [unt+1] e U = [ur+. . . +upt1]-
As coordenadas proxectivas dun punto ¢ = [v] son os elementos de K dados por
(x1,...,Tpt+1), de xeito que v = Z?Ill x;u;. As coordenadas estan ben definidas salvo
multiplicacién por un elemento de K*, é dicir, podemos multiplicar tédolos elementos
por un mesmo escalar non nulo. A modo de notacidn, escribiremos ¢ = [(z1, ..., Znt1)]
ou simplemente [z1 : ... : Zp41]. O feito de que exista este grao de liberdade extra
simplifica o traballo nalgins problemas xeométricos nos que é ttil traballar con coor-
denadas. Por exemplo, se no plano afin se define un cuadrilatero ABC D, podemos fixar
o punto A como a orixe de coordenadas e AB e AC como os vectores da referencia;
é dicir, pér coordenadas A = (0,0), B = (1,0) e C = (0,1); en cambio, o punto D
terd coordenadas xenéricas (x,y), con x e y non nulos. No plano proxectivo, en cambio,
podemos fixar un sistema de referencia {A, B, C; D}, e pér coordenadas A =[1:0: 0],
B=[0:1:0,,C=[0:0:1]eD=1[1:1:1].

De cara & seguinte definicién, sexan Rq e Ro dias referencias proxectivas, e B, =
{u1,...,uns1} € By = {v1,...,vp41} as correspondentes bases adaptadas. Como é
habitual, escribimos (I),, para denotar a matriz de cambio de base de B, a B, (que
reflicte o feito de que esa matriz é a da identidade cando se toma a base B, no espazo
de saida e a base B, no espazo de chegada).

Definicién 1.3.8. A matriz de cambio de referencia de Ro a R é o elemento (), r, =
()] de P(M41(K)). E dicir, o subespazo vectorial de dimensién 1 xerado pola
matriz non nula (I), .

Exemplo. Imos volver ao exemplo que discutimos no caso afin, collendo agora Ri =
{lua], [ual, [us]; [ur + ug +us]} e Ro = {[v1], [va], [vs]; [v1 + v2 + v3]}, con uy = (1,0,0),
uz = (0,1,0), ug = (0,0,1); e v; = (1,1,0), v2 = (—1,2,0), v3 = (1,1,1). Entén, a
matriz de cambio de referencia de Ry a Ry é [M], onde
1 -1 1
M=\|1 2 1
0 0 1
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E dicir, un cambio de referencia afin pédese ver de xeito natural no proxectivo: os
vectores vense entén como direccidns, isto é, puntos no hiperplano do infinito; mentres
que o punto que fai o papel de orixe é un punto normal.

Traballar con coordenadas facilita a comprensiéon de certos resultados. Por exemplo,
tense a seguinte bixeccion.

Proposicién 1.3.5. Hai unha correspondencia bixectiva entre K™ e P} \ {zp41 = 0}
dada polas aplicaciéns

o: K" — P \{zpt1 =0}, (z1,...,2n) = [z1:... 12y 1 1]

VP \{znt1 =0} — K", [x1:...:2Zpn: Tpy1] = (X1/Tns1s -0 Tn/Tns1),
que son inversas unha da outra.
Demostracion. Tratase dunha comprobacion rutineira. ]

Por outro lado, hai tamén unha bixeccién entre {(x1 : ... : zpq1) € P | £pq1 = 0}
e IP’}‘(_l. Polo tanto, P% ~ K™ LI ]P’?(_l. En particular, isto dinos que se F; é un corpo
finito de ¢ elementos, o niimero de puntos de qu é

qn+1 -1

A SN IR =
q—1

1.4. Completacion proxectiva de espazos afins

Unha vez introducimos os espazos afins e proxectivos, o seguinte obxectivo pasar por
discutir como mergullar un espazo afin nun proxectivo, o que serd de gran utilidade
para algunhas das aplicaciéns que nos interesa discutir. Imos discutir dias cuestions
diferentes: a primeira, como a partir dun espazo proxectivo podemos construir un espazo
afin eliminando un hiperplano; a segunda, como completar un espazo afin para construir
un proxectivo.

Proposicién 1.4.1. Sexan (P, E, 7) un espazo proxectivo de dimensién n, H = [G] un
hiperplano e (e) un complementario de G en E. Sexa B :=P\ H.

(a) Para todo p € B existe un unico u € G tal que p = [e + u].
(b) Sexa p € B. A aplicacién §: B x B — G dada por
6(¢,7) =qr=v —u,
onde u,v € G, ¢ = [e+u] e r = [e+v], define unha estrutura de espazo afin en B.
(c) A aplicacién a: G x B — B dada por
a(v,e+u]) =le+u] +v:=[e+ (u+v)]
define a mesma estrutura.

Polo tanto, (B, G, ) é un espazo afin de espazo director G coa mesma dimensiéon que
P.
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Demostracion. (a) Sexap € B, conp =[z] ex € E\ G. Como E = (e) @ G, entén
x=Xe+u, con A # 0 e €G. Dividindo por A e pondo u = (1/A\)u’ € G, entén
p=lz] =[e+u]l. Se p=[e+w], entén e + u = pu(e + w), para p # 0. Como (e) e
G estan en suma directa, p = 1 e w = u. Isto non s6 demostra a primeira parte,
senon que tamén proba que § e a non dependen dos representantes.

(b) Temos que comprobar que se cumpre a relacién de Chasles e a homoxeneidade.
Para a primeira, se p = [e+u|, ¢ = [e+v] e r = [e + w]| € B, entén pq + qr =
(v—1u)+ (w—u) = w—u = pr. Para a homoxeneidade, fixemos p = [e + u] € B.
Temos que ver que 0,(¢) = pq é bixectiva. Para a inxectividade, sexan ¢ = [e+v],
r = [e+w] € B de maneira que pq = pr. Entén v —u = w—u e polo tanto v = w,
polo que g = r. Para a sobrexectividade, sexa v € G. Collemos ¢ = [e + (u + v)]
e temos pq = u + v — u = v. Polo tanto, a aplicacién d,: B — G, §(p,q) = pq é
bixectiva.

(c) Calculamos o punto p+ v, onde p = [e+u] € B e v € G. Entén, p + v = ¢, onde
q € B e pq = v. Polo tanto, se ¢ = [e + w], cémpre que v = pq = w — u, co cal
w=u+veq=le+(u+v)). B dicir, [e+u]+v = [e+ (u+v)]. De aqui dedticese
inmediatamente que « define unha accién simplemente transitiva.

Observamos que dimB = dim G = dim F — 1 = dim P. O

En particular, se P = (P, E, ) é un espazo proxectivo de dimensién n, existen n + 1
hiperplanos Hy, Hy,...,H, de P e n 4+ 1 espazos afins B; := P\ H; tales que P =
BoUBiU...UB,.

Exemplo. Consideramos o espazo proxectivo IP)%K, con coordenadas [x] : mg : z3].
Fixamos unha referencia proxectiva R = {[u1], [ua], [us]; [u1 + ua + us]}, con uy =
(1,0,1), ug = (0,1,1) e uz = (0,0,1). Collemos agora como hiperplano do infinito
H; a recta zs = 0, que non contén ningin dos puntos da referencia. Como H; =
[{((1,0,0),(0,1,0))], temos que un complementario é e3 = (0,0, 1). Sexan g, r e p os pun-
tos afins correspondentes a u1, us e ug, respectivamente. Un punto que non pertenza a
recta do infinito pddese escribir como (x1,z2,1) = (0,0, 1) + (21, 22,0), e en particular
aos puntos da referencia correspéndenlle os vectores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,0), respec-
tivamente. Polo tanto, os vectores da referencia afin {pq, pr;p} son v; = pq = (1,0, 0)
e vy = pr = (0,1,0) (para obter eses vectores restamos os vectores de H; do xei-
to descrito na proposicién). Como (x1,z2,0) = z1(1,0,0) + 22(0,1,0), temos que as
coordenadas afins dun punto con coordenadas proxectivas [z : g : 1] son (z1, z2).

Imos agora coller a mesma referencia proxectiva, pero como hiperplano do infinito Hs
a recta 1 + x2 + x3 = 0, & que tampouco pertence ningin punto da referencia. Como
Hy =[{(1,—-1,0),(1,0,—1))], un complementario é e3 = (1,0,0). Ent6n, temos que

1
Ty + 22 + 23

(z1,22,23) = (1,0,0) + ( —Ty — 3 To s )

T+ wo+ w3’ T+ 10+ 23’ 11+ X0 + T3

Os puntos da referencia correspéndense cos vectores de Ha iguais a (—1/2,0,1/2),
(—=1,1/2,1/2) e (—1,0,1), respectivamente. Polo tanto, a referencia afin {pq, pr;p}
(que corresponde aos mesmos puntos que no caso anterior) ten como vector asociado
apo (—1,0,1) e vy = pq = (1/2,0,—-1/2), v = pr = (0,1/2,—1/2). En particular,
para achar as coordenadas afins dun punto con coordenadas proxectivas [z1 : z2 : x3),
facemos

< —x2 — I3 ) x3
1+ xo+ 13" T + T2+ 23" 71 + X0 + T3

) —(~=1,0,1) = y1v1 + yava.
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Temos polo tanto as coordenadas afins (y1,y2), con

. 2.%'1 o 21‘2
N nvmray P nitaatas
Estes cédlculos mostran que o punto medio dun segmento non estd ben definido en
coordenadas proxectivas. No caso no que consideramos Hj como recta do infinito, o
punto medio de (0,0) e (1,0) é o (1/2,0). En cambio, no segundo caso é o (1/3,0). Isto
motivard na seguinte seccién a introduciéon da razén dobre.

Proposicién 1.4.2. Sexa A un espazo afin. Entén, existe un espazo proxectivo A, con
dim A = dim A e un hiperplano A,, de A de maneira que se B := A \ A, entén hai

unha bixeccion entre A e B. O espazo proxectivo A chamase a clausura prozectiva de
A.

Demostracion. Sexa E o espazo director de A. Enton,
E=ExK={u\|ueE e K,}

é un espazo vectorial e B
Eyx :={(u,0) € E|uec E}

é o subespazo vectorial de E. Consideramos entén ¢: E — E dado por ¢(u) = (u,0);
o morfismo ¢ inxectivo e p(E) = E. Polo tanto, E ~ F.
Sexa agora e := (0,1) € E. Entén E = (e) @ E, polo que dim £ = dim E + 1. Sexa
A := P(E) o proxectivizado de E, de maneira que A é un espazo proxectivo, dim A =
dimE — 1 =dim E = dim A. Sexa Ay, := [Ex]. Como dim By, = dimE — 1, A, é un
hiperplano de A. Polo resultado anterior sabemos que B := (A \ Ay, Fs) é un espazo
afin. Ademais, para todo ¢ € B existe un tnico u € E tal que ¢ = [(u,1)] = [e + (u,0)].
Para establecer a bixeccion entre A e B, fixamos p € A, que fard o papel de orixe. Sexa
t: A — A dada por «(p) := [(0,1)], que se corresponde co feito de que este punto sexa a
orixe; e ¢(q) := [(pq,1)]. Entén ¢(A) C B. Tense ademais que ¢(A) = B xa que se ¢ € B
sabemos que ¢ = [(u, 1)], con u € E e podemos tomar como preimaxe q := pp4+1+u € A.
Nese caso, u = pq e r = [(u,1)] = [(pq,1)] = ¢(p). Finalmente, ¢ é unha aplicacién
claramente inxectiva, xa que da definicién temos que se ¢(q) = ¢(r) entén pq = pr, o
que quere dicir que g = 7.

O

A bixeccién que demos entre A e B e de feito un isomorfismo de espazos afins. Iso
quere dicir que ¢: (A, F) — (A \ Ay, Fo) ¢ un isomorfismo asociado ao isomorfismo
p: EF— Ey xa que

(q) + »(ar) = [(pa, 1)] + (ar,0) = [(pr + qr, 1)] = [(pr, 1)] = ¢(r).
Afondaremos ma4is nesta idea en temas sucesivos.

Definicién 1.4.1. Dado A = (A, E) chamamos A = (P(E), E, ) a clausura prozectiva
de A. A A = [E] chamédmoslle o hiperplano do infinito, e os seus puntos son os puntos
do infinito de A. O punto fixado de A denotdmolo como p. Pomos ¢ := t(¢q) = [(pq, 1)]
para referirnos 4 imaxe do punto ¢ € A en A pola aplicacién ¢: A — A.

Exemplo. A clausura proxectiva de A%{ correspéndese co proxectivizado de K3, P(K?3).
Nese caso, a aplicacién ¢: A — A é a que envia un punto (a,b) a (a,b,1). Os elementos
de A, son os correspondentes &s clases [a : b : 0], é dicir, & recta do infinito.
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Definicion 1.4.2. Sexa V = ¢ + F unha variedade lineal afin. Definimos F,, :=
o(F) = {(u,0) € E | u € F} C Ey € Vo := [Fso] C [Exo] = Aso. Tense que Vi, é
unha variedade lineal proxectiva de dimensién dim V' — 1. Os seus elementos chamanse
puntos do infinito de L. A clausura prozectiva de V en A 6 V := (V) UV C A.

A seguinte proposicién permite obter de xeito sinxelo a clausura proxectiva de L = q+F'.
Esencialmente, dinos que é suficiente considerar a variedade obtida ao incluir o punto g e
logo as direcciéns correspondentes a cada direccién de F'. Para o enunciado, necesitamos
fixar, como de costume, un punto p que faga o papel de orixe.

Proposicién 1.4.3. Coas notaciéns anteriores, sexa F := ((pq,1)) @ F. Entén,
V' = [F] é unha variedade lineal proxectiva de dimV = dim V. Ademais, V' non esta
contida en A.

Demostracién. Observamos que a interseccién ((pq,1)) N Fx é baleira, xa que se
Apq,1) = (u,0) € Fy, entén X = 0. Imos ver agora que V C [F]. Como F,, C F,
entén Voo = [Fs] C [F]. Collemos r = ¢ +u € V, u = qr € F. Entén, (pr,1) =
(pq, 1) + (qr,0) € F e 1(r) = [(pr,1)] € [F]. E dicir, V = (V) U V4 C [F].

Pasamos 4 inclusién oposta. Sexa t = [w] € [F], con w = A(pq,1) + (u,0) e u € F.
Se A =0, entén w = (u,0) € Fou C F et = [w] € [F]. Se A\ # 0, entén t = [\ tw] =
[(pPq, 1)+ (A "1u,0)] = [(pq, 1)]+(A"1u,0). Pomos entén r = g+v € V,conv = qr € F,
de maneira que «(r) = [(pr, 1)] sexa igual a t = [w]. E dicir, v = qr = A~ !u. Nese caso,

u(r) = [(pa, 1)] + (ar,0) = [(pa, )] + (A" 'u,0) = A\ w] = ¢.

Concluimos que t € ¢(V). Finalmente, dim V' = dim F — 1 = dim F,, = dim F = dim V..
Como F non esta contida en F,, entén V tampouco pode estar contida en A.g. ]

Exemplo. Sexa r: (1,0) + A(1,1) a recta que pasa polo punto (1,0) e ten direccién
(1,1). Entén, a clausura proxectiva é a recta que pasa por [1:0: 1] e por [1:1:0]. E
dicir, consideramos a inclusién do punto de paso no proxectivo e logo unimola co punto
da recta do infinito correspondente ao vector director.

Corolario 1.4.1. Sexan V e W duas variedades lineais afins de A. Entéon V e W son
paralelas se, e soamente se, Voo C Wy ou Wy C V. Se dimV = dim W, entén V e
W son paralelas se, e soamente se, Voo = Wy,. Se V e W son duas rectas de A, entén
son paralelas se, e soamente se, a interseccion de Vy, e Wy, é un punto.

Demostracion. Temos que V =q+ F e W = r 4 G son paralelas se FF C G ou G C F}
iso é equivalente a Vo C Wy, ou Wy, C V. O

Exemplo. Asrectas r: (1,0) + A(1,1) e s: (2,0) + p(1,1), con A\, u € R, son paralelas
en Aﬁ. Coas notaciéns anteriores, ao considerar as sdas completaciéns proxectivas,
cortanse no punto [(1,1,0)], que estd na recta do infinito.

Imos considerar por dltimo como definir a referencia proxectiva asociada a unha refe-
rencia afin, tanto no caso cartesiano como no baricéntrico.

Definicién 1.4.3. Sexa (A, E, ) un espazo afin e R = {u1,...,un; ¢} unha referencia
affn de A. Sexa p € A e consideremos a clausura proxectiva de A, A = (P(E), E, 7). O
conxunto R = {[(u1,0)],...,[(un,0)],[(pa,1)];[(e1 + ...+ en+Ppq, 1)]} é unha referen-

cia proxectiva de A e B, = {(e1,0),...,(es,0),(pqg,1)} é unha base adaptada de R.
Chamase referencia proxectiva asociada a R.
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Definicién 1.4.4. Sexa B = {p1,...,pn+1} unha referencia baricéntrica de A. A refe-
rencia proxectiva asociada d referencia baricéntrica B é B = {pi,...,pn+1;b}, onde b é
o baricentro de p1,...,pn+1-

Coas notaciéns anteriores, B é unha referencia proxectiva. Ademais, se ¢ € A ten coor-

denadas baricéntricas (z1,...,Zn+1) en B, con 27z, = 1, entén § ten coordenadas

proxectivas (z1:...: ZTp41) en B.

1.5. Ecuacions das variedades lineais

Ecuacidons das variedades lineais afins

As ecuaciéns paramétricas dunha variedade lineal afin V' = a + F corresponden &
expresién dos puntos de V' en termos dunha base de F. Sexa {v1,...,v,} unha base de
F; se g € V, entén podemos escribir

q:a+)\1vl+"'+)\rvr7

e dicimos que estas son as ecuacions paramétricas de V. Tomando un sistema de refe-

rencia cartesiano R = {wq,...,Wn;Pnt1}, podemos escribir esta expresién usando as
coordenadas de a e de vy, ..., v, neste sistema:
1 ai V1,1 Ur,1
= :|+N : +- A
In Gn Ul,n Urn

Do mesmo xeito, as variedades lineais corresponden aos conxuntos de soluciéns de
ecuaciéns lineais, non necesariamente homoxéneas, nas coordenadas en R.

Proposiciéon 1.5.1. Un subconxunto V' C A é unha variedade lineal se, e soamente
se, as coordenadas dos seus puntos no sistema R son soluciéns dun sistema lineal
compatible Az = b. As ecuaciéns do sistema chamanse ecuacions cartesianas de V.

Cando este sistema é compatible, as sias solucions pddense escribir como V = a +
ker A, onde a é unha solucién particular do sistema. A dimensién de V' e o rango de A
relaciénanse mediante a expresién dim V = n — rango A.

Polo tanto, cando V' esta definida por un sistema de ecuaciéns Ax = b, obtemos as suas
ecuaciéns paramétricas encontrando unha solucién a do sistema e unha base de ker A.
Reciprocamente, dadas as ecuacions paramétricas, obtemos as ecuacions cartesianas
observando que g € V se, e soamente se, ¢ — a € F', de onde resulta o sistema

rr—ar vYi1 ... Uip
rango : : : =T
Tp —0n Vip .-+ Urp

Proposicion 1.5.2. Sexa A un espazo afin de dimensién n e {p1,...,pn-1} un sistema

P P Ply-- s Pt

de referencia baricéntrico. Sexan ¢; = (a; 1, ..., jn4+1), cON Z;l;l a;; = 1, n+1 puntos

de A. Enton, ¢, ..., ¢,+1 estan contidos nun hiperplano se, e soamente se, det(a; ;) = 0.
» 41, s An+- perp ) ) N

En particular, se ¢1 = (a1,1,a1,2,a13), g2 = (a2,1,a22,a23) € g3 = (a3 1,a32,a33), entén

q1, g2 € g3 estan alinados se, e soamente se,

a1 az1 asn
a2 az2 asz| =0.
a3 G223 0ass
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Demostracion. E unha comprobacién inmediata. ]

Exemplo. Sexa ABC un tridngulo en A%& e consideramos a referencia baricéntrica
dada polos vértices do tridngulo, é dicir, A = (1,0,0), B = (0,1,0) e C = (0,0,1). Sexa
G = (1/3,1/3,1/3) o baricentro e M = (0,1/2,1/2) o punto medio de AB. Entén, A,

G e M estan alinados xa que

1 1/3 0

0 1/3 1/2|=0.

0 1/3 1/2
Ecuacions proxectivas
Sexa P = (P, E,7) un espazo proxectivo de dimensién n e R = {p1,...,pn+1;U}
unha referencia proxectiva de P, con B, = {u1,...,u,+1} unha base adaptada. Sexa
L = [F] unha variedade lineal proxectiva de dimensién d, onde F' = (vq,...,v441) € con
U1,...,04+1 linealmente independentes. Se ¢; := [v;], entén L = ¢1 V...V gg41. Sexa
p = [z] € P. Sexa M,, a matriz (n + 1) x (d + 1) a matriz que ten por columnas as
coordenadas proxectivas de vy, ..., v4+1, isto é, as componentes dos vectores vy, . .., Ug41
na base B,. Como v1,...,v441 son linealmente independentes, M, , ten rango maximo

d+1.

Temos entén que p € L se, e soamente se, existe unha matriz non nula Y, de dimensién
(d+1)x1, etal que X = M, ,Y. Porén, o vector Y = (A1,..., Ag41) depende da eleccién
de representantes, que poden variar ao multiplicarmos por un escalar non nulo. Non
ten sentido entén dicir p = [z] € L se, e soamente se, [X] = [M,,][Y], porque ¥ non
define un elemento do proxectivo.

De xeito similar, podemos obter as ecuaciéns implicitas. Por simplicidade, suponamos
que o menor formado polas primeiras d+1 filas é non nulo. Entéon, p € L se, e soamente
se o rango de (M, | X) coincide co de M, , e é d+ 1.

Ecuaciéns afins e proxectivas

Sexa A un espazo affn e R = {e1,...,e,;p} unha referencia afin. Sexa A a clausura
proxectiva de A, e collemos p = [e,11]. Collemos R = {[e1], ..., [en], D; [ent1+- .. +e€n]}
a referencia proxectiva asociada a R. Sexa L = p + F unha variedade lineal de A e
L =i(L)U Ly a clausura proxectiva de L. Sexa ¢ € A con coordenadas (z1,...,2,) en
R. Suponamos que as ecuaciéns de L en R vefien dadas por

I 0
a1l ... Alp4l by _

Ty 0
ar1 ... Grnp+l by 1 0

En particular, un vector v = x1e; + ... 4+ z,e, € E cumpre que v € F' se, e soamente
se,

a1,1 cee Q1 n41 I 0
r1l .. Gppgl Tn 0
Proposicién 1.5.3. Sexa Q € A de coordenadas proxectivas [(x1,...,2,11)] en R.

Entén Q € L se, e soamente se, Q € i(L) ou Q € Lo, = [F].
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Demostracion. No caso no que @ € (L) tense que @ = @, con q € L. Nese caso, Tp11 #

0, polo que [(z1,...,Zn+1)] = [(®1/Tn+1,- -, Tn/Tnt1,1)] € ¢ en R ten coordenadas
(1/%nt1s .-« Tn/Tpt1). Iso quere dicir que
I 0
ari1 ... QAlnp+1 b1
Ty B 0
Qr1 ... Qrnp4l bT 1 0

Por outro lado, se Q € [F], tense que QQ = [v], ou o0 que é 0 mesmo, que z,4+1 = 0. Nese
caso, tamén se cumpren as ecuaciéns do sistema. O

Exemplo. En A%, consideramos as rectas con ecuaciéns implicitas

r—y+1=0 r+y—3=0
r: S:
r—z+2=0, z—3=0.

Para calcular a interseccién das duias rectas, impomos que se cumpran simultaneamente
as catro ecuaciéns, e chegamos a que o Unico punto en comun é o (1,2,3). Para achar
o subespazo director de cada unha, chega con calcular os xeradores correspondentes ao
sistema homoxéneo. Por exemplo, no caso de r consideramos

z—y=0

r—2=0,
de onde chegamos a que r: (1,2,3)+A(1,1,1), con A € R. De xeito similar, s: (1,2,3)+
u(1l,—1,0), con u € R. A suma das duas variedades lineais é o plano

Tr=rVs=(1,2,3)+11(1,1,1) + (1,-1,0), wv1,1n €R,

0 que é consistente coa féormula de Grassmann, que como a interseccion é non baleira
d4 a igualdade 2+ 0=1+1.

A variedade lineal proxectiva correspondente & clausura de r obtense, como discutimos
nos resultados anterior, ao tomar a variedade lineal obtida como [(1,2,3,1)] vV [1,1,1,0]
(isto é, a inclusién no proxectivo dun punto mais o punto do infinito correspondente &
direccién da recta). En forma matricial, as ecuaciéns de r son

x

1 -1 0 1\[y]| _
1 0 -1 2)[=|"

1

o O O O

o que quere dicir que as ecuaciéns da clausura proxectiva son

T 0

1 -1 0 1 y| |0
<10—12>2_0
t 0

Exemplo. En A%, consideramos as rectas con ecuacions implicitas

r—y+1=0 r—y=0
T S:
r—z+2=0, y—2z=0.
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Para calcular a interseccién das dias rectas, impomos que se cumpran simultaneamente
as catro ecuacions, e chegamos a que non hai ningin punto en comun. Para achar o
subespazo director de cada unha, chega con calcular os xeradores correspondentes ao
sistema homoxéneo. Tense que r: (1,2,3)+A(1,1,1),con A € Re s: (0,0,0)+p(1,1,1),
con i € R. Polo tanto, as rectas son paralelas. A suma das dias variedades lineais é o
plano

m=rVs=(0,0,0)+v1(1,1,1) +12(1,2,3), vi,1n R,

onde ademais do vector director se engadiu o correspondente & resta dos puntos (1,2, 3)
e (0,0,0). O resultado é consistente coa férmula de Grassmann, que como a interseccién
¢é baleira da a igualdade 2+ 1 =141+ 1.

Ao considerar a clausura proxectiva, temos as rectas

_ Jx—y+t=0 r—y=0
T S:
r—z+2t=0, y—2z=0.
A sta interseccién é o punto [(1,1,1,0)]. Se collemos como recta do infinito x = 0,
temos que as ecuaciéns afins no espazo resultante ao quitar esa recta (pondo z = 1) si
teran un punto en comun, o (1,1,0). E dicir, que dias rectas paralelas quere dicir que
o seu punto de corte esta no hiperplano do infinito. Se tomamos a clausura proxectiva

e cambiamos o hiperplano do infinito, o punto de corte pode pasar a estar no espazo
afin resultante.

Unha observacién que resulta interesante de cara a resultados que desenvolveremos
no futuro é o seguinte. No plano afin IP’%Q, unha recta pédese expresar mediante unha
ecuacion da forma

ax +by+cz =0,

con (a,b,c) # (0,0,0). Os coeficientes (a,b,c) e (a’,V/, ') correspéndense coa mesma
recta se, e soamente se, existe A # 0 de xeito que (a’,V', ') = A\(a, b, ¢). E dicir, dar unha
recta equivale a dar un elemento de P(R?). Isto é un primeiro exemplo da dualidade
proxectiva, que permite establecer méis en xeral unha correspondencia entre puntos e
hiperplanos. No caso afin a situacién ¢ lixeiramente distinta: unha recta exprésase como

ar +by+c=0,
con (a,b) # (0,0). Os coeficientes (a, b, c) e (a’,b', ') correspéndense coa mesma recta
se, e soamente se, existe A # 0 de xeito que (a/, b, ) = A(a, b, ¢); aqui, porén, estamos
excluindo o caso de (a,b,c) = (0,0,1), que se corresponde coa recta do infinito. Non

hai polo tanto a dualidade que se observaba no proxectivo: os puntos identificanse con
RQ, mentres que as rectas o fan co proxectivizado de R3 menos un punto.

1.6. A razén simple e a razén dobre

A razoén simple

Definicién 1.6.1. Sexa A un espazo afin e a1, a2, a3 € A puntos alinados con a; # as.
Diremos que A = (a1,a2,a3) € K é a razdn simple dos tres puntos se ajag = Aajas.

Exemplo. (a) Consideremos os puntos ai,as e asz onde as e o punto medio de ajas.

a as a2

Neste caso, A = %
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(b) Consideremos os puntos aj, az, a4 € as, onde a4 e as dividen o segmento ajas en
tres partes iguais.

ai a4 as az

Neste caso, (a1,az,as) = e (a1,a,a5) = 2.

(c¢) Consideremos tres puntos alifiados a1, az e az. Se az = a3 entén A = 0 e se az = asg
entéon \ = 1.

(d) Consideremos os puntos aj, as € ag tal e como se mostra na seguinte figura, onde
a distancia entre a; e ag é a mesma que hai entre a; e as.

aG aq a2

Neste caso, (a1, az,a6) = —1.

Convén observar que se a; # ag, {a1,az} é un sistema de referencia baricéntrico da
recta r = (a1,az) e R = {aj;a1az} é un sistema de referencia cartesiano de r. Enton,
a razén simple A é a coordenada de as:

az = a1 + (a1, a2,a3) - ajas.

Por outro lado, se ag ten coordenadas baricéntricas (o, ) no sistema {aj,as}, entén
(a1,a2,a3) = B. Mais en xeral, sexa r = (a1, ag, as) a recta xerada por estes tres puntos
alinados. Entén, se R é un sistema de referencia de r tal que a; ten coordenada z; € K,
enton

r3 — I

(a1,az2,a3) = ——.

Ty — X1
Ademais, se {b1,b2} é un sistema de referencia baricéntrico de r tal que a; = («;, 5i)
nese sistema, enton

_ B3=P  az—ao
(a1,az,a3) = = .
fo—B1 -
A importancia da razén simple quedard clara no tema seguinte, cando se establecera
que as afinidades (as aplicaciéns que mantenen a estrutura de espazo afin) conservan a
razén simple, e que nun sentido apropiado, o reciproco tamén é certo. Desta maneira,
podese entender a razén simple como unha maneira de capturar un invariante dos
espazos afins.

A razén dobre

A razoén simple é un concepto que non estd ben definido desde o punto de vista do
espazo proxectivo. Para amosalo, sexa A%R a recta afin real e consideremos os puntos
1 = 0 e z2 = 1. Podemos considerar a completacion proxectiva, IP’]%Q, de xeito que o
punto do infinito ten coordenadas [1 : 0] e un punto afin r ten coordenadas [r : 1].
Imos considerar agora a estrutura de espazo afin en IP’]E que se obtén ao eliminar un
hiperplano (neste caso, un punto) diferente do [1 : 0]. Eliminar o punto r corresponde
a eliminar o eliminar o hiperplano z — ry = 0. Como o [1 : 0] é un complementario, un
punto xenérico [a : b] pode escribirse como

[(a,0)] = [(1,0) + (ru,u)],
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conu = ﬁ. En particular, ao punto x1 = 0 correspéndelle u = —1/r e ao punto zo = 1

1 1

T @> Con isto, temos

correspéndelle u = 1/(1 —r). O vector x3X2 é entén o (

que o punto medio do segmento que une x; e x2 ten coordenadas (%, %) A

partir de aqui, obtemos que ese punto medio se corresponde co 5. No espazo afin, o
punto medio z3 dun segmento x1z2 é o Unico que cumpre que (x1, T, r3) = % Neste
caso, obsérvase que o punto medio depende da elecciéon do punto do infinito, polo que
non existe un punto zsg para o cal tena sentido dicir que (z1, 2, r3) = %, sendén que isto
dependerd da elecciéon do punto do infinito.

En cambio, si ten sentido falar dun cociente de razéns simples. Sexa ¢ = [0 : 1],
g2 = [1 : 1], g3 o punto do infinito [r : 1] e ¢4 o punto medio de gig2 unha vez feita a
eleccion de punto do infinito. Enton,

(92,93, q4)
(91,93, qa)

¢ dicir, o cociente non depende da eleccién do punto do infinito.

Alternativamente, se consideramos que r é o punto do infinito e queremos calcular a
razén simple de (x1,x2,x3), con x3 = 1/2, obtemos que o resultado é

1—r

1—2r

isto é, depende da eleccién de r (observamos que cando r tende a infinito, o valor é
precisamente 1/2).

Para corrixir este problema, sexa P! unha recta proxectiva, e sexa R = {p1, p2; U} unha
referencia proxectiva. Collemos B, = {u1,u2} unha base adaptada a R. En particular,
p1 = [u1], p2 = [uz] e U = [u1 + ug]. Por outro lado, sexan ¢, g2, g3, ¢4 catro puntos de
P!, con polo menos tres deles diferentes. Supofiamos que g; = [v;], onde v; = x;u1 +y;us.

A modo de notacién, poremos K := K LI {oo}, onde oo é un simbolo que cumpre
A+oo=00;A/oco=0e00/A=00,8e \€ K; A-00o=00e A/0=00,se XA € K\ {0}.

Definicién 1.6.2. Consideramos as aplicaciéns 0: P! — K e n: K — P! definidas por

(91,92, 43, q4) == =-1;

(xla l'Q,[Eg) =

x/y  sep=[rus + yus] con y # 0,
wm:{

00 se p = [u1];

[Aup +ug] se e K,

n(A) =

[u1] se A = oo.
Lema 1.6.1. A aplicacién §: P! — K estd ben definida, é bixectiva e a stia inversa é
n: K — PL
Demostracion. Se p = [xuy + yug] = [2'us + y'ug], entén zuy + yus = A(2'u1 + y'uz)
para algin A € K \ {0}. Deste xeito, x = Az’ e y = \y/. En particular, y = 0 se, e
soamente se, y' = 0, e, neste caso, p = p1 e 6(p) = oo, que non depende do representante

escollido. Se v,y # 0, entén z/y = (Az’)/(\y') = 2'/y’ e 0(p) non depende novamente
do representante escollido. E tamén evidente que 7 € a aplicacién inversa de 6. O

Definiciéon 1.6.3. A razén dobre de q1, g2, g3, q4 €

Tr1 TI3||T2 X4
(01,022 5. 41) = (g2, q3,q4) _ det(vy, v3) det (v, v4) _ 1y yslly2 ya
A (q1,93,qa)  det(vi,vo)det(va,v3) |21 a4| |22 @3]

Y Y4 |Y2 Y3
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onde os determinantes se toman con respecto a unha base fixada B, = {u1, ua}.

Lema 1.6.2. A razén dobre (q1,2;q3,q4) é un elemento ben definido de K e non
depende nin dos representantes dos ¢; nin da referencia escollida.

Demostracion. Esta claro que se ¢; = ¢; entén det(v;,v;) = 0. Como tres dos catro
puntos son diferentes, como moito hai un determinante nulo. Se ¢; = [v;] = [w;], entén
w; = /\z"Uz' (§

det(wl, w3) det(wg, w4) B A1 A3 Aoy det(vl, 1)3) det(vg, 1)4)
det(wl, w4) det(wg, w3) - A1 A Ao A3 det(vl, '04) det(vg, 1)3)
_det(vy,v3) det(va, v4)
~ det(vy, vyq) det (v, v3)

Imos considerar agora outra referencia proxectiva R' = {p},ph;U’}, e sexa B, =
{u},uy} unha base adaptada a R'. Sexa M = (I)p, 5, a matriz de cambio de base
de By, a B;,. Tense entén que detp: (v;,v;) = M detp, (vs,v;), polo que o cociente queda
novamente invariante e a razoén dobre non depende da referencia escollida. ]

Lema 1.6.3. Suponamos que 6; := 0(q;) = x;/y; # oo na referencia R = {p1,p2; U}.

Entén
(03 — 61)(04 — 02)
(04— 01)(03 — 62)

Demostracion. Por hipétese, ¢; = [zju1+yiuz] = [fiu1+usg], cony; #0eb; = x;/y; # 0.
Como a definicién non depende do representante, temos que

(q1,92;G3,q1) =

91 93 92 04
. L LT 1] (03— 601)(04— 62)
(91,9243, 94) = 0, 0411602 05| (01— 01)(05 —62)°
1 1|1 1

Como unicamente pode haber dous 6; iguais, unicamente un dos 6; —; pode ser 0. [J

Cuamprese que (A, B;C,D) = (B, A;D,C) = (C,D; A, B) = (D,C; B, A), mentres que
se (A, B; C, D) tense que

(A,B;D,C) = 1.

1
(A7C7D7B)_ﬁ7
(A,C;B,D)=1- ),

A
A,D;C,B) = —~—
( ) 7C7 ) )\_17
(A,D:B,C) = ——

s 0y Dy _)\_1

Corolario 1.6.1. Sexan qi,q2, g3, g2 € P!, con polo menos tres deles diferentes, e sexa
p = (q1,92;93,q4)-

(a) p =0 se, e soamente se, ¢ = q3 OU g2 = q4; p = OO se, e soamente se, g = g4 Ou
q2 = q3; € p =1 se, e soamente se, g1 = gz ou q3 = q4.

(b) Se 1 #q2e R ={q1,q2; U}, entén p = 04/05.
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(c)
(d)

(e)
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Se q1, g2, g3 son diferentes e R = {q1,q2;q3}, entén p = 0.

Se q1, g2, g3 son diferentes e up, ug é unha base adaptada a R = {q1, ¢2; q3}, entén
qs = q1 se, e soamente se, p = oco. En caso contrario, ¢4 # q1, p € K e q4 =
[pu1 + ug).

Se q1,¢2,43,q4,q95 € P! con ¢1 # g2 € q3,q4,5 ¢ {q1, 2}, entén

(q1,925 03, q4)(q1, 425 Q15 45) = (q1,G2;G3, q5)-

Demostracion. (a) Temos que p = 1 se, e soamente se (03 — 01)(04 — 62) = (04 —

01)(03 — 03). Operando e simplificando termos, a igualdade é equivalente a (02 —
01)(04 — 03) = 0, é dicir, a ¢ = g2 ou a g3 = q4. As outras duas afirmaciéns son
obvias.

Na referencia R = {q1,92; U}, 1 ten coordenadas (1 : 0) e coordenada absoluta
01 = o0; g2 ten coordenadas (0,1) e coordenada absoluta 2 = 0. Se ¢3,q1 # q1,
entén s, 04 # 0o, e aplicando o resultado anterior tense que

04 —02 04

(91,923 43, q1) = b0, 0

Se g3 = q1 # q4, da definicién de razén dobre obtemos que (g1, ¢2; g3, q4) = 0. Por
outro lado, como ¢4 # qi1, entén 04 # 61 = 03 = co e 04/05 = 0. Se g4 = @1 # ¢3,
entén (q1,q2;q3,q4) = 00, € como g3 # qi, entén s # 01 = 04 = 0o e 04/603 = 0.

Isto séguese inmediatamente de (b) e do feito que se U = g3, entén 03 = 1.

Pomos ¢1 = [u1], g2 = [u2] e g3 = [u1 + uz]. Do apartado anterior, temos que
p = 04. Como 0 é bixectiva e a sda inversa é 7, tense que g4 = ¢1 Se, e soamente
se, 0(qs) = 0(q1), o que ocorre se, e soamente se, §4 = p = oo. En caso contrario,

Q4 # qa, 04 # 00 e g4 = n(0(qa)) = n(0a) = [Oaur + uz] = [pur + ua].

Coas hipéteses que se suponen, tédalas razéns sobre estan ben definidas. Collendo
R = {q1,q2;U}, deducimos que (q1,q2;4i,,q;) = 0;/0;, onde ¢; # q; xa que
qi, qj ¢ {q1,q2}. Deste xeito

0405 0O
(g1, 92543, qa) (1, @23 @4, G5) = -~ = = = (q1, 425 43, 45)-
0360, 0O
O
Exemplo. En P2 consideramos a recta # +y + 2z = 0 e os puntos ¢; = [1 : —1 : 0],

@=1[1:0:-1],¢g3=[0:1:—1] e qs = [3:—2: —1]. Para calcular a razén dobre
(q1,92; g3, q4). Collemos entén un sistema de referencia da recta R = {q1, g2; U}, de xeito
que ¢1 = [(1,—1,0)] e g2 = [(1,0,—1)]. Podemos pér g3 = [-1-(1,—1,0)+1-(1,0,—1)],
polo que a coordenada absoluta é f3 = —1. Analogamente, ¢4 = [2-(1,—1,0)+(1,0,—1)],
polo que 64 = 2. Isto amosa que (q1, q2; g3, q4) = —2.

Alternativamente, podemos considerar unha base adaptada de xeito que g3 sexa o
punto unidade. Para iso pomos ¢; = [(—1,1,0)], ¢2 = [(1,0,—-1)] e g3 = [(0,1,—1)].
Entén, neste caso temos que ¢4 = [—2(—1,1,0) + (1,0, —1)], polo que a razén simple é
directamente a coordenada absoluta, é dicir, —2.
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Polo tanto, para calcular a razén dobre podemos considerar unha referencia na que os
dous puntos sexan ¢; e go2, e logo facer o cociente das coordenadas absolutas de q3 e qu;
se adicionalmente impomos que g3 sexa o punto unidade, entén é suficiente calcular a
coordenada absoluta do cuarto punto.

Definicién 1.6.4. Sexan qi,q2,q3,qs4 catro puntos de P!, con polo menos tres deles
diferentes. Dicimos que q1, g2, g3, ¢4 forman unha cuaterna harmdnica se (q1, q2; q3, q4) =
—1.

No caso de que os puntos formen unha cuaterna harmonica, calquera outra forma de
colocar os puntos dé como valor para a razén dobre 2 ou 1/2. Se (q1,q2;q3,q4) = —1,
as veces dise que (g1, ¢2) dividen harmonicamente (g3, q4).

Se V' é unha recta afin, a clausura proxectiva pode escribirse como V = (V) U Vi,
onde V, consta unicamente dun punto. Neste caso, (A, B,C) = (t(A),(B),t(C), 00),
onde por simplicidade usamos oo para referirnos ao punto do infinito. En particular,
(t(A),1(B),1(C), 0) forman unha cuarterna harmoénica se, e soamente se, C' é o punto
medio de AB.

1.7. Alguans teoremas da xeometria plana clasica

Algins dos resultados da xeometria clasica do plano exprésanse de xeito natural en
termos da razén simple. Presentamos como exemplos os teoremas de Ceva, Menelao,
Pappus e Desargues; porén, este iltimo demostramolo na linguaxe da xeometria pro-
xectiva.

En primeiro lugar comezamos discutindo un dos teoremas mais conecidos da xeometria
clasica, vélido para calquera espazo afin; xeralmente atribuese ao filésofo e matemético
grego Thales de Mileto.

Teorema 1.7.1 (Thales). Sexan 7 e r’ dias rectas dun espazo afin A e Hy, Hy e Hj
tres hiperplanos diferentes, paralelos entre si e non paralelos a ningunha das rectas.
Sexan a; = r N H; e a; = ' N H;. Entén,
(ala az, (13) = (b17 b27 b3)
Hj3
a
H, ’

a2

a
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Demostracion. Sexa n = dim A. Comezamos observando que a interseccién dun hiper-
plano e dunha recta que non sexa paralela a el é non baleira; ademais dim H; Nr =0 e
que dim H; N7’ = 0 para ¢ = 1,2, 3. Para ver isto, aplicamos a férmula de Grassmann
e obtemos

dimH; Nr =dim(H; Vr) —dim H; —dimr=n—(n—1)—-1=0,

e 0 mesmo é certo para dim H; Nr'. Sexa A = (a1, as,as3). Iso quere dicir que a3 =
a1 + Aajag. Definimos o punto b = by + Abibg; é suficiente entén establecer que
b = bs. Sexa F' o subespazo director de calquera dos hiperplanos. Temos que

bg —asz = (1 — )\)albl 4+ Aasbg € F,

o que quere dicir que b; € az + F = Hs, pero ao mesmo tempo bs € r’. Polo tanto
bs € ' N Hs, e como esa interseccién consta unicamente do punto bz, tense que cumprir
que b = bs, como queriamos ver. ]

O seguinte resultado, conecido como teorema de Ceva, d4 unha condiciéon necesaria e
suficiente para que tres rectas sexan concorrentes.

Teorema 1.7.2 (Ceva). Sexa pipaps un tridngulo nun plano afin A. Consideramos
puntos p; € p;pr (con {3, 7, k} = {1,2,3}) de xeito que non coincidan con ningin dos
vértices do tridngulo e definimos as rectas r; = p;p,. Entén, r1, ro e r3 son concorrentes
se, € soamente se,

(p/hp?ap3)(pl27p37p1)(pg7p17p2) =-1L

D2

p1® . ® D3
Pa

Demostracion. Os puntos p1, p2 e ps forman un sistema de coordeanadas baricéntricas
no plano. Suponamos primeiro que as rectas son concorrentes nun punto p = ap; +
bpa + ¢ps3, con a+ b+ ¢ = 1. O punto p] ten coordenadas (ai, b1, c1). Por estar na recta
pop3 cumpre que a; = 0; do mesmo xeito, estd tamén na recta ppy, polo que

1 a O
0 b b1 :bcl—cblzo.
0 c 1

)

: _ / b
Como ademais by + ¢; = 1, temos que as coordenadas de p| son (0, e ﬁ) Analo-

/ a c / a b £
gamente, as de p; son (G—Jrc, 0, T%) e as de ps, (m, T O). Temos enton que

—b —c —a
(P, p2,p3) = — (Py,p3,p1) = — (p3,p1,p2) = -
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polo que o produto das tres razéns simples é —1.

Para demostrar o reciproco, supofiemos que se cumpre que o produto de razdns simples
é —1. Sexa p o punto de corte de p;p) e paph, e consideramos un novo punto pj, definido
como a interseccion de psp e p1ps. Polo visto na parte anterior, cimprese que

(P1s P2, p3) (P, p3. p1) (D5, p1,p2) = —1,
polo que (p, p1,p2) = (P4, p1,p2). Iso quere dicir que p3 = pj. O

Exemplo. Nun tridngulo, consideramos as rectas que unen os vértices cos puntos
medios do lado oposto (as chamadas medianas). Estas rectas concorren nun punto,
que é de feito o baricentro do tridngulo. Para demostralo, se chamamos A, B e C aos
vértices e M4, Mp e M¢ aos puntos medios correspondentes, temos que (My, B,C) =
(Mp,C,A) = (Mg, A,B) = —1.

O seguinte resultado, atribuido a Menelao, pédese entender como un resultado dual do
anterior, nun resultado preciso que se aclarara mais adiante.

Teorema 1.7.3 (Menelao). Sexan p1, p2 e ps tres puntos independentes dun plano afin
A que determinan un tridngulo, e sexan ¢; € pjpy, (con {3, j, k} = {1,2,3}), de xeito que
0s p; non coincidan con ningun vértice. Entén, q1, g2 e ¢3 estan alinados se, e soamente
se,

(g3,p1,p2)(q1, 2, 3)(q2,P3,p1) = 1.

b1

q2
q3

_~ P2 p3

Demostracion. Como no teorema de Ceva, consideramos o sistema de referencia ba-
ricéntrico formado por pi, p2 e p3. Entén, temos que neste sistema podemos pér
q1 = (0,b1,c1), g2 = (a2,0,c2) e g3 = (a3, b3,0). Entén,

agbica

(Q3,pl,pz)(%,pzap3)(£]2,p3,p1) = - .
agb;g,q

Esa cantidade é igual a 1 se, e soamente se, agbica + asbzc; = 0. Do mesmo xeito, os
tres puntos estan alinados se, e soamente se,

0 bl C1
a9 0 Co| = 0.
as b3 0

O]

Os teoremas de Ceva e Menelao tamén admiten enunciados en termos de xeometria
proxectiva, pero son teoremas fundamentalmente afins, xa que tratan de razons simples.
Imos agora enunciar a versiéon afin do teorema de Pappus, que suxire a necesidade de
introducir o marco da xeometria proxectiva.
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Teorema 1.7.4 (Pappus). Sexan r e r’ ddas rectas dun plano afin que se cortan nun
punto O. Sexan A, B,C € r e A", B',C’ € v’ puntos diferentes e que non coinciden con
O. Consideremos os puntos

Py=AB'NnA'B, P,=AC'nA'C, P,=BC' NnBC,

onde se supén que ningunha das rectas usadas nas definiciéns dos puntos son paralelas.
Entén Py, P, e P3 estan alinados.

Demostracién. Pomos A = (a,0), B = (b,0), C = (¢,0) e A’ = (0,d’), B' = (0,V'),
¢’ =(0,c). Entén

be(d —=b') V' (e—b)
P = ( cd —bb  cc — by ) _(I17yl)a
_(ca(d =) dd(a—c)\
Py = ( aa’ —cc ' aa’ —cc ) = (@2,92),
ab(t/ —d') a'b'(b—a)
by = ( bb — ad’ b — ad ) = (@3,5),

e facendo o determinante

1 1 1
ry T2 I3
Yy Y2 Y3

vemos que o valor é cero e que os tres puntos pertencen & mesma recta (porén, o
célculo do determinante é bastante longo, de ai que este acercamento non sexa o mais
recomendable). O

Alternativamente, é posible dar unha proba do teorema de Pappus empregando o teo-
rema de Menelao.

Demostracién. Sexa P = AABNAC', Q = AABNB'C e R = AC' N B'C. Aplicamos
agora o teorema de Menelao no tridngulo PQR coas ternas de puntos (P, B,C"),
(P, A, C), (p3, A, B'), (A,B,C) e (A, B',C"); é dicir, (B, P,Q)(P1,Q,R)(C',R,P) =1
e analogamente para as outras 4:
(B, P,Q)(P1,Q,R)(C",R, P) =
(A, P, Q)(C,Q,R)(Pz,R p) =
(P, P,Q)(B',Q,R)(A, R, P) =
(B, P,Q)(C,Q,R)(A, R, P)
(A, P,Q)(B,Q,R)(C", R, P) =
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Multiplicando as tres primeiras igualdades e dividindo polo produto da cuarta e da
quinta, obtemos que

(PlaQaR)(P27R7P)(P37P7Q) = 17

o que demostra que P;, P e P3 estan alinados. ]

Neste caso, a versiéon proxectiva do teorema permite eliminar a condicién de que as
rectas se corten, porque ese sempre serd o caso (se son paralelas desde un punto de
vista afin, cortarfanse nun punto da recta do infinito). Non sé iso: un dos problemas ao
enunciar o teorema de Pappus é que as rectas AB’ e A’ B poden ser paralelas, polo que
hai que supor que non o son. Ao traballarmos no contexto proxectivo, nese caso o que
sucederd é que o punto de corte estara na recta do infinito, e iso non afectard ao modo
de proceder.

Teorema 1.7.5 (Pappus, versién proxectiva). Sexan r e ’ dias rectas diferentes dun
plano proxectivo. Sexan A, B,C € r e A, B',C’" € v’ puntos diferentes de xeito que non
pertencen a r N r’. Consideremos os puntos

PgZAB/ﬂA/B, PQZAC,QA/C, Py = BC'NB'C.
Entén Py, P e P estan alinados.

Demostracion. Sexa {A, B, A’; B'} unha referencia proxectiva. A recta r ten ecuacién
z =0, e a recta ', x = y. Polo tanto, o punto C pddese escribir como [a : 1 : 0], con
a # 0, e o0 punto C’ como [b:b: 1], con b # 1. A recta AB’ ten ecuacién y = z, e a
recta BA', x = 0. Polo tanto, P3 = [0 : 1 : 1]. A recta AC’ ten ecuacién y — bz = 0
e a recta CA', x —ay = 0. Entén, P, = [ab : b : 1]. Por outro lado, a recta BC' ten
ecuacién x — bz =0 e a recta CB’, —x +ay + (1 —a)z = 0. As coordenadas de P; son
[ab:a+b—1: a]. Entén, chega con ver que o determinante que ten por columnas as
coordenadas dos tres puntos é 0:

0 ab ab
1 b a+b—1=abla+b—-14+1-b—a)=0.
1 1 a

O]

Ao estudarmos as cénicas, veremos que o teorema de Pappus segue a ser certo cando en
lugar de considerar que os puntos estan sobre dias rectas os tomamos sobre unha coénica
(como por exemplo, unha circunferencia ou unha elipse). Serd o chamado teorema de
Pascal.

Imos pasar finalmente a discutir o teorema de Desargues, que tamén podemos formu-
lar no contexto afin, pero que é mais natural desde o punto de vista da xeometria
proxectiva.

Teorema 1.7.6 (Desargues). Sexan ABC e A’B'C’ dous tridngulos dun plano proxec-
tivo P. Suponamos que A # A’, B # B’ e C # (’; suponamos tamén que AB # A'B’,
BC # B'C' e CA # C'A’. Se as rectas AA’ BB’ e CC’ son concorrentes, entén os
puntos BC N B'C', CANC'A’ e ABN A'B’ estén alinados.
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C B’

Demostracion. Temos A = [u], B = [v], C = [w], A’ = [¢/], B’ = [v/] e C" = [u'], onde
u,v,w,u ,v',w’ son elementos non nulos de E. Como A # A’, B# B’ e C # (', ent6n
u e v’ son linealmente independentes, e 0 mesmo para o par v e v’ e para o par w e w'.

En termos de subespazos vectoriais, podemos escribir AA" = [(u,u)], BB’ = [(v,v')] e
CC'" = [{w,w")]. Como son concorrentes, existe un punto P = [z] na sia interseccién,
¢ dicir

r=au+du = pv+ vV =yw -+,
para a,d’,3,8,7v,7 € K. En particular, au — Bv = f'v' — o/u/. Observamos que
au — v # 0, xa que se fose cero, u e v serian linealmente independentes e A = B, que
non pode ser xa que ABC é un tridngulo. Deste xeito, F' = [au — fv] = [f'v — /]
¢ un punto de P. Ademais, F € ABN A’B’. Como AB e A’B’ son rectas diferentes,
entén F' = ABN A’'B’. De xeito anédlogo, podemos definir D = [fv —yw| = BCNB'C’
e E=[yw—au]=CANC'A". Como

(aw = Bo) + (Bv — yw) + (uw — au) = 0,

os tres vectores son linealmente dependentes e, polo tanto, os puntos D, E e F estan
alinados. O

A proba anterior pédese realizar tamén empregando coordenadas. Nese caso, hai que
distinguir dous casos, segundo P coincida con algtin dos puntos A, B, C, A, B’ ou
C’ ou non. Cando non coincide, céllese R = {A, B, C; P} como referencia proxectiva e
calcilanse as ecuacions de cada unha das rectas, comprobando que os puntos de corte
son linealmente dependentes e polo tanto estan alinados.

1.8. Planos afins e proxectivos axiomaticos

Nesta ultima parte do capitulo imonos centrar no caso do plano e presentar unhas
definiciéns diferentes do plano afin e do plano proxectivo, que xeralmente se cofiecen
como plano afin aziomdtico e plano proxectivo azxiomdtico. Comprobaremos que as
definicién alxébricas cumpren estas propiedades, pero que en cambio o reciproco non é
certo. Se quixésemos desenvolver a xeometria do plano desde este punto de vista, seria
preciso impor que se cumpren o teorema de Desargues e o teorema de Pappus.
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Definicion 1.8.1. Un plano afin axiomdtico é un conxunto de puntos S e linas L que
cumpren as seguintes propiedades:

(PA1) Dous puntos calquera atépanse nunha tnica lina.

(PA2) Dado un punto P € S e unha lifia [ € L con P ¢ [, existe unha tnica lifia m € L
con Pememnl=_0.

(PA3) Existen tres puntos non alinados.

Proposicién 1.8.1. Sexa K un corpo e consideramos o espazo affn A%. Nese caso,
cimprense os axiomas (PA1)-(PA3).

Demostracién. Consideramos o espazo afin A2, é dicir, a terna (A, K2,§), onde § é
unha aplicacién § : A x A — K? tal que:

1. 6(p,q) + 0(g; ) = (p, 7).
2. A aplicacién 6, : A — K2, definida como 6,(q) = 6(p, q), é bixectiva.

Como é habitual, denotaremos (p, q), elemento de K2, como pq. Vexamos logo que se
verifican os tres axiomas.

Para (PA1), dados dous puntos p,q de A%, basta considerar a recta (variedade lineal
afin de dimensiéon 1) V' = p + (pq). Os dous puntos atépanse nesta recta e para ver
que é Unica, suponamos que existe outra recta V' contendo p, gq. Nese caso, poderiamos
expresar V' = p + (v). Como q € V', pq € (v), é dicir, pq = \v para certo A € K e
V=V.

Pasamos agora ao segundo axioma (PA2): dado un punto p € A% e unha recta V =
q + (v) con p ¢ V, existe unha tnica recta W con p € W e W NV = (). Para ver a
existencia, podemos considerar a recta W = p + (v), que verificap e We VNW =),
xa que se existise r € V N W, teriamos que tanto pr como qr estarfan en (v), logo
p=q-+qr—pr €V, oque é unha contradiciéon. Probemos a unicidade suponendo que
existe outra recta W’ = p 4+ (w), cumprindo as condiciéns anteriores. Como W e W’
coinciden nun punto (en p) pero son distintas rectas, temos que w e v son linealmente
independentes. Por outra banda, como a interseccién entre V e W' é baleira, o vector
pq ¢ (w)+(v) = (v, w). Porén, como v e w son dous vectores linealmente independentes
nun espazo de dimensién dous son unha base de K?2. Chegamos a unha contradicién
que nos mostra que a recta V anterior é unica.

Para probar (PA3), consideramos un sistema de referencia afin R = {v1, va; p}, sendo
{v1,v2} unha base de K2. Neste caso, os puntos p,p + v e p + v non estén alifiados.
En efecto, se existise unha recta V' = p + (v) contendo estes tres puntos, teriamos que
v1 € (v) e v2 € (v), 0 que contradirfa a sta independencia. O

No caso dos planos afins axiomaticos, podemos definir unha nocién de orde do seguinte
xeito.

Proposicion 1.8.2. Suponiamos que .S é un conxunto finito. Demostrar que cada lifia
¢é incidente cun numero constante de puntos, n, e que cada punto é incidente con n + 1
linas. A este valor de n chamamoslle a orde do plano afin.

Demostracion. Sexan [, m duas linas de L. Supofiamos que [ é incidente con n puntos
e vexamos que m tamén é incidente con n puntos.
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Se [ e m non son paralelas, entén crizanse nun punto p. Consideramos agora un punto
g que non estea en [ nin en m. Por (PA2), existe unha tnica lina !’ paralela a [ e
incidente con ¢ que corta m nun punto pj. Analogamente, existe unha tnica lina m/
pasando por ¢ que ten interseccién baleira con m e corta [ nun punto ps. A continuacién,
consideramos p; € [ con p; # p, p; # p2. A recta [,,, pasando por p; e ¢ interseca m
nun tnico punto p;. Consideramos a aplicacién f : I — m, definida como f(p) = p,
f(p2) = ph e que asocia cada un dos n — 2 puntos restantes de [ co punto resultante ao
intersecar a lifia que une cada un deses puntos con ¢ e a lifia m. Seguindo a notacién
anterior, se escribimos p = p; = p), para cada i € {1,2,...,n}, f(p;) = p,. Temos que
f é inxectiva, pois se f(p;) = f(p;j), entén os dous puntos estan na recta dada por ¢ e
f(pi) e os dous puntos estan tamén en [, logo, son o mesmo punto. Ademais, dado un
punto p, € m, basta considerar como preimaxe o punto p; € [ obtido como interseccién
de lp;q e [. Deste xeito, temos unha bixeccién entre as duas linas que, polo tanto, tenien
a mesma, cardinalidade.

No caso no que [ Nm = ), podemos considerar unha lina n € L tal que n N1 # ()
e nNm # (). Neste caso, seguindo o razoamento anterior para [ e n, afirmamos que
tefien o mesmo numero de puntos. Do mesmo xeito, aplicando este razoamento a n e
m, chegamos a que o cardinal de [, m e n é o mesmo.

Comprobamos que se cada lina ten n puntos, entén por cada punto pasan n + 1 linas.
Sexa p € S e consideremos [ € L tal que p ¢ [. Ao unir cada un dos n puntos de [ con
p obtemos n rectas distintas (por (PA1), dous puntos determinan unha tnica recta).
Se tomamos finalmente a recta paralela a [ pasando por p dada polo axioma (PA2),
obtemos as n + 1 rectas que pasan polo punto p. Non pode haber maéis rectas pasando
por ese punto, xa que, de ser o caso, considerando a interseccién destas rectas con I,
chegariamos a que [ teria mais de n puntos. ]

A partir da discusién anterior, temos o seguinte resultado.

Proposicién 1.8.3. Un plano afin axioméatico de orde n ten n? puntos e n? + n lifias.
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Demostracion. Para probar o resultado, demostremos primeiro que o plano afin ten
n + 1 familias de linas paralelas, cada unha delas con con n linas.

O nimero de familias de lifias paralelas podemos velo como o ntimero de linas distintas
que pasan por un punto. Logo, hai n+1 posibles direcciéns. Se consideramos duas lifias
I,m € L con lN'm # (), cada unha das linas paralelas a [ cortard m nun tunico punto,
¢ dicir, hai n lifas paralelas a [ (inlcuindo a propia [). Isto é, cada familias de rectas
paralelas esta formada por n elementos.

Deste xeito, chegamos a que hai n(n + 1) = n? + n lifias nun plano afin axiomatico.
Para rematar, consideramos as parellas (p,l), con p € S un punto e [ € L unha lina.
Temos unha correspondencia entre o niimero de puntos multiplicado polo nimero de
rectas pasando por cada punto e o nimero de rectas multiplicado polo nimero de
puntos por cada recta. E dicir, se n, ¢ o nimero de puntos do plano, temos que

ny-(n+1) = (n*+n)-n.

(n2 +n)n _ 9 ]

Isto é, o niimero de puntos dun plano afin axiomatico é CES

Podemos facer agora un tratamento analogo no caso dos planos proxectivos.

Definicion 1.8.2. Un plano proxectivo axioméatico é un conxunto de puntos S e linas
L que cumpren as seguintes propiedades:

(PP1) Dous puntos calquera atépanse nunha tnica lina.
(PP2) Toda parella de rectas diferentes cértanse nun tinico punto.

(PP3) Existen catro puntos p,q,r, s de maneira que calquera subconxunto de tres non
se atopan sobre a mesma recta.

(PP4) Cada recta contén polo menos tres puntos.

Proposicion 1.8.4. Sexa K un corpo e consideramos o espazo proxectivo IP’%{. Nese
caso, cumprense os os axiomas (PP1)-(PP4).

Demostracion. Consideramos IP’%(, proxectivizado de K?3.

Para probar (PP1), sexan p,q dous puntos de IP’%( e consideremos dous vectores de
K3 linealmente independentes tales que p = [(v1)] e ¢ = [(v2)]. A recta V = [(v1, v2)]
pasa por p e ¢ e é tnica, xa que, se V' = [(v],v})] é outra recta tal que p,q € V’,
entén (vi,ve) C (v],vh) e, ao ser dous subespazos da mesma dimensién (V e V'’ tenen
dimensién 1), temos (v1,ve) = (v}, v5) e V. =V".

Pasamos a (PP2), considerando duas rectas proxectivas distintas V' = (vy,ve), W =
(w1, wq). Por ser as rectas distintas, o espazo xerado por vi,ve,wi, w2 ten dimen-
sién maior ou igual que 3. Ao estarmos en K3, un espazo vectorial de dimensién
3, dim(vy, va, w1, w2) = 3. Asi, a intersecciéon entre V e W é non baleira, xa que
VvV W = [(vi,v2, w1, ws2)] ten dimensién igual a 2, e se empregamos a férmula de
Grassmann, temos que

dmVNnW=dmV +dimW —dimV v W,

de onde se deduce que
dmVnNnW=141-2=0.

E dicir, as rectas cortanse e ademais a sia interseccion é un punto.
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Por tltimo, consideramos {v1,v9,v3} unha base de K3 para probar (PP3). Neste caso,
os puntos p = [(v1)], ¢ = [(v2)], 7 = [(v3)] e s = [(v1 +v2+v3)] verifican que ningin deles
se atopa sobre a mesma recta. En efecto, calquera subconxunto de tres representantes
destes puntos estd formado por 3 vectores independentes, logo a dimensiéon minima
dunha variedade lineal proxectiva que contena 3 destes puntos terd dimensién 2 e sera
en todo caso un plano. O

O seguinte resultado amosa que no caso proxectivo hai unha simetria entre puntos e
rectas, algo que non sucedia no contexto afin.

Proposicién 1.8.5. Suponiamos que S é un conxunto finito. Entén, tédalas rectas
contenen o mesmo numero de puntos e cada punto estd contido no mesmo nimero de
rectas.

Demostracion. Sexan [,m € L duas linas e suponamos que m ten n + 1 puntos. Por
(PP2), INn'm = {p}, con p un punto de S. Consideremos ¢ € S un punto tal que q ¢ [
e ¢ ¢ m. Para cada punto s € m, podemos considerar a lina pasando por ese punto
s e ¢, que denotamos como lg,;. Esta lifia corta [ nun dnico punto s’. Deste xeito, se
denotamos por p;, con i € {1,...,n+ 1} os puntos de m, con p; = p, e por p; os puntos
de [ tales que p} = lp,q N1 (con p} = p1) temos a seguinte bixeccién:

f-m — I
pi Py

Polo tanto, todas as rectas tefien n 4+ 1 puntos.

Ademais, o nimero de rectas pasando por cada punto coincide co nimero de puntos
de cada recta (n + 1). En efecto, dado un punto p € S e unha lifia [ € L tal que p ¢ [,
toda recta pasando por p interseca [ nun unico punto. Logo, hai n + 1 rectas pasando
por p.

O

Da discusion anterior dediicese o seguinte resultado.
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Proposicién 1.8.6. O numero de puntos (e de rectas) dun plano proxectivo finito é
da forma n? +n + 1.

Demostracion. Xa probamos que todas as rectas tefien o mesmo nimero de puntos,
que coincide co nimero de rectas pasando por cada punto. Sexa n + 1 este nimero. Se
p € S é un punto, dado que por el pasan n + 1 rectas, cada unha delas con n puntos
ademais de p, ao facer (n+ 1) -n+ 1, estariamos contando todos os puntos do plano (o
punto p e os n - (n + 1) puntos restantes). Deste xeito, hai n? 4+ n + 1 puntos no plano
proxectivo. A continuacién, usando un argumento analogo ao do caso afin e sendo n; o
numero de lifias do plano, temos,

m?+n+1)-(n+1)=n;- (n+1).
Deste xeito, o nimero de lifias coincide co ntimero de puntos e é igual a n> +n+1. [

Para representar o plano proxectivo para n = 2, usando os resultados anteriores, sabe-
mos que habera 22 +2+1 = 7 puntos e 7 lifias, por cada punto pasaran 2+ 1 = 3 lifias
e cada lina constara de 2 + 1 = 3 puntos. Isto 1évanos & representacion inferior.

No caso n = 3, o ntimero de puntos e de lifias é de 32 +3 4+ 1 = 13, hai 3 + 1 = 4 lifias
pasando por cada punto e cada unha destas linas ten tamén 4 puntos. Unha posible
representacion seria a seguinte:
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A novidade desta definicién axiomatica do plano proxectivo é que inclie plano pro-
xectivos que non provenien de espazos vectoriais. En particular, unha das diferenzas
fundamentais é que os axiomas PP1-PP4 non implican o teorema de Desargues (que
si é certo cando o plano proxectivo admite unha inmersién nun espazo proxectivo de
dimensién 3). O seguinte obxectivo é atopar unha construcién axiomética que non cum-
pre o teorema de Desargues. Para iso, definimos o plano prozxectivo libre do seguinte
xeito.

Definicion 1.8.3. Sexa Sy un conxunto de 4 puntos e Ly o conxunto baleiro. Definimos
enton os seguintes conxuntos.

e 5y éigual a Sy. L1 obtense engadindo a Lg, por cada parella de puntos pg, p1 € So
que non definen unha recta en L, unha nova recta.

e Sy é igual a S7 engadindo, para cada parella de rectas ly,l; € L1 que non se
cortan nun punto en S7, un novo punto (asociado & interseccién das rectas). Ly é
igual a L.

e Iteramos este proceso, de xeito que se n é par, en (S,, L,) engadimos puntos
correspondentes as intersecciéns das rectas en L, _1, e para n impar engadimos
rectas correspondentes aos puntos en S, _1.

e Finalmente, definimos S = U;,>0S,, € L = Up>oLy,.

Cuamprese que tanto S como L son infinitos. Diremos que (S, L) é o plano prozectivo
libre xerado por (So, Lo).

Imos debuxar as configuraciéns obtidas para n =0, 1,2, 3.
En primeiro lugar, para (Sp, Lg), temos 4 puntos que denotamos como A, B,C' e G.

En (S1,L;), temos que engadir 6 linas, correspondentes ds 6 parellas de puntos que
podemos formar con A, B,C e G.
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Para formar (S2, Lo), compre engadir tres puntos, correspondentes & interseccién das
tres rectas de (S1, L1) que non se cortaban en ningin punto (no debuxo, as rectas f e
m, [ e j e finalmente n e h).

Finalmente, en (S3, L3) engadimos 3 linas maéis, unindo os puntos F e D, E e F e
tamén D e F.

Observando os debuxos, vemos claramente como as configuraciéns (Sy,, L,,) para n =
0,1,2,3 non consitien un plano proxectivo axiomatico. De feito, isto non ocorre para
ningtin n € N, debido a que sempre podemos atopar ou ben rectas que non se cortan
en ningin punto, ou ben parellas de puntos que non estan unidos por ningunha recta.

Proposicién 1.8.7. Tense que (Sy, Ly) non é un plano proxectivo axiomatico para
ningtn valor de n. En cambio, (S, L) é un plano proxectivo axiomético.

Demostracion. Imos desenvolver a idea anterior. Sexa m un enteiro non negativo e
consideremos o par (S, Ly,). Se n é par, entén nesta etapa engadironse rectas corres-
pondentes 4 unién de parellas de puntos. Enton, estas rectas tefien unicamente 2 puntos
e estase incumprindo (PP4), ademais de (PP2), xa que habera rectas que non corten
esta nova linia. Por outra parte, se n é impar, engadironse puntos definidos como a in-
terseccién de unicamente duias rectas. Se consideramos dous destes novos puntos, temos
que non hai ningunha recta pasando por eles, co que non se verifica (PP1). Deste xeito,
(Sn, Ly,) non é un plano proxectivo axiomatico para ningin valor de n.

A continuacién, cémpre verificar que (S, L) satisfai (PP1)-(PP4).

(PP1) Dados dous puntos calquera, existe polo menos unha recta pasando por eles, xa
que sempre podemos atopar n € N impar suficientemente grande no que unha
lina una esta parella de puntos. Ademais, esta recta é tnica, xa que unha vez
estes puntos estan unidos, por construcion, xa non se volve trazar unha lina entre
eles.
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(PP2) Dadas duas linas de L, en (S, L,), para un certo n € N, engadiuse un punto
asociado & interseccién destas rectas. Se as dias linas se cortasen en mais dun
punto, entén, por (PP1), determinarfan a mesma lina.

(PP3) Considerando os catro puntos iniciais de (Sp, Ly), temos que calquera subconxunto
de tres puntos destes non se atopa sobre a mesma lina.

(PP4) As linas definense unindo parellas de puntos, logo, cada unha delas tera polo
menos 2 puntos. Se unha lina tivese soamente 2 puntos, estariase incumprindo
(PP2), xa que, bastaria considerar a interseccién de tres linas calquera con esta
lina de dous puntos (cada lina interseca nun tnico punto, e se son distintas, os
puntos de interseccién tamén o serdan, pois noutro caso, haberia un ntimero finito
de linas).

O]

Non desenvolvemos aqui a parte correspondente ao reciproco, e que é mais complexa: se
impomos que se cumpra o teorema de Desargues, entén podemos recuperar a caracteri-
zacion alxébrica, salvo no relativo 4 conmutatividade do corpo, que require incorporar
tamén o teorema de Pappus.

1.9. Problemas

Problema 1.1. Sexa A = {(x,y) € R? con y > 0} e E = R?. Consideramos a aplica-
cion « : ' x A — A definida por

a(ur,u2), (2,y)) = (& + u1,€™y).

Demostrar que o par (A, ) cumpre as definiciéns de espazo afin e encontrar a aplicacién
6 : A x A — FE correspondente.

Solucién. Temos que comprobar que « define unha accién simplemente transitiva.
Para iso, comprobamos tres cousas:

(a) a((0,0), (z,)) = (z+0,€" - y) = (2,y).
(b)

a((ulv u2)7 a((vl7v2)v ($ay))) = O(((’Uq,Ug), (x + v, ery))
= (z + uy + vy, e"?e™y)

= a((ug + vy, uz + v2), (x,7)).
(¢) Fixemos (z1,y1) e (z2,y2). Entén, os tnicos (u,v) que cumpren
a((u,v), (1, 91)) = (22,72)
son as soluciéns de x1 +u = x9 € €'y = yo. Entén, u = x5 — 21 e v = log(y2/y1)-
Polo tanto, tense que
6((z1, 1), (w2,52)) = (w2 — 21, log(y2/y1))-

Problema 1.2. Consideramos o plano afin Z/pZ x 7 /pZ con p primo.
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(a) Cantos puntos e cantas rectas ten?

(b) Cantos puntos ten cada recta?

(c) Cantas rectas hai paralelas a unha recta dada?
(d) Cantos feixes diferentes de rectas paralelas hai?

Solucién. (a) Un punto represéntase como un par (z,y), onde z,y € K. Hai p
opciéns para cada coordenada, polo que en total hai p? puntos. No relativo as
rectas, cada unha represéntase por unha ecuacién da forma

ar +by+c=0,

con (a,b) # (0,0) e onde (a,b,c) e (a/,V, ) definen a mesma recta se, e soamente

se, un é miiltiplo do outro. Polo tanto, hai p*> — p opciéns para (a,b,c) e para

cada recta hai (p — 1) elecciéns posibles dos coeficientes. Polo tanto, o nimero de
’ 3_

rectas é ’;flp =p(p+1)=p*+p

(b) Unha recta escribese como p +t - v, con t € K. Entén, hai unha bixeccién entre
os puntos da recta e os valores de t, isto é, hai p opciéns. Observamos tamén
que, dado un punto, calquera ecuaciéon que pasa por el pddese escribir como
p+t-v, onde v é un vector non nulo, e dias rectas son iguais cando os vectores
escollidos son proporcionais. Un vector pédese expresar como (a,b); se b = 0,
entén correspondese coa direccién (1,0), e, en caso contrario, cunha direccién da
forma (¢,1). Como hai p opcidns posibles para ¢, hai en total p + 1 rectas por un
punto.

Para contar o nimero total de rectas, podemos proceder como segue. Conside-
ramos os pares (P, L), onde P é un punto e L unha recta que contén o punto.
Entén, para cada un dos p? puntos hai p + 1 rectas por el. Para cada unha das [
rectas, hai p puntos nela. Polo tanto,

P(p+1)=1-p,
polo que o niimero de rectas é p(p + 1).

(¢) Cada recta contén p puntos, e os p2 puntos pertencen a unha, e sé a unha, recta
paralela a unha dada. Hai polo tanto p rectas paralelas a unha dada (incluida a
propia recta). Alternativamente, ax + by + ¢ = 0 é paralela a a’z + by + ¢ =0
se, e soamente se, (a,b) é paralelo a (a/,b'). Fixado entén (a,b) temos p opciéns
para o valor de c.

(d) A pregunta equivale a cantas opciéns hai para escoller o vector director dunha
recta. Iso equivale a escoller un valor non nulo de (a,b), entendendo que (a,b)
coincide con (a’,b’) se un é un miltiplo non nulo do outro. Vimos xa que hai p+1
maneira de facer esta eleccién.

Problema 1.3. Dado un triangulo ABC no plano afin AI%Q, sexa 1 a recta que pasa polo
punto %A—i— %B e polo punto %A—F %C . Sexa P = rNBC. Escribir P como combinacién
lineal de B e C.
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Solucién. Imos amosar dias formas de resolver o problema. Na primeira, consideramos
a recta r que pasa polos dous puntos. Entén, pddese parametrizar como

1 2 1 2 1

SA+ZB+t(;A-SB+:C), teR
3 + 3 + 3 3 * 3/

Para que un punto da recta se atope sobre a recta BC', o coeficiente en A ten que ser

0, isto é, t = —1. Polo tanto, o punto correspondente é %B - %C’.

A segunda solucién é co teorema de Menelao. Sexa C' = %A + %B e B = %A + %C’.

Entén, o teorema de Menelao afirma que

(P7B7C) ' (B/707A> ' (C,7A7B) =L

Temos que (B',C,A) = —1/2 e (C',A,B) = —1/2, polo que (P,B,C) = 4. Se P =

xB+ (1 —z)C, entén
—x
P B,C) = =4
(7 ) ) 1_3:. Y

de onde se ten que x = 4/3. O célculo da razén simple fixose tendo en conta que
xB—2C=PC=(P,B,C)PB=(1—2)B—(1—1)C.

Problema 1.4. Discutir en funciéon do pardmetro a € R a posicion relativa dos planos
m e my de A?R que tenen por ecuacions na referencia natural

r=14+A+p
y=-2\+p x—2u=0
T : T2t
z2=24pu T+ 2y —az =1,
u =2,

con A\, u € R.

Solucién. Para determinar se a interseccion é baleira ou non, substituimos as ecuacions
de 71 en termos dos parametros A e p nas expresions de o, e obtemos o sistema

A+ pu=3
“3A\+B—a)p=2a—-1.

Se a # 6, o sistema é compatible determinado e a interseccién dos dous planos é un
punto. Isto ademais é consistente coa férmula de Grassmann, que neste caso afirmaria
que 4+ 0 = 2+2, sendo 4 a dimensiéon da suma das duas variedades, 0 a da interseccién
e 2 a de cada unha delas.

Se a = 6 o sistema é incompatible e a interseccién é baleira. Se F; e Fy son os
subespazos directores de 7 e 7o, temos que m = ((1,-2,0,0),(1,1,1,0)) e mp =
((0,3,1,0),(2,-1,0,1)). Tense que F1 N Fy = ((0,3,1,0)) e F1 + F> ten dimensién 3,
polo que de novo o resultado é consistente coa férmula de Grassmann, que neste caso
afirma que 4 +1 =2+ 2+ 1 (a dimensién da suma de variedades é 4, xa que ao ser a
interseccién baleira é unha mais c4 dimensién da suma de subespazos directores).

Problema 1.5. Consideramos o espazo afin A%.

(a) Encontrar os nimeros reais a para os cales os puntos P, = (1,0,a), Q4 = (0,a —
2,1) e T =(2,0,3) estan alinados.
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(b) Para cada nimero real a, calcular a menor variedade lineal que pasa polos tres
puntos do apartado anterior.

(¢) Para os valores de a para os que P,, Q, e T non estan alinados, encontrar un
punto S tal que P, 4, T' € S non son coplanarios e calcular ecuacions lineais da
recta que pasa por T e por S na referencia R = {Qq, QaPa, QaT, QaS}.

(d) Sexa II o plano que, na referencia candnica, ten ecuacién 2x — 2y — z — 1 = 0.
Demostrar que (T, P1, Q1) forman un sistema de referencia baricéntrico de II.

(e) Sexa r a recta que ten por ecuaciéns na referencia candnica

r=1
T
20+ 2 = 1.

Estéd a recta r contida no plano II? En caso afirmativo, calcular as stdas ecuaciéns
na referencia R’ = {T'; TP1, TQ1}.

Solucién. (a) Para que os puntos estean alinados, consideramos o vector que une T’
con Py, isto é (1,0,3 — a). Polo tanto, o vector Q,T = (2,2 — a,2) ten que ser
un multiplo del. En particular, iso xa implica que a = 2, que é unha condicién
necesaria e suficiente.

(b) Se a = 2, tritase da recta que pasa por (1,0,2) e por (0,0,1), que ten por
ecuaciéns x — z = —1, y = 0. En caso contrario, temos que achar a ecuaciéon do
plano que pasa por 3 puntos. Dous vectores directores do plano son (1,0,3 —a) e
(2,2—a,2), que son linealmente independentes xa que a # 2. Polo tanto, podemos
por

x—2 1 2
0=| y 0 2—al.
z—3 3—a 2

Simplificando termos, quédanos
(—a® +5a —6)x + (4 —2a)y + (2 —a)z +2a* = Ta + 6 = 0.

(¢) O punto (2,0,0) non pertence ao plano se a # 2, xa que de ser o caso quedarianos
que
—2a®4+10a — 12+ 24> —=Ta+6=3a— 6 =0,

que quereria dicir que a = 2. Na referencia R, o punto 7" ten coordenadas (0, 1, 0),
xa que T = Q4 + QaT, e polo mesmo motivo S ten coordenadas (0,0,1). As
ecuaciéns da recta son polo tanto

z=0
y+z=1.
(d) Para a = 1 sabemos que os tres puntos non estan alifiados e que polo tanto a
variedade lineal que xeran é un plano. E suficiente entén con ver que pertencen ao

plano II, ou equivalentemente, que o plano que xeran os tres puntos é II. Pondo
a =1 na ecuacién do apartado (b), temos que

—2x+2y+2+1=0,

que é a mesma ecuacién cambiada de signo.
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(e) E suficiente coller dous puntos da recta e ver se pertencen ao plano. Collemos por
exemplo A = (1,0,1) e B = (1,1,—1) e ambos pertencen. No sistema R’ pomos

(1,0,1) = (2,0,3) + a1 (—1,0,—2) + by (—2, -1, —2).

Resolvendo, vemos que by = 0 e a1 = 1, polo que as coordenadas dese punto en
R’ son (1,0). De xeito andlogo, temos

(1,1,—1) = (2,0,3) + as(—1,0, —2) + ba(—2, -1, —2),

de onde resulta que by = —1 e ay = 3. Polo tanto, as coordenadas son (3, —1). A
ecuacién da recgta que pasa polos dous puntos é

z+2y—1=0.
Problema 1.6. No espazo afin real A% consideramos as referencias

R =1{(0,1,1),(1,2,0),(-1,3,1);(0,1,-1)}

R ={(1,-1,0),(2,1,0),(0,3,1);(0,0,2)},
arectar={(1,2,1) + X\(2,0,1)}reoplano Il ={z+y+2—1=0}g.
(a) Calcular as matrices de cambio entre as dias referencias.
(b) Determinar a ecuacién paramétrica de r en R’.
(c) Determinar a ecuacién cartesiana de II en R’.

Solucién. (a) Imos comezar atopando a matriz de cambio de base entre os corres-
pondentes espazos vectoriais. Para iso, sexan B,, = {(0,1,1),(1,2,0),(—1,3,1)} e
B, = {(1,-1,0),(2,1,0),(0,3,1)} as bases dos espazos vectoriais corresponden-
tes. Para iso, consideramos cada un dos vectores da base B, e expresamolo en
termos da base B,. Por exemplo,

(07 17 1) = 011(1, _1’0) + 51(2, 170) + /71(()’ 35 1)

Neste caso, (a1, 51,71) = (4/3,—2/3,1). Procedendo de xeito similar para o se-
gundo e o terceiro vector, (a2, B2,72) = (—1,1,0) e (as, f3,73) = (1/3,—1/3,1).
Polo tanto, a matriz de cambio de base é

4/3 -1 —1/3
Ms,5, =|-2/3 1 -1/3
10 1

Finalmente, expresamos a orixe, (0,1, —1), como
(07 1> _1) = (O>O7 2) + CB(l, _170) + y(27 17 O) + Z(()? 37 1)

Tense logo que (z,y, z) = (—20/3,10/3, —3). Polo tanto, o cambio de base exprésa-
se como

o 4/3 —1 —1/3\ [z ~20/3

y]1=1-2/3 1 -1/3 y|+ | 10/3 ],

2! 1 0 1 z -3
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onde (x,y, z) son as coordenadas na referencia R e (2/,9',2') en R'.
Na parte vectorial, a matriz inversa é

1 3 3

Ms,p, =7 1 5

2
2
4—3—32

Facendo un célculo andlogo para a orixe, obtemos que

x 1 3 3 2 x 4
z -3 -3 2 2! —1

(b) Para atopar a ecuacién dunha recta é suficiente con ter a imaxe de dous puntos.
Para iso, consideramos P; = (1,2,1) e P, = (3,2,2), con coordenadas na referen-
cia R. Aplicando a matriz de cambio de referencia atopada no apartado anterior,
obtemos que a ecuacién paramétrica da recta que pasa por P, e P, é

—23 13
r (?,?—1) FA(T,-5,9), AeR.

(c) Para atopar a ecuacién dun plano é suficiente con ter a imaxe de 3 puntos, como
0 Q1 =1(1,0,0), Q2 = (0,1,0) e Q3 = (0,0,1). En R’ os puntos escribense como
(—16/3,8/3,-2), (—23/3,13/3,-3) e (—7,3,—2). Operando, temos que o plano
que pasa polos tres puntos é

x+5y+62+4=0.

Problema 1.7. En A% coa referencia natural considéranse os planos 71: x + y = 0,
mo: x+2=3eopunto P = (1,—1,0). Sexa R’ outra referencia afin ya que m1: ¢’ =0,
mo: 2/ =0e P =(0,a,b)r/, con a,b € R.

(a) Cales son os posibles valores de a e b?
(b) Nese caso, que condiciéns ten que cumprir a referencia R'?

Solucién. (a) Como P € m, tense que cumprir que a = 0; analogamente, como
P ¢ 7y, tense que b # 0.

(b) Tratase dun problema con moitos graos de liberdade. Sexa P € A3 con coorde-
nadas (z,y,z) en R e coordenadas (z/,y/,2') en R'. O cambio de coordenadas
exprésase como

xT ail a1 ais ZL‘/ «
/ .
y| =|{axn axn ax v | +18];
/
Z aszyp asz ass z v

polo tanto, a priori temos 12 incégnitas. Impomos en primeiro lugar a condicién

e P:
1 aj; aiz2 ais 0 (0%
1) =1laxn ax a3 (0] +]|5];
0 az1 azz azz/) \b Y
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iso ddnos as ecuacions

1 =baiz + «
—1 =bass+p
0 = basz + 7.

No caso de 71, € suficiente coller tres puntos afinmente independentes, por exem-
plo, o (0,0,1), o (1,—1,0) e o (1,—1,1) e impor que os puntos na referencia
R’ cumpran y' = 0. Para ms procédese analogamente. Polo tanto, chégase a un
sistema compatible indeterminado, e calquera solucién do mesmo é vélida.

Problema 1.8. Sexa ABCD un cuadrildtero calquera dun espazo afin real de di-
mensién n > 2 e sexan P,Q, R, S os puntos medios dos lados AB, BC, CD e DA,

respectivamente.

(a)

(b)

(c)

Solucién. (a) Podemos escribir P =

Demostrar que P, @, R, S definen un cuadrilatero se, e soamente se, as ddas dia-
gonais de ABCD non son paralelas.

No caso anterior, demostrar que PQRS sempre é un paralelogramo cuxo bari-
centro é o baricentro de ABC'D (en particular, P,Q, R, S estdn no mesmo plano
ainda que A, B,C, D non o sexan).

Demostrar que o propio cuadrilatero ABC'D é un paralelogramo se, e soamente
se, as duas diagonais se bisecan mutuamente.

—AJQFB, Q= B+C , R = C+D el = D+A . Temos
polo tanto que PQ = %AC, QR = %BD, RS = —fAC e SP = —fBD

Suponamos que PQRS é un cuadrilatero. Enton, os vectores PQ e QR son lineal-
mente independentes, o que quere dicir que AC e BD son linealmente indepen-
dentes e, en particular, iso implica que as diagonais de ABC D non son paralelas.
Reciprocamente, se as diagonais de ABC'D non son paralelas, isto é, que AC e
BD son independentes. Nese caso, PQ e QR son linealmente independentes, e o
mesmo razoalmente pddese estender a outros tres puntos calquera.

Temos que, polo visto no apartado anterior, PQ = SR e QR = PS, polo que o
cuadrilatero é un paralelogramo. O baricentro é

P+Q+R+S 24+2B+2C+2D A+B+C+D
4 B 8 B 4 ’

onde empregamos que P = A‘*'TB e analogamente para o resto de puntos. Tense,

por definicién, que coincide co de ABCD.

Imos resolver o problema empregando coordenadas. Collemos o sistema de refe-
rencia {AB, AD; A}, polo que A = (0,0), B = (1,0), D =(0,1) e C = (a,b). As
diagonais AC e BD tefien ecuaciéns br —ay =0exz+y =1, respectivamente,
polo que o punto de corte cumpre b(1 —y) — ay = 0, polo que y = + exr = 1.
Se ABC'D é un paralelogramo, a = b = 1, polo que o punto de corte é o (1/2, 1/2),
que ¢é o punto medio das dias diagonais. Reciprocamente, se (a/(a+b),b/(a+b))

é o punto medio de AD e BC, chegamos a que a = b = 1.

Problema 1.9. En P§ = P(R®) considéranse as variedades lineais proxectivas

M; =[(1,0,-1,0,1)] v [(0,1,0,1,-1)] V [(2,2,—2,1,2)]
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My Ty —x9+x5=0
21+ x3 — x4 = 0.

(a) Encontrar as ecuaciéns de M; e dar a stia dimension.

(b) Encontrar dias variedades lineais V; e V5 de maneira que Vi NVe = 0 e My =
ViV Vs

(¢) Determinar My N My e My V M.

Solucién. (a) Temos que encontrar as ecuaciéns do subespazo vectorial xerado por
-1

(1,0,-1,0,1), (0,1,0,1,—1) e (2,2, —2,1,2). Isto equivale a
r1 =a+ 2c
To=b+ 2¢c
T3 = —a— 2c
ra=b+c

5 = a— b+ 2c.

A primeira, a segunda e cuarta ecuaciéns son independentes, polo que vendo 1,
To9 € x4 como parametros, podemos escribir a, b e ¢ en funcién deles, chegando a
que a = x1 — 2x9 + 224, b = —x0 + 224 € ¢ = x2 — x4. Polo tanto, substituindo na
primeira e na terceira ecuacién temos que r3 = —x1 € T = T + To — 2x4:

M, 1 +2x3=0
T+ o — 2204 — x5 = 0.

(b) Podemos escribir x1 — 9 = —x5 e 221 = —x3 + x4, de xeito que fixar os valores
de z3, x4 e x5 determina os valores de x1 e x2. Polo tanto, o subespazo vectorial
asociado a My é ((—1,-1,2,0,0),(1,1,0,2,0),(0,1,0,0,1)). Polo tanto, podemos
coller V; = [(—1,-1,2,0,0)] e Vo =[(1,1,0,2,0) v (0,1,0,0,1)].

(¢) Para achar a interseccién impomos que se cumpran simultaneamente as ecuaciéns
que definen M; e My, resultando que M; N My = [{(0,1,0,0,1),(1,0,—1,1,0))].
Para achar a suma das duias variedades, que por Grassmann sabemos que terd
dimension 3 (e polo tanto vird dun subespazo vectorial de dimensién 4), partimos
do subespazo interseccion e completamos ata ter bases de M; e My, respectiva-
mente. En particular, My = [(M1 N Ms) Vv (1,0,—1,0,1)] e My = [(M1 N Ms) V
(—=1,—1,2,0,0)]. Polo tanto,

My v M, = [<(Oa 1,0,0, 1)7 (1a 0,-1,1, 0)7 (L 0,-1,0, 1)7 (_17 -1,2,0, 0)>]
Problema 1.10. Sexa u € R e consideremos os planos de IP’%:
Li:3x—3y4+2—5t=0, Lo:15x+9y—15z+ut =0, L3:12x+12y—16z+8t =0.

(a) Canto ten que valer p para que Ly N Lo N L3 sexa unha recta? Neste caso, de
existir, dar a ecuacién da recta.

(b) En caso contrario, calcular a interseccién Ly N La N L.
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Solucién. (a) Como Lj e L3 son planos diferentes, a sta interseccién sempre é unha
recta. Polo tanto, (L; N L3) N Ly é unha recta se Ly contén a recta Ly N L3 e
un punto en caso contrario. Para que sexa unha recta, as ecuacions do plano Lo
tenen que ser unha combinacion lineal das ecuaciéns dos planos L; e Ls. Pondo

a(3x — 3y + z — 5t) + b(12x + 12y — 162 + 8t) = 15z + 9y — 152 + ut
vemos que a =b=1e p=3.

(b) Cando non é unha recta, a interseccién é un punto. Sumando a primeira e a
terceira ecuacions e restando a segunda, temos que t = 0. Resolvendo o sistema,
temos que a interseccién é o punto [(3,5,6,0)].

Problema 1.11. Nun plano proxectivo P? consideramos a recta L de ecuacién zq +
ry + w3 = 0 nunha certa referencia proxectiva. No plano afin P? \ L consideramos a

referencia {pp1, pp2;p}, onde p =[(1,1,1)], p1 = [(1,2,0)] e p2 = [(2,0, 1)].
(a) Expresar as coordenadas afins (y1,%2) en funcién das coordenadas proxectivas
[($1,$2,$3)].
(b) Encontrar o punto medio do segmento que une ¢ e g2, onde ¢ = [(2,1,1)] e
92 = [(07 2, 1)]
(c) Repetir o apartado anterior empregando a razén dobre.

Solucién. (a) Pomos L = [G], con G = ((1,-1,0),(1,0,—1)). Un complementario
de G vén dado por e = (1,0,0), e todo punto g € A escribese de xeito tinico como
q = [e+v], onde v € G. Para achar o vector v pomos

[(x1,22,23)] = [(1,0,0) + a(1,—1,0) + b(1,0,—1)],

de xeito que

AMi=1+a+bd
ALy = —a ,
)\333 =-b
de onde temos que A\ = m, a = z1+_x722+x3’ = Wiixd Polo tanto, o
vector v na descomposicion é
. —To — I3 €T T3
v (wl +x2—|—x3’x1+x2+x3’x1+x2+x3)'

En particular,

(1,1, D] = [(1,0,0) + (=2/3,1/3,1/3)],
[(1,2,0)] = [(1,0,0) + (=2/3,2/3,0)],
[(2,0,1)] =[(1,0,0) + (—1/3,0,1/3)].
En particular, v; = (0,1/3,—-1/3) e va = (1/3,—1/3,0). Se un punto ¢ ten coor-

denadas proxectivas [(x1, z2,23)] temos que

1
3($1 + 20 + xg)

pq = (271 — w9 — 3, —X1 + 219 — T3, —T1 — T + 273),

polo que podemos escribimos como pq = y1v; + y2v2. Resolvendo o sistema tense

que
T, + x9 — 223 2rx1 — X0 — 73

= T+ T2+ T3 ¥2 = T1+To + 23
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(b) As coordenadas afins de ¢ son (1/4,1/2), e as de g2 son (0,—1). Polo tanto, o
punto medio é (1/8,—1/4). Para desfacer o cambio, pomos x; +z2+ 23 = 1 e
quédanos que o punto medio é entén [(1/4,11/24,7/24)], ou, multiplicando por

24, [(6,11,7)].

(¢) A recta que pasa por ¢ e por g2 ten ecuacién x1 + 2x9 — 4xs = 0. O punto de
corte coa recta do infinito x1 + x9 + 23 = 0 é o punto g3 = [—6 : 5 : 1]. Temos
que ¢4 é o punto medio se, e soamente se, (q1,q2; g3, qs) = —1. Para iso, pomos
¢ = 1[(2,1,1)], g2 = [(0,2,1)], de xeito que g3 = [(—3) - (2,1,1) +4 - (0,2,1)].
Polo tanto, a coordenada absoluta 6,, = —3/4, de xeito que para termos unha

cuaterna harmoénica ten que suceder que 6, = 3/4, e entén g4 = [6: 11 : 7].

Problema 1.12. No plano proxectivo IF’]% consideramos a referencia proxectiva estandar
R e pomos [(z1,z2,x3)] para as coordenadas dun punto p € IP’I%R na referencia R. Sexa
L:3x; —x2+2x3=0ep; =[(0,1,1)], p2 = [(1,0,—1)] e p3 = [(0,3, 1)]. No plano afin
A =P2\ L, consideramos a referencia afin R’ = {p1p2, p1p3;p1}. Chamamos (y1,y2)
as coordenadas dun punto p € A. Encontrar a ecuacién da recta afin que pasa por
[(1,2,—3)] e por [(2,1,5)].

Solucién. Temos que L = [G], con G = ((1,3,0),(0,2,1)) e un complementario vén
dado por e = ((1,0,0)). En particular, todo elemento de A con coordenadas proxectivas
[(z1,22,23)] pode escribirse de xeito tUnico como [(x1,z2,23)] = [(1,0,0) + v], onde
v € G. Escribimos entén

A1 =1+a
Az = 3a + 20,
/\3?3 =b
_ 3 _ -2 _ 3
de onde temos que A = z—2" -5 a = 3;31213213’ = 3331_:323”%. Polo tanto,
v — ( xTro — 2133 31’2 3133 )
~ \3x; — a9+ 223" 3wy — xo + 223 311 — 19 + 223/

En particular, os vectores asociados aos puntos pi, p2 € p3, que chamamos ui, us € ug
son u; = (—1,3,3), ug = (2,0,—3) e ug = (—1, -9, —3). Polo tanto, temos os vectores
pip2 = (3,—3,—6) e p1ps = (0, —12, —6).

Os vectores v e w correspondentes aos puntos da recta dada son v = (—8/5,—6/5,9/5)
ew = (—3/5,1/5,1). Polo tanto, para achar as coordenadas do primeiro dos puntos da
recta pomos

(=3/5,-21/5,-6/5) = v — w1 = a1p1P2 + b1P1P3;
polo que (ay,b1) = (—1/5,2/5). Para o segundo punto,

(2/5,-14/5,-2) = w — u1 = agp1P2 + b2pP1P3,

de onde queda que (az,b2) = (2/15,1/5).
O problema agora rediicese a atopar a ecuacién da recta afin que pasa por (a,b;) e

por (agz,bs), que é
1+—1/5( 2)
=—+——z——=).
YT5T 1 15

Simplificando e agrupando termos, quédanos

152 4+ 25y — 7= 0.



64 CAPITULO 1. O ESPAZO AFIN E O ESPAZO PROXECTIVO

Problema 1.13. Sexa ABC un tridngulo de P? e p un punto que non pertence ao
triangulo. Considéranse as proxecciéns de p desde cada vértice sobre o lado oposto e,
para cada proxeccion, o cuarto harmonico respecto dos vértices dese lado. Demostrar
que os puntos obtidos estdan alinados. A recta resultante chamase a polar harmdnica de

p.

Solucién. Sexa {A, B, C; P} un sistema de referencia proxectivo. Entén, as proxecciéns
sobre os lados do tridngulo tefien coordenadas A" = [0 : 1 :1], B  =[1:0:1]e
C’ = [1:1:0]. Para achar o cuarto harménico na recta BC, é dicir, o punto A” tal
que (B',C"; A, A”) = —1, fixamos un sistema de referencia na recta, {B,C;U}, con
B =1(0,1,0)], C = [(0,0,1)] e U un punto unidade que non cémpre precisar. Entén,
A" =[(0,1,0) + (0,0,1)], polo que a coordenada absoluta é 4 = 1. Pola condicién
de ser cuaterna harménica, 04+ = —1. Nese caso, A” = [0 : —1 : 1]. De xeito similar,
B"=[-1:0:1eC =[-1:1:0]. Temos que

0 -1 -1
1 0 1]|=0,
1 1 0

polo que os tres puntos estan alinados.

Problema 1.14. Sexa ABCD un cuadrildtero no plano proxectivo IP’%. Os lados AB
e CD cortanse en O, e os lados AD e BC, en O'. Unha recta por O (diferente de AB e
de CD) corta os lados AD e BC nos puntos P e @, respectivamente. Unha recta por
O’ (diferente de AD e CB) corta os lados AB e DC en M e N, respectivamente. Sexa
H o punto de corte de NP e M Q. Demostrar que A, C e H estan alinados.

Solucién. Sexa {A, B,C; D} un sistema de referencia proxectiva. O punto O é a inter-
seccién da recta AB, que ten por ecuacién z = 0, e da recta C'D, que ten por ecuacién
x =y, polo que O = [1:1:0]. De xeito similar, o punto O’ é a interseccién de AD e
BC, polo que O' = [0 : 1: 1]. O punto P pertence a recta AD, de ecuacién y = z e
é distinto de A, polo que podemos pér P = [1 : a : a]; considerando o corte da recta
OP con BC, temos que @ = [0 : a — 1 : a]. De xeito similar, pomos M = [1:b:0] e
N =11:1:1-b]. A ecuacién da recta NP é

z 1 1
y a 1 |=—-abr+(a+b—1)y+(1—a)z=0,
z a 1-=0
mentres que a de MQ é
z 1 0
y b a—1=abxr—ay+(a—1)z=0.
z 0 a

Resolvendo, quédanos que o punto de corte é o H = [1 —a : 0 : ab]. Como a recta AC
ten ecuacion y = 0, o punto H claramente pertence.

Problema 1.15. Nun paralelogramo ABC D do plano afin Afg, unha paralela aos lados
AD e BC corta os lados AB e DC nos puntos M e N, respectivamente, e unha paralela
aos lados AB e DC corta os lados AD e BC nos puntos P e (), respectivamente. Se as
rectas NP e M() se cortan nun punto H, demostrar que A, C' e H estan alinados.
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Solucién. Primeira opcion (con coordenadas afins). Fixamos o sistema de coordenadas
afins {AB, AD; A}, de xeito que A = (0,0), B = (1,0), D = (0,1) e C = (1,1), por
tratarse dun paralelogramo. Pomos M = (a,0), N = (a,1), P = (0,b) e @ = (1,b), con
a,b € R. A ecuacién da recta NP é

v=vr (550)s

e a da recta MQ é
b

1—a

Yy = (IE—CL),

ab ab
a+b—1’ a+b—1
xa que a ecuacion é simplemente r — y = 0.
Segunda opcion (prozectiva). O enunciado tratase dun caso particular do problema
anterior, collendo OO’ como recta do infinito, de xeito que ABCD é un paralelogramo,
MN é unha paralela a AD e P(Q é unha paralela a AB.

polo que o punto de corte é H = ( ) Este punto estd sobre a recta AC,

Problema 1.16. Cada lado dun tridngulo equildtero dividese en N partes iguais, e
considéranse as rectas que unen un vértice con cada unha das divisiéns do lado oposto,
polo que se trazan en total 3(N — 1) rectas. Sexa M o numero de puntos de corte desas
rectas que se atopan no interior do tridngulo, isto é, que non estan sobre ningin dos
lados.

(a) Cantos puntos de corte hai cando M = 47
(b) Cantos puntos de corte hai cando M = p é un nimero primo?
(¢) Se M = p, determinar en cantas rexiéns queda dividido o tridngulo.

Solucién. (a) Sexan Bj, Bg, B3 os tres puntos que marcamos ao dividir o lado AC,
con Bj mais preto de A e sendo By o punto medio. De xeito similar, sexan
C1,C5,C5 os tres puntos que se marcan ao dividir o lado AB, con C; maéis preto
de A e sendo C5 o punto medio. Sexa Ay o punto medio de BC. Entén as rectas
AAsy, BBy e CC1 concorren polo teorema de Ceva; o mesmo ocorre con AAs, CCy
e BBy, e tamén con AAs, BB e C(3. Polo tanto, a recta AAs non produce novos
puntos de corte ao intersecar as outras seis rectas. Sexa agora A; o punto de BC
méis préximo a B que aparece ao facer a divisién. Entén, as rectas BBy, CCy
e AA; concorren, polo que non se produce un novo punto de corte nesas dias
interseccions; o mesmo sucede para BBy, CC3 e AA;. Polo tanto, sé se xeran
dous novos puntos de corte, que son os correspondentes ao corte con BB3 e con
CCy. Por un razoamento andlogo vemos que definindo Az como o simétrico de
A1 con respecto a Ao, a recta AAz xera dous novos puntos de corte. Polo tanto,

hai 13 puntos de corte.
. ! > .
(b) Sexa C’ un punto sobre o lado BC' de xeito que é% = p%i, paral <i<p-—1;de
: s / BA _ J / CB _ k
xeito similar, sexa A’ sobre BC con Zim = =5 € B’ sobre CA con F7p = E
Entén, polo teorema de Ceva, as tres rectas concorren se, e soamente se,

ijk=(p—0)(p—7)p—k) =p° — (i+j+k)p*+ (ij + jk + ki)p — ijk,
ou o que é 0 mesmo,

p(p? — (i + 7+ k)p+ij + jk + ki) = 2ijk.
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O lado esquerdo sempre é multiplo de p, mentres que o dereito non o é, co cal
non pode haber novos puntos nos que concorran tres rectas.

Ao trazar as rectas que unen C' cos vértices de AB e B cos vértices de AC xéranse
(p— 1)? puntos de corte. Ao unir os (p — 1) puntos de BC con A aparecen 2p — 2
puntos por cada unha das (p — 1) rectas, polo que hai (p—1)2+(p—1)(2p—2) =
3(p — 1)? puntos de corte.

(c) Se debuxamos primeiro as rectas que unen o vértice B cos puntos do lado oposto, o
tridngulo queda dividido en p tridngulos. As rectas desde B dividen cada un dos p
tridngulos anteriores en p partes disxuntas, polo que nos quedan p? rexiéns. Cada
recta trazada desde A aumenta o numero de rexiéns nun nimero exactamente
igual ao seu ntimero de interseccions coas rectas que atopa, incluindo o lado AB.
E dicir, 2(p — 1) + 1 = 2p — 1. Polo tanto, o nimero de rexiéns nas que queda
dividido o triangulo é

P+p-1)2p—1)=3p>—3p+1.

Problema 1.17. Sexa ABC un tridngulo de P2 e r unha lifia de xeito que A, B,C ¢ r.
Sexa A’ = BCnNr, B =CANnreC' = ABNr, onde BC refirese 4 recta que pasa por
B e C, e analogamente para as outras notaciéns. Sexan A”, B” e C" tres puntos que
non coincidan cos vértices, e de xeito que A” € BC, B" € CA e C"” € AB. Demostrar
que AA”, BB" e CC” son concorrentes se, e soamente se,

(Ba Ca A”a A/) : (07 Aa Bﬂa B/) : (Av Bv CU? Cl) =—-1
Como se recupera a partir deste resultado o teorema de Ceva afin?

Solucién. Fixamos un sistema de referencia proxectivo {A, B,C;U}, e consideramos
que a recta r ten ecuacién ax + by + ¢z = 0. Entén, tense que A’ = [0 : —c : b],
B ' =[-c:0:aeC =][-b:a:0]. Como os puntos A”, B” e C” non coinciden
cos vértices, temos que tefien exactamente dias coordenadas que non son 0, polo que
podemos pér A” = [0:a:1,B"=[1:0:0]eC” =[y:1:0]. A recta AA” ten
ecuaciéon —y + az = 0; a recta BB”, Bz — z = 0; e a recta CC”, —x + vy = 0. Polo
tanto, as tres rectas concorren se, e soamente se,

0o g -1
-1 0 ~|=afy—1=0.
a -1 0

Para achar a razén dobre (B, C; A", A"), pomos B = [(0,1,0)] e C = [(0,0,1)]. Entén,
A" = [a(0,1,0) + (0,0, 1)], polo que a stia coordenada absoluta é «; analogamente, a
coordenada absoluta de A’ é —c¢/b. Iso quere dicir que (B,C; A", A') = —%. Analoga-
mente, (C, A; B, B') = e (A, B;C",C") = —%. Polo tanto,

-1
(B,C,A", A" (C,A,B",B")-(A,B,C",C") = —,
aBy
que vale —1 se, e soamente se, a8y = 1. Polo tanto, as dias condiciéns son equivalentes.
O teorema de Ceva afin recupérase tomando como r a recta do infinito, de xeito que
A’, B" e C' son os puntos do infinito de cada unha das rectas.
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Problema 1.18. Sexa ABC un tridngulo de P? e sexa P un punto. Sexan A” =
BCNAP,B" =CANBP e (C”"=ABNCR. Sexan A’, B' e C’ tres puntos distintos
que non coincidan cos vértices e de xeito que A’ € BC, B’ € CA e C' € AB. Demostrar
que A’, B" e C' estan alinados se, e soamente se,

(B7 Ca AH; A/> . (07 A7 Bl’a B/) : (A7 B7 Cl’? C/) =-1
Como se recupera a partir deste resultado o teorema de Menelao afin?

Solucién. Fixamos un sistema de referencia baricéntrico {A, B,C; P}. Deste xeito,
A" =10:1:1],B"=[1:0:1eC” =[0:1:1]. Como os puntos A, B" e C’
non coinciden cos vértices, tenen exactamente ddas componentes non cero, polo que
podemos pér A’ =[0:a:1], B =[1:0: 8] e C' =[y:1:0]. Os puntos estan alinados
se, e soamente se,

0o B -1

-1 0 ~|=afy—1=0.

a -1 0

Procedendo igual que no exercicio anterior, o valor da razén dobre é a;ﬁlw que vale —1
se, e soamente se, afy = 1.

Problema 1.19. En P%, consideramos un tridngulo de vértices 4, B,C. Sexan M e N
dous puntos que non pertencen a ningin lado do tridngulo. Supofiamos tamén que a
recta L = MV N non contén ningin vértice. Sexan A’ = LN(BVC), B' = LN(AVC) e
C' = LN(AV B). Sexa A o punto tal que {M, N} e {A’, A} se dividen harmonicamente;
B o punto tal que {M, N} e {B’, B} se dividen harmonicamente; e C' o punto tal que
{M,N} e {C',C} se dividen harmonicamente. Demostrar que as rectas AV A, BV B
e C'v C son concorrentes.

Solucién. Consideramos o sistema proxectivo {A, B,C; M}, e como N non pertence
ao lado AB podemos pér N = [a : b: 1]. Entén, a ecuacién da recta M N é

1
1 =1-bz+(a—1)y+(b—a)z=0.
1

o

I
NI~
—_ o Q

O punto A’ é a interseccién de M N con BC, que ten por ecuacién x = 0. Polo tanto
A"=[0:a—b:a—1]. De xeito andlogo, B’ =[a—b:0:1-ble ' =[a—1:b-1:0].
Para achar o cuarto harménico de A’, é dicir, o punto A tal que (M,N; A, A) = —1,

procedemos do seguinte xeito. Pomos M = [(1,1,1)] e N = [(a,b,1)] e buscamos
x1,y1 € K de xeito que [(0,a — b,a — 1)] = [z1(1,1,1) + y1(a,b, 1)]. Vemos que neste
caso 1 = a ey = —1, polo que a coordenada absoluta 84 = —a e ;7 = a. De

aqui temos que A = [2a : a + b : a + 1]. Analogamente, B = [a +b: 2b: b+ 1] e
C=la+1:b+1:2].

A ecuacién da recta AAé —(a+1)y+(a+b)z=0;ade BB é (b+1)x — (a+b)z =0;
finalmente a de CC é —(b+ 1)x + (a+ 1)y = 0. Como a terceira coincide coa suma das
dtas primeiras cambiada de signo, temos que as tres rectas concorren.
Alternativamente, pddese aplicar o teorema de Menelao cos puntos A’, B’ ¢ C’ e em-
pregar as relaciéns entre a razén dobre e a razén simple para concluir empregando o
teorema de Ceva con AA, BB e CC.

Problema 1.20. Sexa ABC'D un paralelogramo no plano afin Aﬁ. Sexa P un punto
no plano que non pertence a ningin lado nin diagonal de ABCD. Sexan E e F os
baricentros de ABP e CDP, respectivamente. Sexa M o punto medio de EF.
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(a) Demostrar que EF é paralela a AD.
(b) Demostrar que M é o baricentro de APC.

Solucién. Fixamos a referencia {AB, AD; A}, de xeito que C' = (1,1) por tratarse
dun paralelogramo.
(a) No sistema de referencia que fixamos, E = (“TH, %) e F = (%1, b-;-Tz) Polo

tanto, EF = (0, %), que ten a mesma direccién que AD.

(b) As coordenadas de M son (aTH, HTl), que coinciden coas do baricentro de APC.

Problema 1.21. Este problema discute a construcion do cuarto harmdnico no plano
afin A%. Sexa AB un segmento ¢ X un punto diferente de A e B; imos supor que
estd no interior, sendo analogo o caso no que é exterior. Sexa C un punto féra da
recta. Trazamos rectas AA" e BB’ (A’ € BC e B’ € CA) que concorren con CX. Sexa
Y = AB'N AB. Entén (A, B; X,Y) = —1 e en particular o punto Y non depende nin
da eleccién de C nin das rectas AA" e BB'.

Solucién. Imos amosar unha solucién empregando os teoremas de Ceva e Menelao;
por suposto, tamén se pode facer o problema empregando coordenadas proxectivas.
Tomamos como recta do infinito unha calquera que non contena a ningtin dos puntos
implicados na configuracién (que sempre existe xa que R é un corpo infinito). Entén,
aplicando o teorema de Ceva ao triangulo ABC' coas rectas AA’, BB' e CX temos que

(X,A,B)(A',B,C)(B',C,A) = —1.
Aplicamos agora o teorema de Menelao nese mesmo tridangulo coa recta que pasa por

Y, A e B
(Y,A,B)(A',B,C)(B',C,A) = 1.

Dividindo as dtas igualdades temos que

. _ A
(A,B:X,Y) = %

FS
e

C

B "

) X b T~

Problema 1.22. Os seguintes apartados poden resolverse de forma independente. Al-
ternativamente, o apartado (a) pode empregarse para resolver o apartado (b).
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(a) Sexa ABCD un cuadrildtero no plano proxectivo real ]P’]%. Sexa E o punto de
corte das rectas AB e CD, e sexa F' o punto de corte das rectas AD e BC. As
rectas AC e BD cortan E'F nos puntos X e Y, respectivamente. Demostrar que
(E,F; X,Y) é unha cuaterna harmoénica.

(b) Sexa ABCD un trapecio no plano afin A%, coa recta AB paralela a C'D, pero de
xeito que AD e BC non son paralelas. Sexa M o punto de corte de AD e BC.
A recta paralela a AB por M corta 4 diagonal AC en P e & diagonal BD en Q.
Demostrar que M é o punto medio de PQ).

Solucién. (a) Primeira solucién (con coordenadas proxectivas). Considera-
mos a referencia {A, B, C; D}, polo que podemos pér A =[1:0:0], B=1[0:1:0],
C=[0:0:1eD=[1:1:1]. Arecta AD ten ecuacién y = z, e a recta BC' ten
ecuacion z = 0, polo que F' = [0 : 1 : 1]. De xeito similar, £ = [1 : 1 : 0]. Temos
entén que a ecuacién da recta EF e y = = + z. Deste xetio, X =[1:0: —1] e
Y =[1:2:1]. Temos ent6n que collendo a referencia {v,vs}, con vy = (1,1,0) e
va = (0,1, 1), podemos escribir E = [v1], F' = [v2], X = [v1 —v2] e Y = [v1 + v2].
As coordenadas absolutas de X e Y, 0x e 0y, son 1 e —1, respectivamente, polo
que a razén dobre é —1.

Segunda solucién (con Ceva e Menelao). Consideramos como recta do in-
finito calquera que non contena ningin dos puntos implicados na configuracién.
Entén, ao sacar esa recta, temos unha estrutura de espazo afin. Podemos aplicar
o teorema de Ceva ao tridngulo AEF, considerando as rectas AX, ED e F'B, que
se cortan no punto C'. Deste xeito,

(B,A,E)(X,E,F)(D,F,A) = —1.

Aplicando agora o teorema de Menelao ao mesmo triangulo AEF, pero coa recta
que corta aos lados nos puntos B, D e Y, temos que

(B,A,E)(Y,E,F)(D,F,A) = 1.

Dividindo as dtas igualdades, obtemos que
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(b) Primeira solucién (con coordenadas afins). Consideramos a referencia afin

{AB, AD; A}, de xeito que A = (0,0), B = (1,0), C = (0,1) e D = (a,1), con
a # 0,1, pola condicién de que AD e BC non sexan paralelas. A ecuacién da
recta AD é x =0 e adarecta BC éx+ (1 —a)y=1. Entén, M = (O,lfla). A

ecuacion da parelela a AB por M éy = ﬁ Para achar o punto P, usamos que
a 1

2 ). De xeito similar, a
1—a’ 1—a )

a ecuacion de AC é z — ay = 0, polo que P = (

—a
l—a

ecuacion de BD é x +y = 1, de onde se deduce que @) = ( , ﬁ) De aqui é

inmediato que M ¢é o punto medio de PQ).

Segunda solucién (con coordenadas baricéntricas). Sexa {4, B,D} un
sistema de referencia baricéntrico, de xeito que A = (1,0,0), B = (0,1,0) e
D =(0,0,1). A condicién de que a recta C'D sexa paralela a AB quere dicir que
C =D+ a(B — A), para algin ¢t € R. Polo tanto, C' = (a, —«,1). O punto M

é a interseccién das rectas y = 0 e x — az = 0, polo que M = ( 5,0 A

1
a+i' atl )

ecuacion da paralela a AB por M é

Qo 1
7,0,7> t(—1,1,0).
(a—i—l a+1 + )

A interseccién coa recta AC, que ten ecuacién y + az = 0, d4 o punto P =

200 —a 1 . .. . . s e s o
(TH’ D TH) De xeito similar, a interseccion con BD, que ten ecuacién x = 0,

dé o punto Q = (O, T o%s-l) E inmediato comprobar que %P + %Q = M, polo

que é o punto medio.

Terceira solucién (proxectiva). Sexa N o punto do infinito correspondente &
intersecciéon de AB e C'D. Polo apartado anterior, (P,Q; N, M) = —1, e como N
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¢ o punto do infinito correspondente & recta P@, entén M é o punto medio do
segmento PQ).
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Capitulo 2

Afinidades e proxectividades

Ao longo de todo o tema, sexa K un corpo e F un K-espazo vectorial. O obxectivo é
definir os morfismos entre espazos afins e proxectivos, para os cales hai didas maneiras
naturais de proceder. A primeira é impor que sexan transformaciéns que preservan
a estrutura alxébrica; isto ten a vantaxe de que nos permite traballar en termos de
matrices e aplicar tédolos resultados previos de dlxebra lineal. En cambio, esa definicién
é pouco natural desde un punto de vista xeométrico. Dado que a idea que queremos
transmitir é que son transformacions lineais, unha primeira aproximacién pode ser pedir
que se conserven as rectas, é dicir, que puntos alinados vaian a puntos alifiados. A priori,
esta nocién pode ser complicada para traballar con ela, e para iso formularemos un dos
resultados principais do tema, que afirma que ambos conceptos estan estreitamente
relacionados. Posteriormente, procederemos ao estudo das variedades invariantes por
unha transformacion deste tipo, que é algo analogo ao estudo dos vectores propios.

2.1. Afinidades: definicién e propiedades

Sexan (A, E, ) e (A’, E', ") dous espazos afins, onde E e E' son K-espazos vectoriais.

Definicién 2.1.1. Unha aplicacién f : A — A’ é unha aplicacidn afin ou afinidade se
existe un punto p € A de maneira que a composicién

o o
FiEZs AL N O gy g=ptues f(9) — f(9) - ()

é unha aplicacién K-lineal de espazos vectoriais. A f = 6}(19) fo, I chamaselle aplicacion
lineal asociada.

Coas notaciéns habituais, podemos escribir f(pq) = f(p)f(q) e f(p+u) = f(p)+ f(u).

73
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Nalgunhas referencias, a definicién anterior emprégase para aplicacién afin, e unha
afinidade introdicese como unha aplicaciéon afin bixectiva. Porén, nds empregaremos
aplicacién afin e afinidade como sinénimos.

Por outro lado, na definiciéon pidese que exista un punto p de xeito que a aplicacién
asociada f sexa lineal. Mais en concreto, se f é afin, enton para todo g € A, temos que
dp(q)f0q 1 ¢ lineal e independente de ¢, polo que o punto p non xoga ningiin papel na
definicién.

Proposicién 2.1.1. Suponamos que f é unha afinidade. Entén, para todo p € A, a
aplicacion (5 ) © f oé,—1 é lineal e independente do punto p.

Demostracion. Consideramos puntos ¢ e ¢’ de xeito que u = pq = p’q’. Entén, temos
que f, cumpre que

O]

A seguinte proposicién permite caracterizar as aplicaciéns afins en termos das combi-
naciéns lineais de puntos.

Proposicién 2.1.2. Sexa f : A — A’ unha aplicacién. Entén, f é unha aplicacién
afin se e soamente se é compatible coas combinaciéns lineais de puntos; isto é, para
calquera ntmero finito de puntos p1,...,p, € A e escalares «q,...,a, € K de maneira
que a3 + ...+ a, = 1, cimprese que

floapt + ...+ apr) = arf(p1) + ... + o f(pr).

Demostracion. Suponamos que f é unha afinidade. Enton, temos que

floapr + ...+ appr) = f(p1 + a2p2p1 + ... + @, PrP1)

f(p1) + azf(pzpl) +...+ o f(prp1)

F(p1) + aa(f(p2) — f(p1) + ...+ ar(f(pr) = f(p1))
arf(p1) + ...+ a-f(pr)

onde na ultima igualdade empregamos que 1 — 7 o a; = o.
Para ver o reciproco, temos que comprobar que a aplicaciéon f ¢é lineal. Cimprese que

flutv)=flp+u+v)—fp) e flu) = flp+u)— fp), f(v) = f(p+v) — f(p). Polo

tanto, chega con ver que

flptu+v)=flp+u)+flp+v)— f(p)

Pondo u = ¢ — p e v = r — p, a igualdade anterior é equivalente f(q+r — p) =
f(q) + f(r) = f(p), que se segue do feito de que se conserven combinaciéns lineais de
puntos xa que os coeficientes de ¢ + r — p suman 1.
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O razoamento para o produto por escalares é andlogo, xa que f()\u) = f(p+u)— f(p),
polo que hai que establecer que

fo4 ) =Af(p+u)+ (1 =N f(p).

Igual que antes, pomos u = ¢ — p. Entén

flp+2u) = f(Ag+ (1 =XN)p) =Af(g) + (1 =N f(p),

onde na segunda igualdade empregamos a hipdtese sobre as combinacions lineais de
puntos. ]

Lema 2.1.1. Sexan f: A — A’ e g: A’ — A" afinidades con aplicaciéns lineais aso-
ciadas f e g, respectivamente. Entén, a composicién de aplicaciéns afins tamén o é, e
cimprese que g o f = go f. Ademais, as aplicaciéns 6, e 5}( son bixectivas, polo que

se cumpren as seguintes propiedades:

D)

(a) f ¢ inxectiva se, e soamente se, f é inxectiva.
(b) f é sobrexectiva se, e soamente se, f é sobrexectiva.

(c) f é bixectiva se, e soamente se, f é bixectiva; neste caso, f~! é unha aplicacién
afin con aplicacién lineal asociada f—1 = f~1.

Demostracion. Para a composicion das aplicacions lineais asociadas, observamos que
gof= 5g(f(p)) o(gof)o 5;1 = (5;/(f(p)) ogo 5;&3)) o (6f(p) of 06;1) =gof.

(a) Suponamos que f é inxectiva. Para demostrar que f tamén o é, suponamos que

f(u) = f(v); entén
F®)+ fu) = f(p+u) = f(p+v) = f(p) + [(v),

o que quere dicir que p+u = p+wv, ou 0 que é 0o mesmo, u = v. De xeito reciproco,
se f é inxectiva e os puntos p e ¢ cumpren f(p) = f(q), pondo ¢ = p+v, concluimos
que f(v) =0 e polo tanto v =0e p =gq.

(b) Suponamos que f é sobrexectiva. Entén, para ver que f tamén o 6, collemos v € E’
e ¢’ de xeito que v = f(p)q’; como [ é sobrexectiva, existe ¢ € A de xeito que
f(q) = ¢'. Polo tanto, definindo u = pq, temos que f(u) = v. Reciprocamente,
supofiamos que f é sobrexectiva, e sexa ¢’ € A’. Se v = f(p)q/, existe u de xeito
que f (u) = v, e podemos definir ¢ como o unico punto que cumpre v = pq. Temos

entén que f(q) = ¢'.

(c) A primeira parte séguese de combinar os dous apartados anteriores. Para a segun-
da parte, sabemos xa que f~! estd ben definida _porque f ¢ bixectiva; ademals,
f é bixectiva. Cémpre ver que é lineal e achar f~!. Fixamos como de costume
un punto p € A e tomamos tamén f(p) € A’. Entén, calquera outro punto en A’
pode escribirse como f(gq), con g € A, e se pomos u = pq, entén f(u) = f(p)f(q).
Como f é bixectiva, calquera vector de E’ pddese escribir como f (u), polo que

é suficiente probar que f~1(f(u)) = f~'(f(u)) para todo u € E. Neste caso,
f~1(f(p)f(q)) = pq = u, e f1(f(u)) = u por definicién de aplicacién inversa.

Polo tanto f~1 = f~! e a linealidade é automatica.
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O]

A seguinte proposicién explica que se precisa para determinar unha aplicacién afin. En
concreto, é suficiente con dar a imaxe dun punto e a parte correspondente & aplicacién
lineal. Alternativamente, se o espazo é de dimensién n, pddense dar as imaxes de n + 1
puntos independentes.

Proposicién 2.1.3. As afinidades cumpren as seguintes propiedades.

(a) Sexan f,g: A — A’. Entén, f = g se, e soamente se, existe p € A tal que

f(p)=g(p) e f=3g.

(b) Sexan p € A, ¢ € A’ e ¢: E — E’ unha aplicacién lineal. Entén, existe unha

tnica afinidade tal que f(p) =qe f = .

(¢) Suponamos que dim A = n. Se py, ..., Ppp4+1 son puntos independentes de A, entén
dados puntos qi,...,qu11 de A, existe unha tnica afinidade j: A — A’ tal que
i(pi) = .

Demostracion. (a) Se f = g, entén f(p) = g(p) e f(p +u) = g(p + u) para todo
u € E, polo que f(u) = g(u) para todo u. Do mesmo xeito, se f(p) = g(p) para
un certo p e f = g, podemos escribir para un ¢ arbitrario ¢ = p + u, de onde

f(q) = f(p) + f(u) = g(p) + g(u) = g(q).

(b) Suponamos que f e g cumprisen a propiedade. Entén, ambas coincidirian na parte
lineal e na imaxe dun punto, e, polo apartado anterior, sabemos que serian iguais.

(¢) Parai¢=1,...,n, pomos u; = p; — pp+1. Fixar a imaxe de n vectores linealmente
independentes e dun punto p,41 determina a afinidade polo visto no apartado

(b).
L]

En particular, se A e A’ son espazos afins de dimensiéns n e n’, respectivamente, tense
que A ~ A’ se, e soamente se, n = n’. Isto demostra que tédolos espazos afins sobre K
de dimensién n son isomorfos a A’

Imos discutir agora o comportamento das variedades lineais por unha aplicacién afin.

Proposicién 2.1.4. Sexa f: A — A’ unha aplicacién afin.
(a) A imaxe dunha variedade lineal afin por f é unha variedade lineal afin.

(b) A imaxe inversa dunha variedade lineal afin por f é ou ben baleira ou ben unha
variedade lineal afin. No segundo caso, se W = ¢ + G, entén YWY = f~Yq +
G)=p+ fHG),conpe f g+ Q).

(c) Unha afinidade transforma variedades paralelas en variedades paralelas.
(d) Unha afinidade transforma puntos alinados en puntos alinados.

Demostracion. (a) Se V.= p + F, entén f(V) = f(p) + f(F), xa que f(p+v) =
f(p) + f(v).
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(b) Supofiamos que a preimaxe é non baleira e collamos un punto p € f~(¢+G), que
cumpre entén que qf(p) € G. Ademais, un punto 7 € A pertence a f~1(W) se, e
soamente se, qf (r) € G. Finalmente, r € A pertence a p+ f~(G) se, e soamente
se, f(pr) € G. Como f(pr) = f(p)f(r) = f(p)q + qf(r), temos que r € f~1(W)
se, e soamente se, 7 € p+ f1(G).

(c) Sexa V.=p+ F e W = ¢ + G, onde supomos sen perda de xeneralidade que
F C G. Entén, f(V) = f(p) + f(F) e f(W) = f(q) + f(G), e tense claramente
que f(F) C f(G).

(d) Sexa V =p+ F, con F' de dimensién 1. Entén, f(V) = f(p) + f(F). Tense que
f(F) é ou ben {0} ou ben é de dimensién 1.

O

Dos resultados anteriores, séguese tamén que as afinidades respectan as interseccions e
as sumas de variedades lineais afins.

Afinidades e razén simple

No seguinte resultado imos establecer que as aplicaciéns afins conservan a razén simple.
De agora en adiante, imos restrinxirnos na maioria de casos & situacion na que f é
bixectiva, porque senén a razén simple poderia non estar ben definida. Por exemplo, se
f é a aplicacién constante

Proposiciéon 2.1.5. As afinidades bixectivas conservan a razén simple.

Demostracion. Sexa r = p + Apq. Entén,

f(r) = f(p) + f(\pa)

I

= f(p) + AMf(9) = f(p))
I
);

p) + M(p)f(q).
f(q) e f(r). O

Definicién 2.1.2. Unha aplicacién g: A — A’ é unha colineacion se a imaxe g(L) de
calquera recta L de A por g estd incluida nunha recta L’ de A’.

Polo tanto, A é a razén simple de f(p

Teorema 2.1.1. Sexa K un corpo de caracteristica diferente de 2. Unha aplicacién
bixectiva f é unha afinidade se, e soamente se, conserva as colinealidades e a razén
simple.

Demostracion. Unha implicacién xa se demostrou. Suponamos agora que f conserva
as colinealidades e a razén simple. Temos que ver que, fixado p € A, a aplicacién

ftE—E., uw f(u)=f(p)f(a)

é lineal. Isto quere dicir que f(u 4+ v) = f(u) + f(v) e f(Au) = Af(u). Pomos entén
u=pqiev=pgz. i

Comezamos vendo que f(Au) = Af(u). A férmula é obviamente certa se A =0, A =1
ou v = 0, polo que suporemos que ese non ¢ o caso. Se u = pq, entén existe un 1inico ¢
tal que Av = pt. Como os puntos son diferentes, os puntos p, ¢ e t son diferentes e se
(p,q,t) = A, tamén se ten que (f(p), f(q), f(t)) = A. Nese caso,

FOw) = f(pt) = £(p)f(t) = M(p)f(q) = M(p)f(q) = Af(v).
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U= pq\ Au = pt f 5 f(u) . f(/\“)
p q t f(p) f(a) f(t)

Vemos agora que f(u +v) = f(u) + f(v). Se u ou v é cero o resultado é claro. Entén,
podemos pér u = pq, v = pr e u + v = ps. Observamos que

Qs =qp +ps=-—-u-+u-+v=pr.

De xeito andlogo,
rs=rp+pq+qgs=—u-+u+v=pq.

Definimos o punto ¢ = %q+ %r. Empregando as relaciéns anteriores, temos que t = %p—i—
%s (dito doutro xeito, as diagonais dun paralelogramo intersecan nos puntos medios).
Suponamos que ¢ # r e que p # s, o que é equivalente a dicir que u # F+v. Nese caso,
ten sentido falar de razén simple e temos que

1
(p787t) = (q7r7 t) == 5

Como a aplicacion f conserva as colineaciéns e as razéns simples, temos que

(F0). £5), F(0) = (F(a). Fr), £(0) = 5.
e de aqui dedticese que
1 1 1
f(t) = if(Q) + if(r) = if(p) + §f(3)

A dltima igualdade implica que f(q)f(s) = f(p)f(r).
Temos entén que

Isto demostra que f conserva a suma de vectores cando os vectores non son iguais nin
opostos. Se u = v, polo resultado que establecemos sobre a multiplicacién por escalares
temos que f(2u) = 2f(u); e se u = —v, entén f(—u) = —f(u), tamén polo mesmo
motivo. O
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De feito, podemos demostrar un teorema mais forte que afirma que é suficiente con
conservar as colinealidades se permitimos a composicién con automorfismos do corpo.
Imos introducir notacién alxébrica antes de precisar o teorema.

Definicion 2.1.3. Sexa K un corpo. Un automorfismo de K é unha aplicacién bixectiva
o0: K — K de maneira que o(a +b) = o(a) + o(b) e o(ab) = o(a)o(b).

Exemplo. A identidade é sempre un automorfismo. Se K = C, a conxugacién complexa
z + z é un automorfismo. Tamén hai automorfismos non triviais nos corpos de p”
elementos, con 7 > 1, e que se denotan por F,-. Estes corpos, que se obtetfien por medio
dun cociente de (Z/pZ)[X], tenen un grupo de automorfismos de cardinalidade r. Se
Fpr é un corpo de p” elementos, o endomorfismo de Frobenius dado por x + xP é un
automorfismo do corpo, que cando r > 1 ¢é diferente da identidade.

Definicion 2.1.4. Sexan F; e Fy dous K-espazos vectoriais. Unha aplicacion f B —
E, dise que é semilineal se existe un automorfismo ¢ de K de xeito que f (u+v) =
f(u) + f(v) para todo u,v € E1; e f(Au) = o(\)f(u) para A € K e u € Ej.

Unha aplicacion f: A; — A entre dous espazos afins é unha semiafinidade se f p: Bl —
F5 inducida por f e por un punto P € A; é semilineal.

O seguinte teorema adoita conecerse como teorema fundamental da reometria afin.
Pospoiiemos a stia demostracion ata a ultima parte do tema.

Teorema 2.1.2 (Teorema fundamental da Xeometria Afin). Sexan A; e Ay dous espa-
zos afins sobre os K-espazos vectoriais F/; e Es, respectivamente, da mesma dimensién
n, con n > 2. Suponamos que K # Z/27Z. Sexa f: Aj — Ay unha colineacién bixectiva.
Entén f é unha semiafinidade.

En calquera caso, enfatizamos que nos casos de Q, R e Z/pZ, con p un primo impar,
semiafinidade é o mesmo que afinidade.

Proposicién 2.1.6. O tnico automorfismo de Q e de R é a identidade. En particular,
nestes casos unha semiafinidade é unha afinidade.

Demostracion. Como o(0) = o(0 + 0) = 20(0), temos que o(0) = 0. Por outra banda,
o(1) = o(1-1) = 0(1)? e da bixectividade de o, temos que (1) = 1. Temos tamén
que o(n) = no(l) =n e que mo(1/m) = 1, polo que o(1/m) = m. Combinando estas
propiedades temos que o(q) = ¢ para todo g racional. Por outro lado, o(e?) = o(€)? > 0,
polo que a imaxe de calquera ntmero positivo é positivo; en particular,

om+e)—o(m)=oc(m+e)+o(—m)=oc(e) >0,

polo que a funcién é estritamente crecente.

Suponamos agora que existe un numero real r para o cal f(r) —r > 0 (o caso no
que é menor que 0 é andlogo). En particular, existe ¢ > 0 tal que f(r) > r + e
Collemos entén un nimero racional ¢ no intervalo (r,r + €), que polo tanto cumpre
que r < ¢ = f(q) < f(r). Iso é unha contradicién co feito de que f sexa estritamente
crecente. O

O mesmo sucede para o caso dos corpos da forma Z/pZ, xa que ao fixar o 1, necesaria-
mente fixan o resto de elementos.
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Imos rematar amosando un exemplo de colineacién que non é unha afinidade, no caso
de (Z/27)3. Para iso, pofiamos

f: A — A
(0,0,0) —— (0,0,0)
(1,0,0) — (1,0,1)
(1,1,0) — (1,1,1)
(0,1,0) — (0,1,1)
(0,0,1) ~—— (0,0,1)
(1,0,1) ~— (1,0,0)
(1,1,1) ~— (1,1,0)
(0,1,1) ~— (0,1,0)

2.2. Proxectividades: definicién e propiedades
Sexan (P, E,m) e (P, E', ") dous espazos proxectivos.

Definicién 2.2.1. Unha prozectividade é unha aplicacién f: P — P’ inducida por un
isomorfismo de espazos vectoriais p: F — E’, é dicir, f = [¢]. Unha homografia é unha
proxectividade f: P — P.

Podemos facer unha definicion similar no caso no que ¢ non é inxectiva, pero entén f
s6 esta definida sobre as clases nas que ¢ é non cero. Para indicarmos isto, poremos
f:P --» P, é dicir, a frecha con trazo discontinuo indica que o dominio de f non é
todo P. Escribimos Z(f) = P(ker(f)). Porén, mentres non se diga o contrario, sexa
f =l¢]: P — P’ unha proxectividade definida polo isomorfismo ¢: E — E'.

Proposicién 2.2.1. Sexa L = [F| unha variedade lineal proxectiva de P. Entén:
(a) f(L) = [p(F)] é unha variedade lineal proxectiva de P’ e dim f(L) = dim L.
(b) fIL: L — f(L) é a proxectividade inducida por ¢|F: F' — o(F), f|L = [¢|F].

Demostracion. (a) Temos que a imaxe dun subespazo vectorial por unha aplicacién
lineal é un subespazo vectorial. Ademais, como ¢ é inxectiva, a dimensién é a
mesma.

(b) Inmediato a partir da definicién de proxectividade.
O

A seguinte proposicién resume algunhas das propiedades das proxectividades, que son
andlogas 4s que se cumpren no caso das afinidades.

Proposicién 2.2.2. Sexan L; e Lo variedades lineais proxectivas de P, e q1, . .., ¢m € P.
Entén:

Ly C Ly se, e soamente se, f(Ly) C f(Lo).
(L1 L) = f(L1) N f(L2).

f(LaV Ly) = f(L1) V f(La2).
f

(V- Van) = flq) V-V flgm).
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(e) Os puntos qo, - - -, gm € P son independentes se, e soamente se, f(qo), ..., f(gnm) €
P’ son independentes.

Demostracion. Tédalas propiedades son inmediatas a partir dos resultados correspon-
dentes a nivel de subespazos vectoriais. ]

Definicién 2.2.2. Unha aplicacién g: P — P’ é unha colineacidn se a imaxe g(L) de
calquera recta L de IP por g estd incluida nunha recta L’ de . No caso de que g sexa
inxectiva, iso é equivalente a g(q1 + ¢2) C g(q1) + g(g2), para todo parella de puntos
diferentes qp, g2 € P.

Proxectividades e razon dobre

Polos resultados anteriores, sabemos que as proxectividades son colineaciéns. En cam-
bio, colineacién non implica proxectividade e precisamos impor algunha condicién adi-
cional. Do mesmo xeito que as afinidades se podian definir dicindo que eran colineaciéns
que preservaban a razén simple, neste caso procederemos de xeito analogo coa razdén

dobre.
Proposicién 2.2.3. As proxectividades conservan a razén dobre.

Demostracion. En primeiro lugar, observamos que se R é unha referencia de PP, enton
f(R) é unha referencia de . En efecto, se R = {p1,...,pn+1; U} é unha referencia de
P, entén f(R) = {f(p1),..., f(pnt1); f(U)}. Calquera subconxunto de n + 1 puntos
de R é linealmente independente, polo que a imaxe tamén o serd, de xeito que f(R) é
unha referencia proxectiva de P’.

A continuacién, temos que, se B,, é unha base adaptada a R’, entén ¢(B,) é unha base
adaptada a f(R). Iso é asf xa que {¢p(u1),...,p(unt+1)} é unha base de E’. Ademais,
U = f(U) = [¢][ur + ...+ unt1], polo que p(B,) é unha base adaptada a R'.

De aqui dedicese que se p € P ten coordenadas [z : -+ : Zp41] en R, entén f(p) ten
coordenadas [z1 : -+ : xpy1] en f(R).

Finalmente, temos que se L := q1 V ¢2 V q3 V q4 é unha recta, entén, f(L) tamén é unha
recta. Se R é unha referencia de L e [z; : ;] son as coordenadas de g; en R, entén f(R)
é unha referencia de f(L) e [z; : y;] son as coordenadas de f(¢;) en f(R). Polo tanto, a
razon dobre consérvase, xa que unicamente depende das coordenadas dos puntos, con
independencia do sistema de referencia. ]

Esta demostracién é analoga & que realizamos no caso da razén simple, na que im-
plicitamente tamén estabamos a usar que se conservaban as coordenadas dos puntos;
porén, naquel caso, o contexto era especialmente simple e por iso se podia reinterpretar
empregando a notacién vectorial habitual.

Imos ver agora como dar as imaxes dunha referencia determina completamente a pro-
xectividade. Isto é andlogo ao que sucedia no caso afin, no que unha afinidade vina
determinada pola imaxe de n + 1 puntos independentes ou de n vectores e un punto;
no proxectivo, iso equivale a fixar a imaxe de n + 1 puntos.

Proposicién 2.2.4. Existe unha tnica proxectividade f: P — P’ con f(R) = R’.
En particular, se f: P — P é unha homografia que envia unha base en si mesma, é a
identidade.

Demostracion. Se B, = {uy,...,unq1} é unha base adaptadaa R e B, = {u},...,u, }
unha base adaptada a R/, existe un tnico isomorfismo ¢: E — FE’ de xeito que
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¢(u;) = uj paratodoi = 1,...,n+1. En particular, o(ui +...+upy1) = uj+.. . 4ul, ;.
Sexa f = [p]: P — P'. Entén, f(pi) = [p(w;)] = [u)] = p} e f(U) = U'. Deste xeito,
para f = [p] tense que f(R) =R/

Suponiamos agora que g = [¢] é outra proxectividade tal que g(R) = R'. Entén [u]] =
[¢(u;)], polo que existe un \; de xeito que ¥(u;) = Ajul. Polo tanto, ¢ (u1+. ..+ upt1) =
Al + ...+ Apgaug, ., e para ter que g(U) = U’ tense que cumprir entén que exista
un A de xeito que A = A;. Isto demostra que 1 = Ay, polo que g = f. O

Exemplo. No caso de dimensién 1, unha proxectividade vén determinada pola imaxe
de 3 puntos, mentres que no caso afin eran suficientes 2 puntos. E dicir, se no caso
proxectivo impomos que f([0 : 1]) = [0 : 1] e que f([1 : 1]) = [1 : 1] (isto é, que o 0
e o 1 sexan fixos), a proxectividade non queda totalmente determinada. A identidade
cimpreo, pero por exemplo a aplicacién f([z : y]) = [22 :  + y] tamén. Esta aplicacién
pode interpretarse como enviar un punto afin z # —1 a f—fl; o—laocoeoooa?.
Mais en xeral, calquera proxectividade que cumpra esas duas condiciéns é ou ben a

identidade ou da forma f([z : y]) = [az : x + (a — 1)y], con a # 0, 1.

Imos establecer agora que no caso de dimensién un a condicién de demostrar a razén
dobre é suficiente para termos unha proxectividade. A demostracién baséase en que as
proxectividades conservan a razén simple e no resultado anterior sobre a determinacién
dunha proxectividade.

Proposicién 2.2.5. Sexa f: P — P’ unha aplicacién entre dias rectas proxectivas.
Entén, f é unha proxectividade se, e soamente se, f conserva a razon dobre.

Demostracion. Unha implicacién xa se demostrou. Sexa R = {p1, p2; U} unha referen-
cia de P e p un punto de P distinto dos tres da referencia. Por hipétese

(f(pl)vf(pQ)a f(U>vf(p)) = (p17p27 va) 7£ 0,1, c0.

Deste xeito, as imaxes dos catro puntos son diferentes e f(R) = {f(p1), f(p2); f(U)} é
unha referencia de P’. Sabemos tamén que existe unha dnica proxectividade g: P — P’
tal que g(R) = f(R). Como f e g conservan a razén dobre, entén

(f(p1), f(p2); F(U), £(p)) = (9(p1), 9(p2); 9(U), 9(p)),

polo que f(p) = g(p) e f é unha proxectividade. O

Podemos enunciar finalmente o teorema anédlogo ao que vimos no caso afin: unha coli-
neacion bixectiva que conserva a razon dobre é unha proxectividade. A demostracién é
bastante longa, polo que a dividiremos en varios pasos; os primeiros consistiran na rea-
lizacién de certas observaciéns preliminares, que logo permitiran desenvolver a proba.

Teorema 2.2.1. Sexa f: P — P’ unha aplicacién entre dous espazos proxectivos de di-
mensién n > 1. Sexa R = {p1, ..., pn+1; U} unha referencia de P e B, = {uy,...,unt1}
unha base adaptada. Entén, f é unha proxectividade se, e soamente se, f é unha coli-
neacién bixectiva que conserva a razén dobre.

Demostracion. Unha implicacién xa se estableceu. Para demostrar o reciproco, imos
comezar realizando as seguintes observacions.

(i) Se f: P — P’ é unha colineacién que conserva a razén dobre e L é unha recta de
P, entén f(L) é unha recta de P’ e f|L é bixectiva.
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(i)
(iii)

(iv)

Se q1,...,q, son puntos de P, entén f(q1 V---Vq) = f(q1) V-V flq).

Se q1,...,q- € P son puntos independentes, entén as stias imaxes tamén o son
(en particular, a imaxe dunha referencia é unha referencia).

Se L é unha variedade lineal de P, entén f(L) é unha variedade lineal de P’ da

mesma dimension.

Se H; é o hiperplano dado por z; = 0, entén f(H;) é o hiperplano xerado por
tédolos puntos f(p;) salvo f(p;).

SeUj=[ur+...+ U+ ...+ upt1], entén R; = {p1,...,Pi,...,Pnt1; U} é unha
referencia de H; e {uy,...,;,...,u,+1} ¢ unha base adaptada.

Imos discutir a demostracion de cada un dos pasos.

(iii)

En efecto, como f é unha colineacién, f(L) C L’. Polo resultado anterior, sabemos
que f|L é unha proxectividade e polo tanto é bixectiva, o que quere dicir que a
imaxe ten que ser unha recta.

Para demostrar a igualdade do enunciado, temos que ver as duas inclusiéns. De
cara a establecer que f(q1V---qr) C f(q1)V---Vf(q), procedemos por inducién en
r > 1, sendo obvio o resultado para r = 1. Se r = 2, é a definicién de colineacién,
polo que imos suponer que r > 3. Sexa q € q1 V-V g = [(u1,...,u,)], onde ¢; =
[u;]. Deste xeito, ¢ = [x], con x = )., z;u; e non todos os z; son 0. Reordenando
os termos, podemos supor que z; # 0 e pomos v = > . _, x;u;. Se v = 0, entén
g=qie f(qg) € flq)V---V flgr). Sev # 0, entén [v] € [(uz,...,ur)] =qV---¢
e, por hipétese, f([v]) C f(g2) V -+ f(gr). Deste xeito, ¢ = [z1u1 + v] € q1 V [v].
Como f é colineacion, entén f(q) € f(q1)V f([v]), e como f([v]) € f(g2)V--- f(qr),
entén f(q) C flq) V-~V f(gr).

Para a inclusion oposta, imonos restrinxir primeiro ao caso no que os g; son
independentes. Sexa b € f(q1) V-V f(¢) C f(P). Entén, b = f(q), con g € P.
Seq ¢ q1V---qr, entén podemos atopar ¢y41,- .., ¢, de xeito que ¢, qi, ..., g, son
n + 1 puntos independentes e P = ¢V q1 - - - V q,,. Polo que acabamos de probar,
P = f(P) C f(q) V f(@)V -+ f(gn). Como f(g) = b€ f(q1) V...V f(g), enton
P’ C f(q1) V...V f(qn), 0 que é unha contradicién xa que a dimensién de P’ é n.
Polo tanto, g€ 1 V---qr e b= f(q) € f(1 V-V q).

Para demostrar o resultado, reordenando, podemos suponer que qi,...,Qqs son
independentes € gs41,...,q9 € q1V---qs. Entén, f(q1V---Vgs) = f(q1)V--- f(gs)
e polo tanto para i = s+1,...,7 temos que f(q;) € f(q1)V---V f(gs), e podemos
enton concluir.

Se q1,. .., q son independentes, entén f(q1),..., f(gr) son independentes xa que
se, por exemplo, f(q1) € f(g2) V-V f(qr) = flg2V -V ), entén f(q1) = f(p),
conp € qV---Vgqg.. Como f é inxectiva, iso implicaria que g1 =p € g2 V - - - @y,
o que é unha contradicién. Que R = {p1,...,pn+1;U} sexa unha referencia de
P quere dicir que calquera subconxunto de n + 1 puntos de R ¢ independente.
Polo que acabamos de ver, calquera subconxunto de n + 1 puntos de f(R) é
independente. Polo tanto, f(R) é unha referencia de P’

Se L é unha variedade lineal de P de dimensién s, entéon L = ¢ V - - -V ¢s41, para
alguns qp,...,qs+1 € P independentes. Polo tanto, f(L) = f(q1 V -+ V @s4+1) =
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f(@1) V-V f(gs+1) é unha variedade lineal de P’. Polo apartado anterior, os
puntos son independentes e a dimensién de f(L) é s.

(v) Sexa H; o hiperplano H; = p1 V -+ V p; V -+ V pp41. Polo visto nos apartados

—

anteriores, f(H;) = f(p1)V -V f(pi) V- f(Pn+1), € iSO proba que a dimensién
de f(H;) én—1.

(vi) Por hipétese, os puntos pi,...,pi,...,pn son puntos independentes de H; :=
p1Ve - VPiV- - ppy1, onde p; = [u;] e Uy = [ur+. . .+0;+. . .+uy,]| € H;. Deste xeito,
Ri=A{p1,---,Dis--- Pnt1; Ui} é unha referencia de H;, e {uy,..., Ui, ..., upt1} é
unha base adaptada. Por outro lado, (u1,...,q;, ..., upy1) N {u;, Z;L;l uj) contén
o subespazo (u; + ...+ U; + ... + up41. Pola férmula de Grassmann, temos que
os dous subespazos son iguais. Polo tanto, {U;} = {[u1 + ...+ U + ... + un)} =
H;N(p;vVU). Como f ¢ inxectiva, f(H;N(p;VU)) = f(H;)N f(p;VU). Polo visto

antes, f(piVU) = f(pi)Vf(U). Isto demostra que { f (Ui) } = f(Hi)O(f (pi)V.f(U)).

Con isto podemos realizar a proba por induciéon sobre n = dimP. Para n = 1 xa o
vimos, asi que suponamos que n > 2. O seguinte debuxo ilustra a idea principal da
inducion: temos tres hiperplanos, Hy, Ho e Hs, e na restriciéon a eles sabemos que o
resultado é certo. Dado un punto ¢, podemos trazar a recta que pasa por U e considerar
os puntos de cortes cos hiperplanos, e traballar sobre eles para concluir.

Hy
q
p3 U
q1

Hs

n q3 P2

/ q2
Hy

Sexa R = {pi1,...,pn+1;U} unha referencia de P e B, = {uy,...,u,+1} unha base

adaptada. Ent6n, f(R) é unha referencia de P, e sabemos que existe unha tnica pro-
xectividade g: P — P’ de xeito que g(R) = f(R). Se vemos que f = g teremos que f é
unha proxectividade.

Sexa H; o hiperplano xerado polos p; excepto o p;, e definimos o punto unidade U; =
[ur+...+0;+...+upt+1] e o sistema de referencia R; = {p1,...,Di, ..., Pn+1;U}. Enton,
R; e unha referencia de H;, e como f e g coinciden sobre R, temos que f(H;) = g(H;).
Polo tanto, f(U;) = g(U;); é dicir, f e g coinciden sobre R;. Se f; e g; son as restriciéns
de f e g sobre H;; f; é unha colineacién e conserva as razons dobres, e, pola hipdtese
de inducién, é unha proxectividade. Concluimos entén que f; = g;.
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Sexa q € P, con ¢ ¢ H;. As coordenadas de ¢ en R son [(x1,...,Znt1)], con z; # 0
para todo ¢, e distinto tamén do punto unidade. Sexa L = ¢ V U. Pola férmula de
Grassmann, L N H; = {¢;}. Ademais, U # qi,qn+1 xa que U ¢ Hy,Hp11 € q1 €
Hi e gnt1 € Hpt1. Os puntos q,q1,.-.,qn+1, U estan alinados en L = ¢ V U, polo
que f(q), f(q1),---, f(gn+1), f(U) estan alinados en f(L). Como f é inxectiva, entén
S = {f(@), f(an); f(U)} é wnha xeferencia de f(L). Como fi = g; e f(U) = g(U),
entén 0s(f(q)) = 6s(g9(q)), onde como é habitual fg refirese 4 coordenada absoluta
na referencia S. Pola bixectividade de 0g, f(q) = g(q). Deste xeito, f = g é unha
proxectividade. O

Exemplo. No seguinte exemplo, amosamos un exemplo representativo de proxectivi-
dade que non é unha afinidade. Serd o que se coneza como perspectividade.

(a) No plano afin A% sexa f; a recta vertical z = 0, e sexa {3 a recta horizontal
y = 0. Consideremos o punto P = (1,1). En particular, non se pode definir unha
aplicacién simplemente como

b — b, Q+— PQNLs.

A razén é que a aplicacién ¢ non estd definida no punto (0, 1); non hai ningunha
maneira de enviar este punto a calquera da recta, pois teriamos unha aplicacién
sobrexectiva entre dous espazos afins de dimensién un que non é inxectiva, o cal
non ¢é posible.

(b) En calquera caso, para estudar o comportamento da razén simple e da razén
dobre, consideremos a aplicaciéon do apartado anterior, definida en ¢; \ {(0,1)}
por

P El\{(o, 1)} — by, Qr— PQNs.

Dados os puntos A = (0,a), B = (0,b) e C = (0,¢), podemos ver que a razén
simple (p(A),¢(B),¢(C)) non coincide con (A, B,C). Temos que ¢(A) = -~

a—1’

p(B) = % e p(C) = 5, co cal

(9(4), 9(B), o(C)) = == x ° 1

a—1

En concreto, a razén simple s6 se conserva cando b = c.

(c¢) Fixados catro puntos A, B, C, D, si temos que (A, B,C, D) = (¢(4), p(B), ¢(C), p(D))

No caso da razon dobre tense que
(p(A), o(B),¢(C), ¢(D)) = (A, B,C, D).

Traballando con coordenadas proxectivas, temos que P = [1 : 1 : 1] e que un
punto calquera [0 : a : b] da recta ¢; : = 0 ten por imaxe o punto [a : 0 : a — b].
Por tanto, tomando as bases {e2, e3} e {e1,e3} temos que a matriz da aplicacién

lineal é <(1) _01>

Ademais, a aplicacién ¢ pode estenderse a toda a recta ¢1 enviando o punto (0,1) ao
punto do infinito de ¢2 e o punto do infinito de ¢; ao (1,0).

Ao igual que no caso afin, a condicién sobre a razén dobre non é necesaria se permitimos
automorfismos do corpo.
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Teorema 2.2.2 (Teorema fundamental da Xeometria Proxectiva). Sexan P; e Py dous
espazos afins sobre os K-espazos vectoriais Fq e FEo, respectivamente, da mesma di-
mensién n, con n > 2. Suponamos que K # Z/27. Sexa f: Py — Py unha colineacién
bixectiva. Entén f é unha semiafinidade.

Afinidades e proxectividades

Sexan A; e Ay dous espazos affns e A; e Ay as sias clausuras proxectivas. Dada unha
afinidade bixectiva f: A; — Ao, pédese estender a unha proxectividade f: A; — Ag
que coincide nos puntos afins e preserva os puntos do infinito. Reciprocamente, dada
unha proxectividade g: A; — Ay tal que g(Aj ) C Az o podémola restrinxir a unha
afinidade bixectiva g|A;: A; — Ag.

Proposicién 2.2.6. Dada unha afinidade bixectiva f: A; — Ao, pddese estender a
unha proxectividade f: A; — As que coincide nos puntos afins e preserva os puntos do
infinito.

Demostracion. Nun sistema de referencia fixado, a afinidade escribese como y = Az +D,
onde A € GL,(K) eb € K" Sexa §j = (y,1) € K" 2z = (2,1) € K"l e A €
GL;,+1(K) a matriz dada por
- A b

A= 1
Podemos definir entén a proxectividade f: A; — Ay dada por [§] = [A4] [z]. Cando a
ultima coordenada de x é 0, tamén é 0 a dltima coordenada de y, polo que f(Aj ) C
Ag . Ademais,ise a ultima cogrdenada de z é non 0 tamén o serd a dltima coordenada
de y, polo que f(A;) C Ag e flA; = f. O

Proposicién 2.2.7. Dada unha proxectividade g: A; — A tal que g(A1 o) C Ag oo
podémola restrinxir a unha afinidade bixectiva g|A;: A; — As.

Demostracion. As ecuaciéns da proxectividade venen dadas por [g] = [A][x], onde
y= Y1, - Yn+1); T = (z1,...,Zn41) € A = (a;;). Como g(A1 ) C Ay, iso quere
dicir que cando xp 41 = 0, entén y,+1 = 0. Polo tanto, Z?Zl an+1,%; = 0 para calquera
elecciéon de (z1, ..., xy,) de xeito que non todos sexan nulos. En particular, facendo que
un deles sexa 1 e o resto cero deducimos que a1, = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Como
o determinante da matriz é non nulo, a,+1,4+1 # 0 e podemos supor que ¢ igual a 1.
Se pomos b = (a1,n+1,---,annt1) € Testrinximos a xp = 1, obtemos a afinidade

0-619-6)

Exemplo. Dada a afinidade f: A2 — A2 definida por f(z,y) = (z + 1,y + 1), temos
que se estende a unha proxectividade f([(x,y, 2)]) = [(z + 2,y + 2, 2)] (é o proceso que
xeralmente se cofiece como homozeneizacion. De xeito similar, a partir de f podemos
pasar a unha afinidade tomando como recta do infinito z = 0, xa que é invariante pola
afinidade. En cambio, non é posible facer ese proceso se consideramos como recta do
infinito y = 0 xa que f([(z,0,2)]) = [(z + 2, z, 2)]; é dicir, non ¢ invariante por f.

O]
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2.3. Matrices de afinidades e proxectividades

Matrices

Sexa f: A — A’ unha afinidade. Se ¢ = p + u tense que f(¢) = f(p) + f(u). Fixamos

sistemas de referencia R1 = {uy,...,un;p} en A e Ry = {v1,...,0m;p'} en A’. Se
introducimos as coordenadas qr, = (z1,...,%n), f(P)r, = (b1,...,bn), obtemos
{1 T b1
flar, =+ | =4[ | +]| ]
Ym Tm bm

onde A = (a;j) é a matriz da aplicacién lineal f nas base B, e B,. En termos das
coordenadas ampliadas, escribimos

Y1 bl T
_ A

Ym bm, Tn

1 \0 ... 0] 1/ \1

Proposicién 2.3.1. Sexan A Iy A7 % A7 afinidades e R1, Ra, R3 referencias proxec-
tivas. Entén,

MR1,'R3(9 © f) = MRQ,R3(9) ’ MRl,Rz (f)

Ademais, se A i) A’ é unha afinidade bixectiva e R1, Ro referencias, entén

Mp,R, (f_l) = MRl,Rz(f)_l.

Demostracion. Tratase dun calculo analogo ao que se realiza para o comportamento das
matrices con respecto & composicion de aplicaciéns lineais para espazos vectoriais. [J

Proposicién 2.3.2. Sexa A a matriz de f: A — A nas referencias Ry, R} de A e A/,
respectivamente, e B nas referencias Ro, Rb. ~Sexa~S a matriz de cambio de Rs a R,

e R a matriz de cambio de R} a R). Entén, B = R'AS.

O caso mais importante sera aquel no que R = S, de xeito que se considera a mesma
referencia & entrada que 4 saida, do mesmo xeito que sucedia para espazos vectoriais.

Exemplo. Sexa f(z,y) = (3z — 2y,z +y — 1). Se pomos f(z,y) = (2/,y’) temos que

! 3 -2 0 z
y =11 1 -1 y
1 \o o | 1/ \1

SexaR' = {(1,1),(1,—1); (1,1)} outra referencia. Observamos que f(1,1) = (1,1). Para
calcular a imaxe dun vector, podemos proceder de diias maneiras. Unha é calcular a
imaxe dos puntos ¢; = p + v;, € usar que f(vz) = f(¢) — f(p). A outra é considerar
directamente f , a parte lineal de f, sen ter en conta a parte afin. Procedendo dese
xeito, temos que

f(1L1) = (1,2) = 3/2(1,1) + (=1/2)(1, —1),

mentres que

f(1,-1)=(5,0) =5/2(1,1) + 5/2(1, —1).
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Polo tanto, nesta referencia a matriz ampliada é

(F12 35 | o).
Voo [ 1)

Alternativamente, podemos interpretar este resultado en termos das matrices de cambio
de base:

s [ A (LA,
‘o 011 Wwoly Wwo it/ [1)

Pasamos agora ao caso das proxectividades. Sexa ¢: E — E’ un isomorfismo de espazos
vectoriaise f: P — P, f = [¢]. Sexa R = {p1, ..., Pn+1; U} unha referencia de P e B, =
{u1,...,up+1} unha base adaptado a R. Do mesmo xeito, sexa R = {q1,...,qn+1;V}
unha referencia de P’ e B, = {vy, ..., vp41} unha base adaptada. Sexa M, ,(y) a matriz
da aplicacién ¢ nesas bases.

Definicién 2.3.1. A matriz de f nas referencias R e R’ é [M,, ()], visto como ele-
mento no proxectivizado de M,,11(K).

E unha comprobacién rutineira ver que a matriz non depende das bases adaptadas nin
tampouco do representante de .

Proposicién 2.3.3. Sexan P I 5 pr proxectividades e Ri,Ro, R3 referencias
proxectivas. Enton,

Mgrrr(go f) = Mg gi(g) - Mrr/(f)-
Ademais, se P i> P’ é unha proxectividade e R1, Ra referencias, entén

MR2,R1 (f_l) = MR1,R2(f)_1.

Proposicién 2.3.4. Sexa A a matriz de f: P — P nas referencias Ry, R} de P e I/,
respectivamente, e B nas referencias Ro, RS. Entén, B = R™1AS.

Exemplo. Sexa f(x,y,z) = (3 — 2y,z +y — 2,2). Se pomos f(z,y,2) = («/,y/,2')
temos que

x 3 =2 0 x
yl=11 1 -1 Y
2z 0 O z

1
Sexa R’ = {[(1,1,0)],[(1,-1,1)],[(1,1,1)];[(3,1,2)]} outra referencia. Observamos que
F([(1,1,1)]) = [(1,1,1)]. Temos que
(

f [(17 1, 0)]) = [(1’ 270)] = [3/2(1’ 170) + (_1/2)(17 -1, 0)]7
mentres que

f([(17 -1, 0)]) = [(57070)] = [5/2(17 170) + 5/2(17 _170)]'
Polo tanto, nesta referencia a matriz é

3/2 5/2 0
~1/2 5/2 0
0o 0 1
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Alternativamente, podemos interpretar este resultado en termos das matrices de cambio
de base:

3/2 5/2 0 1 1 1 3 -2 0\ /1 1 1
~1/2 5/2 0] ={1 -1 1 1 1 —-1]f1 -1 1
0 0 1 0 0 1 0o 0o 1/\0 o0 1

O grupo afin

O obxectivo desta seccion é definir o chamado grupo afin, que é o conxunto de aplica-
ciéns afins bixectivas dun espazo afin. A matriz dunha aplicacién afin representamola
como

isto suxire que podemos pensar unha aplicacién afin como o produto de diias componen-
tes: unha parte correspondente & aplicacién lineal asociada; e unha parte correspondente
ao desprazamento da orixe de coordenadas. Isto suxire ver as aplicaciéns afins como o
produto de dias componentes:

De xeito trivial tense que T),(K) N L, (K) = {1}, onde 1 refirese ao elemento neutro; e
todo elemento g € G descomp6n como g = tl, onde t € T),(K) e h € L,(K).

Definicion 2.3.2. Sexan G e G2 dous grupos, de xeito que existe unha accién ¢: Go —
Aut(G1). O produto semidirecto G x,G2 definese como o conxunto G1 x G2 = {(g1, g2) |
g1 € G1, g2 € G2} coa operacién dada por

(91, 92)(9195) = (9145 (91): 9295)-

Exemplo. Sexa G1 = Z/37Z e Gy = Z/2Z. Neste caso, Aut(Z/3Z) consta de dous
elementos: a identidade e a aplicacién que intercambia as clases do 1 e do 2. Se deno-
tamos por ¢ este tltimo elemento, ao facer (Z/3Z) %, Z/2Z obtemos un grupo non
conmutativo que é isomorfo ao grupo simétrico Ss.

Exemplo. Se G = K" coa operacién dada pola suma, entén Aut(K) = GL,(K). Se
G = Z/nZ, temos que Aut(G) = (Z/nZ)*, onde (Z/nZ)* son os elementos relativa-
mente primos con n e a operacién ai estd definida polo produto.

Se K é un corpo e n > 1 é un enteiro, collemos G; = K" e G = GL,(K). Entén, o
grupo afin é K™ x GL,(K), coa accién

v: GL,(K) = Aut(K") ~ GL,(K) aw (b ab).

E dicir, temos que

(b, A) - (d,C) = (Ad + b, AC).

Definicién 2.3.3. O grupo afin Aff,,(K) definese como o produto semidirecto de K"
e GL,(K) coa accién ¢ definida anteriormente: Aff, (K) ~ K" x GL,,(K).
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No caso no que K = Z/pZ, a cardinalidade do grupo afin GL,,(K) é
n—1 .
p" [ @" —p));
i=0

¢ dicir, a primeira columna pode ser un vector non nulo calquera, a segunda calquera
dos p™ — p linealmente independentes co primeiro, e asi ata chegar 4 ultima, que non
pode ser ningunha das p”~! combinaciéns lineais dos n — 1 primeiros.

O grupo lineal proxectivo

De xeito andlogo, imos definir o grupo lineal prozectivo como o conxunto de proxecti-
vidades (bixectivas) dun espazo afin.

Definicién 2.3.4. O grupo lineal proxectivo PGL,,+1(K) é o cociente do grupo lineal
das matrices invertibles de tamafio n+1 polo seu centro; alternativamente, é o conxunto

de clases [M], onde [M] = {A\M | A € K}, coa multiplicacién dada por [M]-[N] = [M N].

Temos que a aplicacién dada por

A b A b n
(49 (2 9). acam v

define unha inxeccién do grupo afin no proxectivo; pero a xeometria da recta proxectiva
é moito mais rica.

Por exemplo, no caso no que n = 2, o cardinal de PGLo(K) é p(p — 1)(p + 1), polo
que o indice do grupo afin Aff(1) no proxectivo é p + 1; iso correspéndese co feito de
que o infinito pode ir a p + 1 valores diferentes e as afinidades son precisamente as
proxectividades que o deixan invariante.

Imos explorar con mais detalle precisamente o caso n = 1, pero no caso no que K = C,
no que o grupo lineal proxectivo pode identificarse coas chamadas transformaciéns de
Moébius.

Definicién 2.3.5. Definimos o plano complexo estendido como C = CU{oc}. No plano
complexo estendido C, unha transformacién de Mobius é unha funcién da forma

az+b

f(z) = erd

onde a,b,c,d € C cumpren que ad — bc # 0. Neste caso, se ¢ # 0, f(—d/c) = oo e
f(oo) =a/c; e se ¢ =0, entén f(o0) = oo.

Temos de xeito natural unha bixeccién entre C e P! (C) que envia un elemento z # oo
alz:1] eocoal[l:0]. A sta inversa vén dada por [z; : 22] — 21/292, onde se entende
que a/0 = oo se a # 0.

Algunhas propiedades inmediatas de comprobar das transformaciéns de Mobius son as
seguintes. Por abreviar, pomos

az+b a b
fA(Z)_cz+d > A_<c d)'

(a) fa(z) = z para todo z € C se, e soamente se, A = Ay, con A € C*,
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(b) fao fe = fap.
(c) fa' = fa-1.

(d) fa = fp se, e soamente se, B = AA, con A € C* (isto é, se coinciden como
elementos de PGL2(C)).

Hai catro pezas basicas no grupo das transformaciéns de Mdobius: as translacions, as
rotacions, as homotecias e as inversions. Mentres que as tres primeiras son tamén trans-
formaciéns afins (fixan o infinito), as dltimas non o son. As transformaciéns de Mobius
forman un grupo e o inverso de f estda dado por

dz—Db
—cz+a

i) =

Proposicién 2.3.5. Toda transformacién de Mobius pode obterse como composicién

de translaciéns z — z + b, homotecias z — az con a # 0 e a inversién z + 2z~ 1.

Demostracion. Dados complexos a,b,c,d con ad — bc # 0, se ¢ = 0 entén a,d # 0 e
tempos que a transformaciéon pode obterse mediante as transformaciéns

= a . a n é _az+b
z dZ dZ T= g
Alternativamente, se ¢ # 0, podemos facer
1 b—4d b
zHcz—=cz+d— H(b—gd) —> < g:az+ .
cz+d c /ez+d cz+d ¢ cz+d

O]

Proposicion 2.3.6. O grupo das transformaciéons de Mobius actia no plano complexo
estendido de xeito 3-transitivo, é dicir, fixadas as imaxes de tres puntos existe unha
Unica transformaciéon de Mobius que cumpra os requerimentos.

Demostracion. Comezamos considerando a situacién na que pomos f(z1) =0, f(z2) =

1 e f(z3) = oo. Iso quere dicir que az; +b = 0 e cz3 + d = 0, polo que impondo a
segunda condicién temos que

a(zy — z1) = c(z2 — 23).

Podemos pér a = 1, e nese caso temos

Z9 —Z1 RZ1R3 — 29Z%3
(avba C7d) = (17_Z17 )

zZ9 — Z3, Z9 — Z3
Podemos escribir entén

(22 —23)(2 — 21)
(22 - Zl)z -+ Z3(Zl — ZQ)'

leyz2a23 -

Se queremos que f(z;) = w; para ¢ = 1,2,3 entén simplemente consideramos a trans-
formacién definida por fu !, wfo,20.230 X& que f) 2, - envia (21, 22, 23) a (0,1,00) e a
inversa de fu, ws,ws €nvia (0,1,00) a (wy, w2, ws). O
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As transformaciéns de M6bius, como automoformismos da recta proxectiva, preservan
a razén dobre. Porén, hai que ser coidadosos: a tunica variedade lineal de dimension
1 en C é o propio plano complexo, polo que non ten sentido, a priori, dicir que as
transformaciéns de Mobius envien rectas no sentido real (vendo C como R?) a rectas.
Si se cumpre que toda transformacién de Md6bius transforma rectas ou circunferencias
en rectas ou circunferencias, e dado un par de rectas ou circunferencias existen infinitas
transformaciéns de Mobius que transforman unha na outra. Volveremos a este resultado
ao estudarmos as conicas. Ademais, a razén dobre permite dar unha caracterizacién
sinxela do feito de que catro puntos definan unha circunferencia.

Outra das ideas importantes é que o plano complexo estendido, e polo tanto P'(C),
estd en bixeccién coa esfera S?, vista como o subconxunto de R3 dado por {(z,y,2) €
R3 |22 + 42+ 22 =1}.

Proposiciéon 2.3.7. Existe unha bixeccién entre C e $? dada polas funciéns

2x 2y 1+:U2+y2>

. C— S\ {N} (z, H( , ,

w;SQ\{N}—HC (x,y,2) = (1?2’132>

e enviando o polo norte ao infinito e viceversa. En particular, hai unha bixeccién entre

PY(C) e S2.

Demostracion. Tratase dunha comprobacion rutineira ver que a composicién en ambos
sentidos é a identidade. O

Convén observar que un resultado similar é certo no caso real, no que existe unha
bixeccién entre P}(R) e S!, a circunferencia unidade vista como o subconxunto de R?
que cumpre {(z,y) € R? | 22 +y* = 1}.

2.4. Puntos fixos e variedades invariantes

Ao igual que sucede no caso das aplicacions lineais, o estudo das variedades invariantes
desempena un papel importante para entender a estrutura das aplicaciéns. Neste caso,
unha primeira nocién natural é a de punto firo. Unha das vantaxes dos puntos fixos é
que, cando se toman como orixe do sistema de referencia, permiten reducir a expresién
matricial da afinidade & dunha aplicacion lineal.

Definicion 2.4.1. Sexa f: A — A unha afinidade. Dicimos que ¢ € A é un punto fixo
de fse f(q) =q.

Proposicién 2.4.1. Sexa f: A — A unha afinidade da forma f(z) = Az + b (isto ¢,
onde A é a parte lineal e b o vector correspondente & imaxe da orixe).

(a) f ten puntos fixos se, e soamente se, rango(A — I) = rango(A — 1| b).

(b) Se o conxunto de puntos fixos non é baleiro, é unha variedade lineal afin de
subespazo director F' = ker(A — I); é dicir, o subespazo de vectores propios de
valor propio 1 de f.

(¢) f ten un unico punto fixo se, e soamente se, A non ten valor propio 1.
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Demostracion. (a) Tense que x é un punto fixo se, e soamente se, Az +b = x, é dicir,
(A —T)x = —b. O sistema é compatible se, e soamente se, o rango da matriz de
coeficientes coincide co da matriz ampliada.

(b) O conxunto de puntos fixos é o conxunto de soluciéns do anterior sistema lineal
non homoxéneo, é dicir, ten a forma xy + F', onde xg é un punto fixo e F =
ker(A —1I).

(¢) O sistema ten unha tnica solucién se, e soamente se, é compatible determinado.
Iso quere dicir que a matriz de coeficientes ten rango méaximo, é dicir, A — I é

invertible; isto é equivalente a dicir que 1 non é valor propio.
O

Exemplo. Volvemos ao exemplo anterior. A afinidade dada por

ten como tunico punto fixo o (1, 1), xa que a matriz A é

3 -2
=0 7)

que ten por polinomio caracteristico X2 —4X +5; claramente, o 1 non é raiz. Supofiamos

0 -3
A= (1 ) ) .
Os valores propios son 1 e 3, polo que non pode ter un inico punto fixo. Por exemplo,
se g(x,y) = (—3y + 4,z + 4y — 3), un punto fixo é o (1, 1) e a variedade de puntos fixos

é a dada por (1,1)+((3,—1)). En cambio, se g(z,y) = (—3y+5,x+4y — 3), a afinidade
non ten puntos fixos.

agora que

Definicion 2.4.2. Sexa V' C A unha variedade lineal afin. Dicimos que V é unha
variedade invariante por f (ou f-invariante) se f(V) C V.

Imos discutir agora dous casos importantes, o das rectas invariantes e os hiperplanos in-
variantes. Como a imaxe dunha variedade lineal é unha variedade lineal, que unha recta
sexa invariante quere dicir que hai dous puntos invariantes. Mais en xeral, a seguinte
proposicién da un criterio sinxelo para determinar cando unha recta é invariante.

Proposicién 2.4.2. Se f: A — A é unha afinidade e r: g+ (v) é unha recta, tense que
r é invariante por f se, e soamente se, v é un vector propio de f e ademais qf(q) e v
son linealmente dependentes. E dicir, r é invariante se, e soamente se,

rango(qf(q),v) = rango((A — D)z + b,v) = 1.

Demostracion. Se r é invariante, f(r) ten o mesmo vector director, polo que v ten que
ser un vector propio de f . Ademais, como ¢, f(q) € r, o vector qf(q) ten a mesma
direccién que v.

Reciprocamente, se f(v) = \v e qf(q) = pv, temos que

fla+t-v)=f(@)+t-f(v)=q+ v+t v =q+ (u+t\v.
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No caso dos hiperplanos, imos restrinxirnos & situacion na que f é bixectiva. Nun
sistema de referencia, podemos escribir a ecuacién do plano como » " ; a;x;+an+1 = 0.
Sexa A a matriz ampliada de f e a = (a1,...,an41), = (21,...,%n, 1) vectores
columnas.

Proposicién 2.4.3. Sexa f unha aplicacién afin bixectiva. Coas notaciéns anteriores,
H é invariante por f se, e soamente se, rango(a’, a'A) = rango(a, Ala) = 1. E dicir, se,
e soamente se, a é un vector propio da matriz transposta At

Demostracion. A condicién de que z sexa un punto do plano escribese como a‘z = 0.
Se o plano é invariante por f, temos que Az pertence ao plano se, e soamente se,
tamén pertence. A condicién de que Ax pertenza escribese como af Az = 0. Polo tanto,
temos que a' e a'A pédense interpretar como duas aplicaciéns lineais de xeito que os
seus nucleos coinciden; iso quere dicir que o subespazo que xeran é de dimensiéon 1. [

Este concepto resultard mais intuitivo ao estudarmos a dualidade proxectiva. Nese
contexto, teremos un novo espazo no que os puntos corresponderanse cos hiperplanos,
e a matriz da aplicacién correspondente sera a transposta.

Exemplo. Consideramos a afinidade dada por f(x,y) = (—y+ 3,z + 2y — 3). Para que
unha recta sexa invariante, o vector director ten que ser un vector propio. A matriz

0 -1
A =
ten como subespazo de vectores propios o xerado por (1,—1). Polo tanto, consideremos
unha recta arbitraria con ese vector director, da forma (xg,yo) + ((1, —1)). E suficiente

con impor que (xg,yo) pertenza & recta. Tense que f(xo,v0) = (—yo + 3, 20 + 2yo — 3),
polo que debe existir ¢ de xeito que

(—yo + 3,20 + 2y0 — 3) = (0, yo) + (¢, —1t).

Pondo t = —zg —yo + 3 temos que sempre se cumpre, polo que tédalas rectas que tenan
ese vector director son invariantes.

Exemplo. Consideramos de novo o exmeplo f(z,y) = (—y + 3,z + 2y — 3). Podemos
empregar o método anterior para atopar as rectas invariantes, xa que en dimensién
dous son tamén hiperplanos. Neste caso,

1 0
Al=|[-1 2 0
3 -3 1

O tnico valor propio real é o 1, con multiplicidade alxébrica 3. A multiplicidade
xeométrica é 2, co subespazo de vectores propios xerado por (1,—1,0) e (0,0, 1). Polo
tanto, calquera recta da forma

axr —ay+c=0

é invariante por f.

Pasamos agora a analizar o caso proxectivo. Nesta situacion, podemos reducirnos ao
caso de espazos vectorais, xa que hai unha correspondencia bixectiva entre variedades
lineais proxectivas e subespazos vectorais.
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Sexa (P, E, 7) un espazo proxectivo de dimensién n. Sexa f unha homografia de P, con
f = [¢]. Sexan p € P e L unha variedade de P. Se p = [z] e L = [F], p é un punto
fixo se, e soamente se, x é un vector propio de f; L é f-invariante se, e soamente se
o(F) = F; e L é de puntos fixos por f se, e soamente se, existe A € K non nulo de
xeito que p(z) = Az para todo x € F.

Proposicién 2.4.4. Sexa f = [p] unha proxectividade. Hai unha bixeccién entre va-
riedades lineais proxectivas invariantes por f e subespazos vectoriais invariantes por
©.

Demostracion. Xa establecemos que hai unha bixeccion entre subespazos vectoriais de
FE e variedades lineais proxectivas de P. Esta bixeccién preserva os subespazos inva-
riantes, é dicir, se L = [F], entén f(L) = [p(F)], polo que f(L) C L se, e soamente se,
@(F) C F. O

Imos agora estudar a interaccién entre variedades afins invariantes e variedades proxec-
tivas invariantes. Sexa f: A — A unha afinidade e sexa P a completacién proxectiva
de A. Consideramos a proxectividade inducida por f, que denotamos f: P — P. Xa
establecemos que hai unha bixeccién entre as afinidades de A e as proxectividades de
P que deixan fixo o hiperplano do infinito.

Esta relacién entre afinidades e proxectividades pode ser empregada para estudar as
variedades invariantes das afinidades a partir das proxectividades, onde dispomos dun
procedemento maéis sistemdtico baseado na teoria de subespazos invariantes. En par-
ticular, se consideramos a proxectividade asociada & aplicacion afin, temos que as va-
riedades invariantes pola afinidade son as invariantes pola proxectividade que fixan o
hiperplano do infinito.

Exemplo. Imos considerar a proxectividade f([x :y: 2]) = (—y + 32,2 + 2y — 32, 2),
obtida a partir da afinidade traballada anteriormente. A matriz correspondente é

0 -1 3
1 2 -3],
0 0 1
cuxa forma de Jordan é
1 10
J=10 1 0
0 0 1

Sexa {v1, va, v3} unha base de Jordan, con v; = (—1,1,0),v2 = (1,0,0) e v3 = (=3,0,1).
Entoén, os subespazos invariantes de dimensién 1 son todos os da forma (av; + Bvs) =
((—a — 3B, a, B), o que se corresponde co feito de que a recta x + y = 3 é unha recta
de puntos fixos. Para os subespazos de dimensién 2, temos que son os da forma (vy, v),
onde v é un vector calquera linealmente independente con v;. Isto dinos que calquera
recta afin que tena por vector director (—1, 1) é invariante.

2.5. Algunhas familias de afinidades

O obxectivo das seguintes seccions ¢é introducirse na clasificacién de afinidades e pro-
xectividades. Nesta seccion, imos definir catro familias de afinidades que se poden
considerar en dimensién arbitraria: as translaciéns, as homotecias, as proxecciéns e as
simetrias. Para cada unha delas, imos discutir as suas propiedades madis importantes e
as suas variedades invariantes. En secciéns posteriores, restrinxirémonos aos casos de
dimensiéns baixas para realizar un estudo mais exhaustivo.
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Translaciéns

Definicion 2.5.1. Sexa v € E un vector. A translacion de A de vector de translacién
v é a afinidade definida por

To: A — A, qg—q+w.
Proposicién 2.5.1. As translaciéns cumpren as seguintes propiedades:
(a) f: A — A é unha translacién se, e soamente se, f = Id.

(b) As translaciéns non tefien puntos fixos, salvo no caso no que v = 0, no que a
aplicacién afin é a identidade.

(¢) As rectas de vector director v son invariantes por 7,. En xeral, unha variedade
lineal V = g + F' é invariante por 7, se, e soamente se, v € F.

(d) A composicién de translaciéns é unha translacién e ciimpre que

Ty ©Ty = Ty © Ty = Tu+w-

Demostracion. (a) Fixamos un punto orixe p. Se f é unha translacién, entén

flu)=flp+u)—flp)=p+u+tv—(p+v)=u,

polo que a aplicacion lineal asociada é a identidade. O reciproco é tamén certo,
xa que se f =1d e ¢ = p+ u, entén

f@) = f(p) + f(w) = f(p) +u=(f(p) —p) +q;
isto quere dicir que f é unha translacién de vector pf(p).

(b) Un punto ¢ é fixo se, e soamente se, ¢ + v = ¢, é dicir, sé poden existir puntos
fixos cando v = 0. Nese caso, a translacién é a identidade.

(¢) Sexa r: p+ (w) unha recta. Entén, 7,(r): 7(p) + (w), xa que a aplicacién lineal
asociada é a identidade. Polo tanto, é invariante se, e soamente se, pf(p) = w ten
a direccion de v.

Miis en xeral, se V' = ¢+ F' é unha variedade lineal, temos que 7,(V) = (¢+v)+F,
polo tanto tense que 7,(V) C V se, e soamente se, (¢+v) —qg=v € F.

(d) E inmediato que (7, 0 7)(q) = Tu(q +v) = q + (u + ).
O

En particular, as translaciéns forman un subgrupo do grupo afin. Tratase dun grupo
abeliano que podemos entender como o conxunto das matrices

To(K) = { % |beK”},

con Aff,(K)/Ty(K) ~ GLy,(K).



2.5. ALGUNHAS FAMILIAS DE AFINIDADES 97

Homotecias

Definicion 2.5.2. Sexap € Ae a € K, con a # 1. A homotecia de centro p e razon o
é a afinidade definida por

hpao: A — A, qg—p+alqg—Dp).

O caso a = 1 excliese da definicién; nese caso, hp o corresponderiase coa identidade.

Proposicion 2.5.2. As homotecias cumpren as seguintes propiedades:

(a)
(b)

()

(d)

f é unha homotecia se, e soamente se, f = a-1Id, con o # 1.

Toda homotecia ten un dnico punto fixo, o seu centro. Nun sistema de referencia
R, as coordenadas do centro dunha homotecia cumpren que x = —ﬁb, donde
b= f(p) e péaorixe de R.

Unha variedade lineal V' é invariante por unha homotecia se, e soamente se, contén
o centro da homotecia.

A composicién de homotecias hg,q € hy g é unha homotecia de razén aff se aff # 1.
b b
En caso contrario é unha translacion.

Demostracion. (a) Fixamos o punto p como a orixe do sistema de referencia. Se f é

()

unha homotecia, entén

flw)=fp+u) = f(p) =p+au—p=au,

polo que a aplicacién lineal asociada é f = a - Id. O reciproco é tamén certo: se
f=a-Id entén f ten un dnico punto fixo p, xa que o 1 non é valor propio de f.
Pondo ¢ = p + u, temos

fl@) = f(p) + f(u) = f(p) + au=p+alg—p),
polo que f é unha homotecia de centro p e razén a.

A condicién de que ¢ sexa un punto fixo é que ¢ = p+ a(q — p), que é equivalente
a (o« —1)pg = 0. Como « # 1, iso pasa se, e soamente se, p = ¢q. Para atopar
as coordenadas do punto, pomos Ax + b = x, de onde se ten que (A — I)x = —b.

Dado que A é a matriz o, de aqui deducimos que z; = a_bll para todo i.

Se contén o centro, a variedade é invariante porque calquera recta que pasa polo
centro o é (a aplicacién lineal corresponde 4 multiplicacién por «). En xeral, se
V =g+ F, temos que hy (V) = hea(q) + F, onde empregamos que a aplicacién
lineal inducida é un multiplo da identidade. Polo tanto, a condicién necesaria e
suficiente é que (p + a(q — p)) — q € F, é dicir, que ¢ — p € F'. Isto é equivalente
ap€q+ F=1V,édicir, que contenia o centro da homotecia.

Temos que
(ha,a o hb,ﬁ)(Q) = ha,a(b + B(q — b))
=a+alb+pB(g—0>b) —a)
=a+alb—a)+ af(q—0>).
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Se af # 1, entén é unha homotecia de centro de razén af; se af = 1, entén é
unha translacién de vector (1 — «) - (a — b). No caso aff # 1, o centro é o unico
punto p que cumpre

p+aBlg—p)=a+al—a)+ab(g—0>)

para calquera elecciéon de g. E unha comprobacién inmediata ver que p esta ben
definido e é tnico.
O

O conxunto formado polas translaciéns e as homotecias é un subgrupo do grupo afin
(que contén, & sta vez, ao subgrupo das translaciéns). Son as matrices da forma

Hn(K)—{%meK,ﬂeK"}.

En particular, obsérvase como a composicién de dias homotecias de razéns « e £, con
af =1, é unha translacion:

(a | b\ fa™" | b\ _ (L, | aby+bi)

o [ Vo [ 1)Ko [ 1 )
O cociente é precisamente Aff, (K)/H,(K) ~ PGL,(K), o proxectivizado do grupo
lineal.

Proxeccions
Definicién 2.5.3. Unha afinidade f: A — A é unha prozeccién se f? = f.

A condicién de f? = f quere dicir que o polinomio minimo da parte lineal é un divisor
de X2 — X. Polo tanto, supondo que o espazo ten dimensién polo menos 1, hai tres
opciéns.

(i) Se Min(f; X) = X, entén f =0 e f é a proxeccién a un punto.

(ii) Se Min(f; X) = X — 1, tense ent6n que f=1d e f é unha translacién que ten un
unico punto fixo, é dicir, f = Id.

(iii) Se Min(f; X) = X (X — 1). Hai logo unha descomposicién da forma E = F & G,
onde F' é o subespazo de vectores propios de valor propio 1 e G o de vectores
propios de valor propio 0. Polo tanto, pédese escribir

fp)=q+ flap) = q+ f(u) + f(v) = g +u,

onde escribrimos qp = u + v € F' ® G. Neste caso dicimos que f é a proxeccién
sobre V = ¢ + F na direccién G. Observamos tamén que V é a variedade de
puntos fixos.

Proposiciéon 2.5.3. Toda proxeccién ten puntos fixos. Ctimprese que ¢ é punto fixo
de f se, e soamente se, g estd na imaxe de f. En particular, se ¢ ¢ un punto fixo, a
variedade lineal de puntos fixos é a variedade lineal V = ¢ + f(E).

Demostracién. Suponamos que ¢ é un punto fixo. Entén, ¢ = f(q) € im(f); reciproca-
mente, se un punto ¢ pertence 4 imaxe de f, é dicir, ¢ = f(p), aplicando f a cada lado

tense que f(q) = f*(p) = f(p), polo que ¢ = f(q). 0
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No relativo s variedades lineais invariantes, temos que dous exemplos son a variedade
de puntos fixos (ou unha subvariedade stia) ou calquera variedade que sexa paralela &
direccién da proxeccion. Porén, estas poden non ser as unicas. Mais concretamente, sexa
V = ¢+ F unha variedade lineal invariante. Entén, f(V) = f(q) + f(F). En particular,
V' é invariante se, e soamente se, f(q) € V e f (F') C F. Polo tanto, calquera variedade
invariante ten que ter puntos fixos: se ¢ = f(q), estd claro; senén, como f(q) € V,
temos tamén que f(¢) = f2(¢). Sexa entén ¢ un punto fixo. Como a restricién de f a F
diagonaliza, podemos considerar unha base de vectores propios e pér unha referencia
proxectiva da forma {vi,...,vs;q}. Suporemos que vy, ..., v, tefien valor propio 0 e
Upt1, - - ., Us tefien valor propio 1; entén, r # s. Polo tanto f(V) = ¢+ (vp41,...,0s). B
dicir, unha variedade é invariante se, e soamente se, contén un punto fixo e o subespazo
director é un subespazo invariante.

Exemplo. Sexa f a proxeccién con respecto ao plano 2+ 3y = 0 na direccién (1, —1, 2).
Consideremos unha referencia R = {v1, v2, v3; O} na cal {v1,v2} é unha base do subes-
pazo director do plano e vz se corresponde coa direccién de proxeccién. Podemos coller
vy = (0,0,1), v2 = (=3,1,0) e v3 = (1,1,1). Se fixamos como O un punto calquera
do plano (que ¢ invariante), por exemplo O = (0,0,0), temos que a matriz de f na
referencia R é

S O =

0
0
0

\0 1)

E dicir, os vectores directores do plano son vectores propios de valor propio 1 e os
vectores correspondentes a direccién de proxeccion tenien valor propio 0.

Ol = O
oI O O

Exemplo. Consideremos a proxeccién de A} dada por f(x,y,2,t) = (x,y,0,0). Nese
caso, a variedade de puntos fixos é o plano dado por z=0e t = 0.

Para que un subespazo V = ¢ + F' sexa invariante por f, se ¢ = (a,b,c,d), ténense
que cumprir dias condiciéns: que F' sexa un subespazo vectorial invariante por f e que
(0,0, ¢,d) pertenza ao subespazo. Temos ent6n dias opciéns:

(i) Se ¢ =d = 0, F pode ser calquera subespazo invariante. E dicir, se a variedade
contén un punto fixo, entén o subespazo director pode ser calquera subespazo
invariante.

(ii) Se (e,d) # (0,0), entén o vector (0,0,c,d) ten que pertencer ao subespazo F.
Por exemplo, podemos coller a recta (1,1,1,0)+¢-(0,0,1,0). En calquera caso, a
variedade pddese escribir como (1,1,0,0)+t- (0,0, 1,0), polo que de novo estamos
na situacién anterior (un punto fixo e un subespazo vectorial invariante).

Simetrias

Definicién 2.5.4. Unha afinidade f: A — A é unha simetria se f2 = Id.

A condicién de f? = Id quere dicir que o polinomio minimo da parte lineal é un divisor
de X2 — 1. Polo tanto, supondo que o espazo ten dimensién polo menos 1, hai tres
opcions.

(i) Se Min(f; X)=X—1, entén f=1Ide f é unha translacién; como f2 = Id, entén,
se a caracteristica é diferente de 2, f = Id.
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(ii) Se Min(f;X) — X + 1, tense entén f = —Id e como f non ten valor propio 1,
sucede que f ten un unico punto fixo g. Se o collemos como centro da referencia,
temos que f(p) = ¢+ f(qp) = ¢ — qp, ¢ dicir, f envia os puntos de A aos seus
simétricos respecto do unico punto fixo ¢. Diremos que f é unha simetria central
de centro q.

(iif) Se Min(f; X) = X2 — 1, hai unha descomposicién da forma E = F & G, onde F
é o subespazo de vectores propios de valor propio 1 e G o de vectores propios de
valor propio —1. Polo tanto, pédese escribir

fp)=q+ flap) =q+ f(u) + f(v) =q+u—v,

onde escribrimos qp = u + v € F @ G. Neste caso dicimos que f é a simetria

respecto a V = q + F na direccion G. En particular, V' é a variedade de puntos
fixos de f.

Exemplo. En A%, consideramos a afinidade f(z,y) = (—z+1, —y). Podemos entender
f como unha simetria central con respecto ao punto (0,0) seguida dunha translacién
de vector (1,0). Alternativamente, f é unha simetria central con respecto ao punto
(1/2,0). Para ver isto ultimo, simplemente observamos que

1 1
(1/27 0) = 5(@, b) + §f(a'7 b)7
para calquera punto (a,b) € AZ.

Proposicién 2.5.4. Se a caracteristica de K é diferente de 2, toda simetria ten puntos
fixos. Se f é unha simetria central, entén ten un tinico punto fixo, que é o punto medio
do segmento que une p e f(p), para calquera p € A.

p+f(p) 4«
2

Demostracion. Para un punto p calquera tense que é un punto fixo xa que

o)+ ) _ f)+p

2 2

Como a parte lineal dunha simetria central non ten o valor propio 1, ten un tinico punto
fixo g. Polo visto antes, cimprese que f(p) = 2¢ — p para todo p. O

No relativo as variedades lineais invariantes, temos que dous exemplos son a variedade
de puntos fixos (ou unha subvariedade siia) ou calquera variedade que sexa paralela &
direccién da simetria. Porén, podense dar maéis casos. Por exemplo, se V =q¢+ F e q é
un punto fixo, entén F pode ser calquera subespazo vectorial invariante por f . Se non
ten puntos fixos, a condicién é que gqf(q) estea contido en F' e que F' sexa un subespazo
invariante.

Exemplo. Sexa f a simetria con respecto ao plano z + 3y = 0 na direccién (1, —1,2).
Consideremos unha referencia R = {vy,v2,v3; O} na cal {vy,v2} é unha base do subes-
pazo director do plano e v3 se corresponde coa direcciéon de proxeccién. Podemos coller
v = (0,0,1), v = (=3,1,0) e v3 = (1,1,1). Se fixamos como O un punto calquera
do plano (que é invariante), por exemplo O = (0,0,0), temos que a matriz de f na
referencia R é

10 0 |oO
01 0 |0
00 —1 |0
\o 0 0o | 1/
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E dicir, os vectores directores do plano son vectores propios de valor propio 1 e os
vectores correspondentes & direccién de proxeccién tenen valor propio -1.

Exemplo. Consideremos a proxeccién de Ag dada por f(z,y,2,t) = (x,y,—2,—t).
Nese caso, a variedade de puntos fixos é o plano dado por z=0e t = 0.

Para que un subespazo V = ¢ + F sexa invariante por f, se ¢ = (a,b,c,d), ténense
que cumprir ddas condiciéns: que F' sexa un subespazo vectorial invariante por f e que
(0,0, ¢, d) pertenza ao subespazo. Temos entén dias opciéns:

(i) Se ¢ =d = 0, F pode ser calquera subespazo invariante. E dicir, se a variedade
contén un punto fixo, entén o subespazo director pode ser calquera subespazo
invariante.

(ii) Se (¢,d) # (0,0), entén o vector (0,0,c¢,d) ten que pertencer ao subespazo F.
Por exemplo, podemos coller a recta (1,1,1,0)+¢-(0,0,1,0). En calquera caso, a
variedade pddese escribir como (1,1,0,0)+t- (0,0, 1,0), polo que de novo estamos
na situacién anterior (un punto fixo e un subespazo vectorial invariante).

2.6. Clasificacion de afinidades en dimension 1 e 2

Definicion 2.6.1. Sexan f,g: A — A duas afinidades. Diremos que f e g son afinidades
equivalentes, e escribimos f ~ g, se existen sistemas de referencia cartesianos R ¢ R’
de xeito que Mg (f) = Mr/(g).

Proposicion 2.6.1. Se f ~ g e V e W son as variedades de puntos fixos de f e g,
respectivamente, entén dimV = dim W.

En particular, duas translaciéns calquera son sempre equivalentes, e unha translacién
nunca é equivalente a unha homotecia.

Se S é a matriz de cambio de referencia de R a R’ e pomos A e B para as matrices de f e
g nas referencias R e R/, respectivamente, entén f e g son equivalentes se B=G5"14S,
¢é dicir

(B | e\ _ (S| s\ (A bY[(S|s\_(S'AS | SN (A-Ds+D)\
Vo [0 1) o] 1J\o 1/ 0o | ! )

De cara 4 clasificaciéns das afinidades, buscaremos unha referencia na que a matriz A
admita unha expresion sinxela, que chamaremos a forma reducida de A.

Imonos centrar nos casos de dimensién 1 e 2, ainda que moitas das ideas que introdu-
cimos son validas nun contexto mais xeral.

Clasificacion na recta afin

Proposicion 2.6.2. Sexa A un espazo afin de dimensién 1. Se f: A — A é unha
afinidade, entén f é unha translacién ou unha homotecia (incluindo o caso a = 0, que
corresponde & proxecciéon de A nun punto).

Demostracion. Se a afinidade ten dous puntos fixos, entéon automaticamente é a identi-
dade. Se ten un, collémolo como orixe da referencia e a aplicacién lineal asociada é un
multiplo da identidade, polo que é unha homotecia. Se non ten puntos fixos, cimprese
que a parte lineal é a identidade (porque ten que ter o valor propio 1) e entén é unha
translacién. O
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E dicir, este resultado afirma que calquera afinidade da recta afin se pode escribir
como f(x) = ax + b, onde a,b € K. Convén observar que o que estamos a estudar
¢é lixeiramente mais xeral que o conxunto de elementos do grupo afin, xa que tamén
estamos permitindo aplicaciéns non bixectivas. Ese caso dase se, e soamente se, a = 0,
en cuxo caso a aplicacién é a proxeccién a un punto.

Exemplo. Sexa f: Al — A} dada por f(z) = 32+ 2. O tnico punto fixo de f obtense
facendo 3x+2 = z, isto é, z = —1. Esta observacién permite escribir f(z) = 3(x+1)—1;
é dicir, collendo a referencia {v1; O}, onde v; =1 e O = —1, temos que a ecuacién de
f é f(z) = 3z. Isto quere dicir que f é unha homotecia de centro —1 e razén 3.

Clasificacion no plano afin

Para clasificar as afinidades en dimensién 2, basearémonos en dous aspectos funda-
mentais: (i) a descomposicién ou non do polinomio caracteristico; (ii) a dimensién da
variedade V' de puntos fixos de V. En particular, se f ten puntos fixos, podemos coller
unha referencia que tefia por orixe un destes puntos fixos.

Imos comezar co caso no que Char(A; X) non descompén en factores lineais.

Proposicién 2.6.3. Sexa f unha afinidade e A a matriz de f. Tense que Char(A; X)
non descompédn en factores lineais se, e soamente se, se cumpren simultaneamente as
seguintes dias condiciéns.

(a) f ten un tnico punto fixo.
(b) Para todo u € E non cero, os vectores u e f(u) son linealmente independentes.
Neste caso non hai rectas invariantes.

Demostracion. Como A non ten o valor propio 1 xa que non ten raices reais, tense
que f ten exactamente un tnico punto fixo. Por outro lado, se f (u) fose linealmente
dependente con u, iso quereria dicir que f(u) = )\u, para algin A € R, polo que A teria
valores propios reais. Por ultimo, ao non haber vectores propios, non é posible que haxa
rectas invariantes. 0

Imos considerar agora que Char(A4;X) = (X — «a)(X — /), con « e 8 no corpo K. A
dimensién da variedade de puntos fixos V' pode ser 2, 1, 0 ou ser o conxunto baleiro.
Imos analizar cada caso por separado. En total, teremos nove situaciéns diferentes.

(a) Se dimV = 2, entén f = Id. E dicir, se tédolos puntos do plano son fixos, a
aplicacién ten que ser a identidade.

(b) Se dimV = 1, ent6n dise que f é unha homolozia. Hai unha recta de puntos
fixos e, en particular, 1 é un valor propio. Cémpre distinguir o caso no que f
diagonaliza e no que non.

(i) Se A diagonaliza diremos que é unha homolozia zeral. O outro valor propio
non pode ser 1, xa que nese caso teriamos que f = Id, o que quereria dicir
que f é unha translacién. A forma reducida é entén

o= )



2.6. CLASIFICACION DE AFINIDADES EN DIMENSION 1 E 2 103

(i)

nunha referencia da forma R = {p;u;,us}, onde p é un punto fixo, u; é un
vector propio de valor propio 1 e us un vector propio de valor propio «. Hai
unha recta de puntos fixos, V = p + ¢ - u1, mentres que tédalas rectas con
direccién u9 son invariantes. Dise que V' é o eize da homoloxia e que us é a
direccion. O valor propio a adoita chamarse razdn ou factor de escala.

Se o = 0, temos unha proxeccién sobre V' na direccién us. Se & = —1 é unha
simetria axial de eixe V na direccion us.

Se A non diagonaliza dicimos que é unha homolozia especial. A forma redu-

cida é
o= )

nunha referencia R = {p;u1,us}, onde p é un punto fixo e {uy,us} é unha
base de Jordan. Temos que V' = p+t-u; é unha recta de puntos fixos e todalas
rectas paralelas a V' son invariantes. Dise que V' é o eize da homoloxia e u; a
direccion; en particular, us fai un papel auxiliar, como amosa o feito de que
para construir a base de Jordan se pode escoller calquera vector linealmente
independente co vector propio.

Exemplo. Consideremos a familia de afinidades dada por f(z,y) = (z +
y,by), onde b € K. Para b # 1, a aplicacién lineal asociada f ten dous
valores propios distintos, 1 e b. O subespazo de vectores propios asociado a
16 ((1,0)) e o asociado a b é ((1,b—1)). Pondo u; = (1,0) e ug = (1,b—1).
Nese caso, é unha homoloxia xeral, na que a recta r: (0,0) +¢ - (1,0) é de
puntos fixos e tédalas rectas na direccién (1,b — 1) son invariantes. No caso
limite b = 1, o que sucede é que os dous subespazos propios son o mesmo,
pero o resultado segue a ser o mesmo: a recta de puntos fixos é a mesma e
o que sucede é que a familia de rectas paralelas invariante agora é paralela
4 recta de puntos fixos.

Exemplo. Consideramos as afinidades f e g que tenen por matrices am-
pliadas

No primeiro caso, temos que Char(f; X) = (X —1)(X —2), e como a orixe
é un punto fixo, sabemos automaticamente que se trata dunha homoloxia
xeral. O vector propio asociado ao valor propio 1 é o (1,1), polo que a
recta z —y = 0 é o eixe da homoloxia. Por outro lado, (0,1) é a direccién da
homoloxia e a razén é a = 2. No seguinte debuxo, representamos en vermello
o eixe, e en verde as rectas invariantes; a restricién de f a estas rectas é unha
homotecia de razén 2; por exemplo, a imaxe de p = (2,3) é f(p) = (2,4); e
a imaxe de ¢ = (—1,-3) é f(q) = (—1,-5).
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flp) /

y=x

/
/

/ fla)

No segundo caso, Char(g; X) = (X —1)2, e como § non é a identidade e g ten
a orixe como punto fixo, tratase dunha homoloxia especial. Nese caso, o eixe
é a recta x —y = 0, e calquera recta paralela a ela é invariante. No seguinte
debuxo, representamos en vermello o eixe, e en verde as rectas invariantes;
a restricién de f a estas rectas é unha translacién; por exemplo, a imaxe de

p=1(0,-1)é f(p) = (—2,-3); e aimaxe de ¢ = (1,2) é f(q) = (3,4).

y=x

VW 7
7

(c) Cando dimV = 0, hai un tnico punto fixo p que collemos como orixe. Hai que

distinguir tres casos segundo diagonalice con o« = 3, con o # [ ou que non
diagonalice.

(i) Se A diagonaliza e @ = (3, f é unha homotecia de razén o e centro p. A
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forma reducida é entén

=3 2)()

nunha referencia da forma R = {p; u1, uz}, onde p é o punto fixo, e uj e ug son
dous vectores arbitrarios linealmente independentes. As rectas invariantes
son todas as que pasan polo centro da homotecia.

(ii) Se A diagonaliza e o # 3, f é unha composicién de homoloxias xerais. A

forma reducida é entén
a 0 T
T,y) =
ran=(5 5) ()

nunha referencia da forma R = {p;u1,us}, onde p é o punto fixo, e uj e ug
son vectores propios de valor propio « e 3, respectivamente. Hai dias rectas
invariantes, que son as de eixes p+t-uj; e p+t-ug. O feito de que sexa
composicién de homoloxias xerais represéntase mediante a igualdade

(605G )6 %),

(iii) Se A non diagonaliza, dise que é unha homotecia especial. A forma reducida

é enton .
« T
=G5 ()

nunha referencia da forma R = {p; u1, u2}, onde p é un punto fixo, e {u,us}
é unha base de Jordan, sendo u; un vector propio de valor propio «. Hai
unha recta invariante, a p 4+t - u.

Imos & situacién na que non hai puntos fixos. Neste caso imos comezar coa seguinte
observacién.

Proposicion 2.6.4. Sexa f: A — A unha afinidade que non ten puntos fixos.
Entén, hai un vector v € E e unha afinidade g: A — A que ten puntos fixos, de
xeito que f =7, 0g.

Demostracion. A condicién do enunciado é equivalente a 7_, 0 f = ¢g. Fixando un
punto p, temos que se definimos v = pf(p) entén

Ty o f(p) = 7-(f(p)) = f(p) —v=f(p) = (f(p) —p) = p,

polo que p é un punto fixo. E suficiente entén con definir g=T_y0f. O

Como non hai puntos fixos, temos que 1 é valor propio. Podemos distinguir de
novo tres casos segundo f diagonalice ou non.

(i) A diagonaliza e « = 1. Neste caso, f é unha translacién de vector v =
f(p) — p, onde p é un punto calquera. A forma reducida é entén

fla,y) = (é (1)> @ - <3>

nunha referencia da forma R = {p;u1,u2}, onde p é un punto arbitrario, e
u; = f(p) — p e ug é un vector linealmente independente con u;. As rectas
invariantes son todas as de vector director uj.
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A diagonaliza e o outro valor propio é e # 1. Neste caso, f é unha homoloxia
xeral seguida dunha translacién. Sexan v; e vy vectores propios de valor
propio 1 e . Unha comprobacién rutineira amosa que hai unha tnica recta
invariante, que ten vector director vi. En efecto, se collemos como orixe un
punto p arbitrario, na referencia {u1,ug;p} a matriz é

1
0
0

o0 O
<

Collendo como orixe o punto ¢ = p + mwv; + nve, tense que

(@) =q+ (a,b+ (o —1)n);

se collemos n = —b/(a — 1), temos que a segunda coordenada do vector é 0.

Sexa agora p un punto calquera da recta invariante. A forma reducida, na
referencia R = {u1, ua; p}, é

s =5 2) () 0)

A tnica recta invariante, p 4+t - u1, chdmase eize da homolozia.

A non diagonaliza. Neste caso, f é unha homoloxia especial seguida dunha
translaciéon. Se collemos como orixe un punto p arbitrario e {uj,u2} unha
base de Jordan, na referencia {u1,u2;p} a matriz é

1
0
0

oL O
o

Collendo como orixe o punto g = p + mwvi + nvq, tense que

fl@) =q+ (a+n,b);

se collemos n = —a, temos que a primeira coordenada do vector é 0 (en
cambio, non podemos garantir que a primeira se poida escoller para que
sexa 0, como no caso anterior).

A forma reducida é entén

() )

Non hai rectas invariantes.

Exemplo. Sexa f(z,y) = (x + y,y + 1). Neste caso, a aplicacién lineal
asociada non diagonaliza xa que o 1 é un valor propio de multiplicidade
alxébrica 2 e multiplicidade xeométrica 1. Podemos escribir f = 7o g, onde
g(z,y) = (x + y,y) é unha homoloxia especial e 7(z,y) = (z,y + 1).
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2.7. Clasificacion de proxectividades en dimensién 1 e 2

Sexa (P, E,m) un espazo proxectivo de dimensién n. Imos realizar agora un estudo
analogo ao que levamos a cabo no caso das afinidades; na seguinte seccién afondaremos
na descricién xeral das homoloxias, neste caso proxectivas, en espazos de dimensién
arbitraria.

Definicién 2.7.1. Sexan f, g: P — P dias homografias, con f = [¢] e g = [¢]. Dicimos
que f ~ g se existe unha homografia h: P — P de xeito que g = h~! fh. Pondo h = [¢],
isto é equivalente a dicir que ¥ = A¢71p€, con A # 0.

Polo tanto, duas proxectividades son equivalentes cando as suas formas de Jordan
coinciden salvo multiplicacién por escalar non nulo (¢é dicir, son iguais no proxectivizado
do grupo lineal).

Convén ter en conta a idea de que as afinidades son aquelas proxectividades que fixan
o hiperplano do infinito. E dicir, dada unha proxectividade e un hiperplano do infinito,
esta induce unha afinidade se, e soamente se, o hiperplano é unha variedade invariante.
Sexa f: P — P, con f = [¢], onde a dimensién de P é 1. Segundo a matriz de Jordan
J de ¢ temos 4 posibilidades diferentes.

(a) Se J = diag(a,a), con a # 0, entén a matriz de f na referencia asociada 4 base
de Jordan é a identidade. Neste caso, tédolos puntos son fixos.

(b) Se J = diag(a,b), con a # b, entén a matriz de f na referencia asociada & base de
Jordan é [diag(1, )], con av # 1. Neste caso, f ten exactamente dous puntos fixos
diferentes. Se collemos un deles como punto do infinito, entén f provén dunha
homotecia afin de centro o outro punto fixo e razén c.

1
(c) Se J = (8 1), entén f ten un unico punto fixo. Se o collemos como punto do

infinito, temos que f provén dunha translacién afin.

(d) Se o polinomio caracteristico non ten raices, entén f non ten ningin punto fixo e
f non provén de ningunha afinidade.

Convén observar que no caso das proxectividades da recta é posible ter exactamente
dous puntos fixos, algo que non pasaba no caso afin. Por exemplo, se consideramos

f(z:y]) =22 : 9],

temos que os puntos fixos son o [1:0] e o [0: 1], isto é, 0 0 e o infinito.
Sexa agora f: P — P, con f = [¢] e P de dimensién 2. Por simplicidade, imos restrin-
xirnos aos casos real e complexo. Temos sete posibilidades diferentes.

(a) Se J = diag(a,a,a), entén a matriz de f na referencia asociada & base de Jordan
e a identidade e todolos puntos son fixos.

(b) Se J = diag(a,b,b), con a # b, entén a matriz de f na referencia asociada 4 base
de Jordan é [diag(1, o, )], con a # 1. Neste caso, f ten unha recta de puntos
fixos, L = ps V p3, e un punto fixo p; ¢ L. O feixe de rectas pasando por p; é un
feixe de rectas invariantes por f. Neste caso, f é unha homoloxia zeral de eixe L
e centro pg.
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Se J = diag(a,b,c), con a,b,c distintos, entén f ten tres puntos fixos, pi, p2
e p3, e tres rectas invariantes por f, p1 V p2, p2 V p3 e p3 V p1. Collendo unha
destas rectas como hiperplano do infinito, podemos entender a proxectividade
como unha composicién de homoloxias xerais no plano afin, que ten dias rectas
invariantes.

0
Se J = 0] entén f ten unha recta de puntos fixos L = p; V p3. Se
a

o O Q
S Q=

q=|z] ¢ L, con x = x1uy + wous + x3u3, entén f(q) € qV p1, polo que toda recta
por pp é invariante por f. Neste caso dicimos que f é unha homolozia especial de
eixe L e centro p;.

Exemplo. Consideramos a homografia de IP’%R dada por
fPE—PE [r:y:z]—[Br—y:zty:22].

Se consideramos a matriz asociada (unicamente definida salvo multiplicacién por
un escalar non nulo), temos unha descomposicién de Jordan da forma

-1

3 -1 0 1 11 210 1 11
1 1 0)J=1(1 01 0 2 0 1 01
0 0 2 011 0 0 2 011

Se pomos p; = [1 : 1: 0], temos que tédalas rectas que pasan por p; son invarian-
tes. Se p3 = [1:1: 1], a recta p; V p3 é a unica recta invariante.

Convén observar que no caso afin, o punto p; de xeito que toda recta por el é
invariante correspondese co punto do infinito do eixe (tédalas paralelas a el son
invariantes, polo que o punto comun da interseccion é fixo).

a 1 0

SeJ =0 a 0], entén f ten dous puntos fixos, p; e ps, e ddas rectas inva-
0 0 b

riantes por f, p1 V ps e p1 V pa.
a 1 0

SeJ=1[0 a 1] entén f ten un Unico punto fixo, p1, e unha recta invariante,
0 0 a

L=p1Vps.

Exemplo. Consideramos a homografia de IP’]%Q dada por
f:PE—P: [2:y:2]l—=[20+2z:x+y:—x+y+ 3z

Se consideramos a matriz asociada (unicamente definida salvo multiplicacién por
un escalar non nulo), temos unha descomposicién de Jordan da forma
-1

2 01 -1 0 1 210 -1 0 1
1 1 0l=|-1 1 0 0 21 -1 1 0
-1 1 3 0 -1 0 0 0 2 0 -1 0

Se pomos p; = [1:1: 0], temos que p; é o tnico punto fixo; e se po = [0:1: —1],
a recta pj V po é a Unica recta invariante.

Se o polinomio caracteristico ten unha tinica raiz real, entén f ten un tinico punto
fixo, p1, e como recta invariante L = po V p3.
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2.8. Perspectividades e homoloxias proxectivas

Do mesmo xeito que ao estudarmos as afinidades trabllamos algtins casos de especial
relevancia e que tifian un significado xeométrico importante (translaciéns, homotecias,
proxecciéns e simetrias), imos facer o mesmo no caso proxectivo. Nesta seccién, en con-
creto, introducimos as perspectividades e as homoloxias. Por outro lado, desde o punto
de vista da teoria de grupos, un problema xeral é atopar zeradores, isto é, elemen-
tos que nos permitan obter calquera outro do grupo mediante composicions sucesivas
deles. Por exemplo, en (Z/NZ), onde N é un enteiro, calquera nimero relativamente
primo con N é un xerador; no grupo simétrico, as transposiciéons constitiien un sistema
de xeradores, porque calquera permutacién é produto de transposiciéns (non de xeito
unico). Aqui imos estudar certos resultados nesa direccién, que establecen que certas
familias de proxectividades se poden ver como composiciéns de perspectividades ou de
homoloxias.

Perspectividades: o caso dos hiperplanos

Imos comezar tratando un caso bastante particular, pero no que a interpretacion
xeométrica é méis doada. Sexa IP un espazo proxectivo e sexan Ly e Lo dous hiperplanos.
Imos definir a nocién de perspectividade neste contexto e establecer, a continuacién,
que as perspectividades son proxectividades, algo que non resulta evidente a partir da
definicién.

Definicion 2.8.1. A perspectividade en P de Ly en Lo de centro Z é a aplicacién
f: L1 — Lo definida por f(p) = q, onde {p} = (pV Z) N Ly, para todo p € L;.

Proposicion 2.8.1. Sexa f: L; — Lo unha perspectividade en P de centro Z. Entén
f é unha aplicacién ben definida e é unha proxectividade. Ademais, f~': Ly — L; é
unha perspectividade en P de centro Z.

Demostracion. Para ver que estd ben definida, hai que ver que (p V Z) N Lg é un
punto. Como ¢é a interseccién de variedades lineais proxectivas, é unha variedade lineal
proxectiva, polo que é suficiente con aplicar a férmula de Grassmann e ver que a sia
dimensién é 0. En efecto,

dim((pVv Z)N Ly) =dim((pV Z)V L2)) —dim(pV Z) —dim(Ls) =n—1—(n—1) =0,

onde empregamos que a dimensién de (pV Z) V Ly é n xa que é unha variedade lineal
que contén Lo e tamén o punto Z, que non pertence ao hiperplano.
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Para ver que é unha proxectividade, temos que construir un isomorfismo ¢ do espazo
vectorial subxacente E e comprobar que f = [p]. Para iso, pomos Ly = [F], Ly = [F?]
e Z = [(u)], onde F; e F3 son subespazos vectoriais de dimensién n e v € E é un vector
non nulo. Ademais, tense que E = Fy @ (u) = Fo®(u). Sexa ¢: Fy <> F1 & (u) a inclusién
de Fj en E e m: E — Fy a proxeccién inducida pola descomposicién E = Fy @ (u).
Definimos entén ¢ = 7 o ¢, que é claramente lineal e tamén inxectiva. Para ver isto
ultimo, sexa x =y + \u € F} C E, onde y € F;. Se ¢(x) = 0, temos que 0 = 7(x) =y,
polo que x = Au; é dicir, z € F1 N (u) = {0}.

Imos establecer finalmente que f = [¢]. Sexa p = [x] € L. Tense que

f(p)Z(pVZ)ﬁL2=[<$,u>ﬁF2],

polo que (z,u) N Fy é un subespazo de dimensién 1, e existe un elemento non nulo y.
Escribimos y = ax + bu, e tense que a # 0, xa que en caso contrario teriamos que
Z € F5. Polo tanto . = %y — gu, e tense que

(e@) = [m: Gy~ 2u)] = o[ -] = b

a
O

Exemplo. Sexa ABCD un cuadrildtero no plano proxectivo real IP’%&. Sexa E o punto
de corte das rectas AB e CD, e sexa F' o punto de corte das rectas AD e BC. As
rectas AC' e BD cortan E'F nos puntos X e Y, respectivamente. Imos usar a nocién de
perspectividade para probar que (F, F'; X,Y') é unha cuaterna harmonica.

Sexa P o punto de corte das diagonais AC e BD. Consideremos a perspectividade de
centro A que envia a recta E'F & recta BD; en particular, a imaxe do punto E é B, a do
punto F' é D, a do punto X é P e ado punto Y é el mesmo. Como é unha proxectividade,
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conserva a razén dobre, polo que (F, F;X,Y) = (B, D; P,Y). Consideramos agora a
proxectividade de centro C' que envia a recta BD & recta EF. Enton, a imaxe de B é
F,adeDéFE ,ade Pé X eadeY é el mesmo. Usando de novo que se conserva a
razén dobre, vemos que

p=(E,F;X,Y)=(B,D;PY)=(F,E;X,Y)=p".

Como E # F e X # Y, entén a condicién p? = 1 implica que p = —1, polo que
(E, F; X,Y) é unha cuaterna harmoénica.

En particular, a composicién de perspectividades é tamén unha proxectividade. O se-
guinte obxectivo é establecer que calquera proxectividade entre duas rectas L1 e Lo dun
plano proxectivo se pode escribir como composicién de como moito tres proxectividades.
Para iso, é clave o seguinte resultado.

Lema 2.8.1. Sexan L; e Lo duas rectas diferentes dun plano proxectivo P. Sexan
R1 = {A1,B1;C1} e Re = {Ag, Bo; Oy} referencias de Ly e Lo, respectivamente. Se
Ay = Ay, existe unha perspectividade f: Ly — Lo tal que f(R1) = Ra. Se Ay # Ag,
existe unha composicién de dias perspectividades f: L; — Lo tal que f(R1) = Ro.

Demostracion. Se Ay = Az, definimos M = B;Bs N C1Cy. Temos que M ¢ Ly, Ly e
que a perspectividade f: L; — Lo de centro M cumpre que f(R1) = Ra.

Ly
C1 /

By

A = Ay

/ By Co
\

Se A1 # As, collemos M = A1 As N B1Bs e L3 unha recta que pasa por As, de xeito
que L3 # Ly e M ¢ Ls. Sexa g1 3: L1 — L3 a perspectividade de centro M. Chamamos
Az = g13(A1) = Az, B3 := g13(B1), C3 := g13(C1) e R3 := g13(R1) = {43, B3; C3}.
Como A3 = Ay, sabemos que existe unha perspectividade gz2: L3 — Lo tal que
932(R3) = Ra. Deste xeito, f = g32 © g13: L1 — Lo é unha composicién de dias
perspectividades tal que f(R1) = Ra.

Lo
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Ly Ly

o L2

O seguinte resultado é o que se adoita conecer como teorema de Poncelet.

Teorema 2.8.1 (Poncelet). Sexa f: L1 — L2 unha proxectividade entre dias rectas
dun plano proxectivo P. Entén, f é perspectividade ou ben é composicién de duas ou
tres perspectividades.

Demostracion. Sexa Ry = {Aj1, B1;C1} unha referencia de Li. Como f é unha pro-
xectividade, Ry := f(R1) é unha referencia de Lo. Se L # Lo, sabemos que existe
g: L1 — Lo unha perspectividade ou composicién de dias perspectividades tal que
g(R1) = Ra. Se L1 = Ly, collemos unha recta Lz de xeito que Ly N Ly = {A;}, e
collemos R3 = {As, B3, C3} unha referencia de L3 con A3 = A;. Entén, existe unha
perspectividade g1 3: L1 — L3 con g(R1) = R3. Como L3 # Lo, podemos asegurar que
existe gz2: L3 — Lo unha perspectividade ou composicién de dias perspectividades
tal que g32(R3) = Ra.

L3

¢ * » L4
Ay By Ch

Entén, g = g320¢g13: L1 — Lo é unha composicién de dias ou tres perspectividades
tal que g(R1) = Ra. Finalmente, g = g3 20 g1,3: L1 — Lo é unha composicién de dias
ou tres perspectividades tal que g(R1) = R2. Como f: L1 — Lo é unha proxectividade
con f(R1) = Re deducimos que f = g. O
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O resultado tamén é certo no caso de hiperplanos en dimensién arbitraria, pero a
demostracién é mais complicada. Na seguinte seccién imos considerar unha nocién mais
xeral de perspectividade que incluirad este caso. Porén, iso require desenvolver antes a
teoria das homoloxias proxectivas.

Homoloxias proxectivas

Pasamos agora ao estudo das homoloxias proxectivas, que estenden os conceptos traba-
llados no caso afin de homoloxia xeral e homoloxia especial. Como de costume, fixamos
un espazo proxectivo (P, E/, ) de dimiensién n.

Definicion 2.8.2. Sexa H un hiperplano de P. Unha homoloxia de eixe H é unha
homografia f: P — P diferente da identidade e tal que todo punto de H é fixo por f.

No caso do plano afin, centramonos no estudo de dous tipos, as xerais e as especiais. Nas
homoloxias xerais habia unha recta de puntos fixos e unha familia de rectas paralelas
invariante (cunha direccién diferente & recta de puntos fixos); desde o punto de vista
proxectivo, temos que o punto da recta do infinito no que se cortan esas rectas paralelas
é fixo; isto quere dicir que existe un punto fixo de xeito que tédalas rectas que pasan por
el son invariantes. No caso da homoloxia especial, as rectas invariantes son paralelas &
recta de puntos fixos, polo que volvemos ter un punto no infinito tal que tédalas rectas
que pasan por el son invariantes, sé que agora, a diferenza do caso anterior, si pertence
4 recta de puntos fixos.

Lema 2.8.2. Sexa E un espazo vectorial de dimensién n+1 e f un endomorfismo de £
de xeito que existe un subespazo F' C E que cumpre que, para todo v € F, f(v) = Av,
onde A é un escalar non nulo. Entén, existe un vector non nulo u € F de xeito que
calquera subespazo vectorial de dimensién 2 que contefia u é invariante por f.

Demostracion. Da condiciéon do enunciado, sabemos que o polinomio caracteristico de
f descompén como Char(f; X) = (—1)""H(X —A\)"(X —p), para algtin u € K. Se u # A,
o endomorfismo diagonaliza e existe unha base de vectores propios {vi,...,Un, Unt1},
onde vy, ..., v, tefien valor propio A\ e v,+1. Neste caso, collemos u = v,41. Un subes-
pazo de dimensién 2 que contén u é da forma {u,v'}, onde v/ =w+v- v, 41 e w € F é
diferente de 0. Entén, (u,u’) = (u,w) é un subespazo invariante, xa que tanto u como
w son vectores propios.

Se 4 = A e o endomorfismo diagonaliza, entéon o argumento anterior tamén serve.
Imos supor entén que non diagonaliza, polo que temos unha base de vectores propios
xeralizados {v1,va,v3,...,Unt1}, onde V1, V3,04, ..., Uy41 SON vectores propios de valor
propio A e vg é un vector propio xeralizado que cumpre f(ve) = Avg + v;. E dicir, vy €
un xerador da imaxe do morfismo

ker(f — A1d)?

=g = A =)

— ker(f — A\1d).

Collemos u = v1, polo que un subespazo de dimensién 2 que contén u é da forma (u,u'),
con u' = vvy + w, con w € (v3,...,v,4+1. Polo tanto,

(f(u), f(u)) = (u,u + Avvg + Aw) = (u, A(vve +w)) = (u, u’).
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Proposicién 2.8.2. Sexa f: P — P unha homoloxia. Existe un punto p de xeito que
calquera recta que pasa por p é invariante por f.

Demostracion. Sexa H = [F] o hiperplano invariante por f = [p], onde F' é un subes-
pazo vectorial invariante por ¢. Sexa entén p = [(u)] o punto obtido a través do lema
anterior xa que, polas hipdteses do enunciado, a aplicacion lineal cumpre esas condi-
cidns; é dicir, unha proxectividade ten un hiperplano de puntos fixos se, e soamente se,
a aplicacion lineal asociada é un multiplo da identidade na restriciéon a un subespazo de
codimension un. Tense entén que se L é unha recta con p € L, L é unha recta invariante
porque se corresponde cun subespazo vectorial de dimensién 2 que contén wu. O

Convén insistir en que non é certo que no caso proxectivo unha recta con dous puntos
fixos sexa de puntos fixos, pero si é invariante. O resultado anterior permite realizar a
seguinte definicion.

Definicion 2.8.3. Un punto O que cumpre a propiedade de que calquera recta que
pasa por el é invariante pola homoloxia dise que é un centro da homoloxia. Cando
O ¢ H dise que f é unha homoloxia zeral. Cando O € H chamase homolozxia especial.

O seguinte resultado establece que o centro dunha homoloxia estd ben definido e polo
tanto a definicién anterior ten sentido.

Proposicién 2.8.3. Sexa f: P — P unha proxectividade.

(a) Se existen p1,ps € P, con p; # po, e de xeito que toda recta que contena p; ou py
é invariante por f, entén f é a identidade. En particular, se f é unha homoloxia,
existe un unico punto p de xeito que toda recta por p é invariante por f. Este
punto é o centro da homoloxia.

(b) Se f é unha homoloxia e existe un punto fixo p por f, con p ¢ H. entén p é o
centro de f e f é unha homoloxia xeral.

Demostracion. (a) Sexan Vj e V5 duas rectas diferentes polo punto py. Entén, f(p1) €
FfVi)Nf(Va) = VinVa = {p1 }, polo que p; é un punto fixo por f. O mesmo ocorre
para pp. Sexan ¢ & p1Vpa, Ly := p1Vqe Ly := paVq. Entén f(q) € f(L1)Nf(Lz) =
Ly N Ly = {q}. En particular, f deixa invariante calquera referencia que contefia
p1 € po; iso quere dicir que f é a identidade.

Xa sabemos que unha homoloxia f ten un centro, que é un punto p que cumpre
que toda recta por p é invariante por f. Ademais, vimos no apartado anterior que
o centro é tnico. Como por hipdtese f non é a identidade, pola primeira parte
sabemos que ese punto ten que ser Unico.

(b) Se f é unha homoloxia de eixe H e p ¢ H é un punto fixo por f, podemos coller
como L calquera recta que pase por p. Como p ¢ H, entén LNH =qe L =pVq.
Deste xeito, f(L) = f(pVq) = f(p)V f(q) =pVqg=L. E dicir, p cumpre que
toda recta por L é invariante por f. Polo apartado anterior, p ten que ser o centro
de f.

O

Imos agora discutir cales son as posibles formas de Jordan das homoloxias, que é algo
que xa se usou indirectamente ao probarmos que tefien un punto de xeito que tédalas
rectas que pasan por el son invariantes.
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Proposicién 2.8.4. Sexa f: P — P unha proxectividade, con f = [¢].

(a)

(b)

f é unha homoloxia xeral se, e soamente se, existe unha base B, = {uy, ..., up41}
de E de xeito que a matriz asociada sexa diag(a,a,...,a,b), para a # b e ambos
non nulos. Neste caso, O = [up+1] é 0 centro e H = [(u1,...,up)] é o eixe.

f é unha homoloxia especial se, e soamente se, existe unha base B, de F de xeito
que a matriz se pode escribir como unha matriz diagonal de tamano n — 1 coa
entrada a # 0 na diagonal e un bloque de Jordan de tamafio 2 asociado ao mesmo
a. Neste caso, O = [uy] é o centro e H = [(uy,...,un)] é o eixe.

Demostracion.  (a) Suponamos que f ¢ unha homoloxia de centro O = [z] e eixe

H = [F]. Collemos {uy,...,u,} unha base de F'. Como O ¢ H, entén = ¢ F,
polo que {ui,...,u,,z} é unha base de E; podemos pér neste caso uni1 := .
Como O = [up41] é un punto fixo por f, sabemos que z é un vector propio
de ¢ de valor propio b, para algin b # 0. Como H é de puntos fixos por f,
entén [p|F] = [Id], e temos entén que ¢|F = a - Id, para algin a # 0. Isto
demostra que F' C ker(¢ — a -1d). Como x ¢ F e x é un vector propio de valor
propio b, necesariamente sucede que a # b. Reciprocamente, se a matriz é como
a descrita no enunciado, H = [(u1,...,u,)] é un hiperplano de puntos fixos por
f e O = [up41] é un punto fixo por f de xeito que O ¢ H.

Suponamos agora que f é unha homoloxia especial de centro O = [z] e eixe
H = [F]. Collemos {uy,...,u,} unha base de F. Como H é de puntos fixos por
f, entén [p|F] = [Id], polo que ¢|F = b-Idp, para algin b # 0. Deste xeito,
F C ker(p —b-1d) e uy,...,u, son vectores propios de ¢ de valor propio b.
Completando uq,...,u, a unha base de F, obtemos unha base {uj,..., up41}
de E. Como ¢(up+1) = aupt1 + v, con v € F, o polinomio caracteristico de ¢
é (a— X)(b— X)", onde a # 0. Se a fose diferente de b, entonces existiria un
vector propio de ¢ de valor propio a, e teriamos un punto fixo por f que non
pertence a H. Deste xeito, a = b e F C ker(p — a - Id), pero ao mesmo tempo o
nicleo non é igual a todo o espazo F xa que f non é a identidade. Polo tanto,
F =Xker(p —a-1d) e a forma de Jordan é como a que se describiu no enunciado
do resultado. Observamos que F' = (ej,...,e,) e H = [F]. Ademais, para todo
q¢=[z] ¢ H, o = X" wiug, f(q) = [ax + Zprren] € q V [uy). B dicir, toda
recta por u, é invariante por f. Reciprocamente, se a matriz é como a descrita no

enunciado, H = [(u1,. .., u,)] é un hiperplano de puntos fixos por f, e polo mesmo
argumento vemos que O = [e,] é o centro; como O € H, f é unha homoloxia
especial.

L]

O seguinte resultado estende unha nocién que xa consideraramos no caso afin, por
exemplo para as homoloxias xerais. Nese caso, hai que determinar o eixe, a direccién e
o factor de escala; isto é equivalente a escoller dous puntos alinados e dicir que a recta
que os determina e a direccién da homoloxia e que un deles se envia ao outro.

Proposicién 2.8.5. Sexan H un hiperplano de P e O, A, A’ tres puntos de P alinados
e diferentes, con A, A’ ¢ H. Entén, existe unha tnica homoloxia f: P — P de centro
O, eixe H e tal que f(A) = A’

Demostracion. Comprobemos primeiro a unicidade. Sexa B ¢ H, B ¢ OA. Sexa P :=
ABNH. Como A,A',B ¢ He P € H, entén P é diferente de A, A" ¢ B. Como P é
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fixo por f, f(A) = A’ e B € PA, entén f(B) € f(PA) = PA’. Como toda recta por
O ¢ invariante por f, entén f(B) € OB. Polo tanto, f(B) € PA' N OB. Vexamos que
PA’ e OB son duas rectas diferentes. De non ser asi, entén A’ € OB, onde O, A’, B
son diferentes e B € OA’ = OA, o que é unha contradicién. Asi, f(B) = PA'N OB =
[((ABN H)V Al N OB para todo punto B que non estea na recta OA. Para atopar a
imaxe dun punto C na recta OA, collemos B € OA, do que xa conecemos a imaxe, €
facemos a mesma construcién intercambiando A por B.

Suponamos que O ¢ H. Collemos p1,...,p, € H linealmente independentes, con p; ¢
OA. Sexa R = {O,p1,...,pn; At e R' = {O,p1,...,pn; A'}. Tense que R e R’ son
referencias de P, polo que existe unha unica proxectividade f tal que f(R) = R'. E
enton unha comprobacion rutineira ver que f é unha homoloxia.

Suponamos agora que O € H, e collamos B ¢ H, B ¢ OA. Igual que antes, sexa
P=ABNHeB =PANOB. Sexan po,...,p, puntos de H distintos de P, de xeito
que O, pa, ..., p, sexan linealmente independentes. Tense que R = {4, O, pa, ..., pn; B}

e Rl = {A",O,pa,...,pn; B’} son duias referencias de P, e igual que antes hai unha
unica proxectividade f tal que f(R) = R’. Ao igual que no caso anterior, comprébase
facilmente que f é unha homoloxia. O

A seguinte proposicién establece que as homoloxias son xeradores do grupo das proxec-
tividades, isto é, que calquera homografia é composicion dun nimero finito de homo-
loxias.

Proposiciéon 2.8.6. Toda homografia é composicién dun nimero finito de homoloxias.

Demostracion. Sexa R unha referencia de P e B, = {u1, ..., u,+1} unha base adaptada.
Hai un isomorfismo ¢: E — E de xeito que f = [¢], e sexa A a matriz de ¢ na base
u. Consideramos as seguintes transformacions por filas: ¢; ; permuta as filas 7 e j; #; ;4
sumalle & fila 7 a fila j; ¢; y; multiplica por A # 0 a fila ¢. A matriz A pédese reducir
4 identidade facendo transformacions por filas, polo que existen matrices elementais
E; de xeito que F,--- E1A = [, 41. Polo tanto, A é o produto de matrices elementais,
que tenen espazo de vectores propios de valor propio 1 igual a {z; = z;}, {z; = 0} ou
{z; = 0}. Polo tanto, f é composicién de proxectividades que tefien un hiperplano de
puntos fixos. O
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Perspectividades: o caso xeral

Imos agora estudar o teorema de Poncelet nun contexto mais xeral. A partir de agora,
sexan L1 e Lo duas variedades lineais proxectivas de P da mesma dimensién, con 0 <
d<n-—1e Z un complementario comun de L; e Lo, é dicir, P=L;VZ e L;NZ = (.
E importante observar que ese complementario sempre existe: se Fy e F son dous
subespazos vectoriais da mesma dimensién, sempre existe un subespazo G de xeito que
FeGE=FReGE=EFE.

Definicion 2.8.4. A perspectividade de P de centro Z e de L1 en Ly é a aplicacién
f: L1 — Lo definida por f(p) = ¢, onde {q} = (pV Z) N Ly, para todo p € L;.

Ao igual que antes, comprébase que f estd ben definida e que é unha proxectividade.
De cara a establecer o teorema de Poncelet neste contexto, a clave é establecer que
calquera homoloxia é composicién de dias perspectividades. Omitimos a demostracién
do seguinte resultado.

Lema 2.8.3. Sexan L unha variedade lineal de P, con dimL =d, 0 < d<n-—-1e
f: L = L unha homoloxia. Entén, f é composicién de duas perspectividades.

O teorema de Poncelet séguese agora de combinar o resultado anterior co feito de que
calquera homoloxia é composicién de proxectividades.

Teorema 2.8.2 (Poncelet). Sexan L; e Lo duias variedades lineais de P da mesma
dimensién d, con 0 < d < n — 1. Sexa f: L1 — Lo unha proxectividade. Enton, f é
composicién dun ntmero finito de perspectividades.

Demostracion. Sexa Z un complementario comunde Ly e LoenPesexa fz: Lo — L1 a
perspectividade de centro Z. Deste xeito, fzo f: L1 — Ly é unha homografia. Sabemos
que fzof=hyo---0oh,, onde as h; son homoloxias de L. Asi, f = fgl ohio---0h,,
que é composicién de perspectividades porque a inversa dunha perspectividade tamén
o ¢ e unha honoloxia é composicién de dias perspectividades. O

2.9. Dualidade proxectiva

Un dos aspectos importantes dos espazos proxectivos € que existe unha dualidade entre
puntos e hiperplanos; é dicir, podemos dotar ao conxunto dos hiperplanos da estrutura
de espazo proxectivo. Para iso, imos partir dun espazo proxectivo P = (P, E,7) de
dimensién n, e a modo de notacién imos escribir

m: E\{0} — P, zw— n(z)=[z]r.

Para definir o espazo proxectivo dual P* = (P*, E*, 7*) necesitamos definir os tres ob-
xectos que componen a terna, e establecer que se cumpren as compatibilidades esixidas
entre o conxunto P* e o espazo vectorial E*.

Definicién 2.9.1. O dual de P é o conxunto P* = {H | H é un hiperplano de P}. O
espazo vectorial E* é o espazo dual de E. Finalmente, definimos

™ E*\ {0}, w1 (w) = [w] := [ker(w)]x.
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E dicir, a un elemento non nulo do dual w asigndmoslle o hiperplano dado polo nicleo
de w. O seguinte resultado establece que a definicién anterior é un espazo proxectivo.
Para iso, recordamos a aplicacion bilineal

p: EXE"— K (z,w)— w(z).

Se F C E é un subespazo vectorial, podemos definir o ortogonal F+ = {w € E* |
¢(z,w) = 0}; analogamente, se G C E*, tamén podemos introducir G+ C E. Ctimprese
que FH- = F e que dim F +dim F- = dim E. Ademais, o ortogonal intercambia sumas
e intersecciéns: (Fy + Fy)t = Fi- + F5- e (Fy N Fy)*+ = Fi- + F5-.

Proposicién 2.9.1. A terna P* = (P*, E*, 7*) define un espazo proxectivo de dimen-
sién n.

Demostracion. En primero lugar, temos que dim £* = dimE = n + 1, polo que se
P* é un espazo proxectivo a sia dimensién é n. Observamos ademais que 7* estd ben
definida, é dicir, [ker(w)], € P*. Para iso, observamos que w: E — K ¢é non nulo, polo
que a imaxe ten dimensién 1; en consecuencia, polo primeiro teorema de isomorfismo,
kerw C E é un subespazo cuxa dimensién coincide con (n + 1) — 1 = n e define entén
un hiperplano.

Veremos agora que 7* é sobrexectiva. Sexa H € P*, con H = [F,, sendo F' un subespazo
de dimensién n. Cémpre atopar w € E* \ {0} de xeito que kerw = F. Observamos
que F- C E* ten dimensién 1, e podemos considerar un xerador arbitrario, ao que
chamamos w. Entén, cimprese que F C ker(w), xa que se x € F, entén w(x) = 0
por definicién de w; como dim F' = dim ker(w), concliese que son iguais. Polo tanto,
[Flr = [ker(@)}s = [l

Finalmente, que ver que 7*(w) = 7*(w’) se, e soamente se, existe A € K \ {0} con
w = M. Se w = A/, entén ker(w) = ker(w’) e a conclusién é clara. Reciprocamente,
se 7 (w) = 7*(w’), entén ker(w) = ker(w’) =: F. Entén, F C ker(w) e F' C ker(w'), o
que quere dicir que w,w’ € F*; como dim(F1) = 1, tense que w = A\w'. O

Variedades lineais proxectivas duais

O obxectivo principal desta parte é describir cales son as variedades lineais proxectivas
do espazo dual P* = (P*, E*, 1*). Neste caso, existe unha bixeccién entre os subespazos
vectoriais de dimensién d + 1 de F e os subespazos vectoriais de dimensiéon n — d de
E*.

Proposicién 2.9.2. Para todo —1 < d < n, temos bixeccidns entre os seguintes
obxectos: variedades lineais proxectivas de IP de dimension d; subespazos vectoriais de
E de dimensién d + 1; subespazos vectoriais de dimensién n — d de E*; e variedades
lineais proxectivas de dimensiéon n — d — 1 de P*.

Demostracion. Comezamos observando que hai unha bixeccién entre os subespazos
vectoriais de ¥ de dimensiéon d+1 e as variedades lineais proxectivas de P de dimensién
d. Esta bixeccién envia un subespazo F' a w(F'\ {0}); e unha variedade lineal proxectiva
L am Y(L)u{0}. Polo mesmo motivo, hai unha bixeccién entre os subespazos vectoriais
de E* de dimensién n—d e as variedades lineais proxectivas de P* de dimension n—d—1.
A continuacién, tense tamén unha bixeccion entre subespazos de dimensién d + 1 de E
e subespazos de dimensién (n + 1) — (d + 1) = n — d de E*, dada por enviar I a F*.

Polo tanto, se L = [F] é unha variedade lineal proxectiva de P, asocidmoslle o subespazo
F de dimensién d + 1 en E, o subespazo F'- de dimensién n — d en E*; e a variedade
lineal proxectiva L* := [F*]« de P*. O
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Por conseguinte, podemos definir a variedade dual dunha variedade lineal proxectiva.

Definicién 2.9.2. A variedade lineal proxectiva L* = [F] chamase a variedade dual
de L ou feize de hiperplanos por L. A variedade lineal proxectiva W* = [G"] chamase
a variedade dual de W ou tamén o nicleo do feize de hiperplanos W.

O nome de feize de hiperplanos explicase do seguinte xeito. Sexa L* = [F*].+. Polo
tanto,
L* = {[ker(w)]x |w € FX\{0}} = {H € P* | H D L}.

E inmediato comprobar que tomar duais é unha involuciéon que intercambia as unions
e as intersecciéns. E dicir, se L1 e Lo son variedades lineais proxectivas, entén se L =
LiN Ly, tense que L* = L7V L3 ese L = L1V Lo, entén L* = LT N L3.

O principio de dualidade

O principio de dualidade fai referencia ao que chamaremos frases dualizables, que son
enunciados nos que intervefien variedades L1,..., L, de P e nas que sé intervenen as
dimensién, inclusiéns, contenciéns, interseccions e sumas das variedades. A frase dual é
a que se obtén por cambiar as variedades polas stas duais, dimensién d por dimensién
n —d — 1, inclusién por contencién, contenciéon por inclusién, interseccién por suma e
suma por intereseccion.

Teorema 2.9.1 (Principio de dualidade). Se F(Ly,...,L,) é unha frase dualizable,

entén F(Li,...,L,) é certa se, e soamente s,e F*(Lj,..., L}) é certa. Mais en xeral, se
o enunciado H (L1, ..., L) implica T(L1,...,L;) é certo en calquera espazo proxectivo
de dimensiéon n e para variedades lineais arbitrarias Lq,...,L,, entén o enunciado
dual H*(Ly,..., L) implica T*(L3,...,L}) é certo en calquera espazo proxectivo de
dimensién n e para variedades lineais arbitrarias Vi,..., V.

Demostracion. Comezamos observando que se F(Lq, ..., L,) é unha frase certa, entén
F*(L3,...,L}) tamén o é. Para comprobalo, podemos ir caso por caso: se a dimensién

de Léd,ade L* én—1—d;se Ly C La,entén L] D Ly;se L = L1V Ly, L* = LT N L3;
ese L = L1 N Lo, temos que L* = L}V L3.

Sexan agora Li,...,L, C P" as variedades lineais proxectivas implicadas no enuncia-
do. Como H*(L1,...,L,) é certa, o enunciado dual H**(L3,...,L}) tamén o é. Este
enunciado coincide con H(L7,...,L}), e usando as condiciéns do enunciado, de aqui
séguese que T'(LF,..., L") tamén se cumpre. Se agora collemos o dual, quédanos que
T*(Ly*, ..., L) =T*(L,...,L,) tamén é certo, como queriamos ver. O

Exemplo. Sexan L; e Ly dous puntos no espazo proxectivo IF’%. Entén, L1V Ly é unha
recta. Este enunciado, que é certo, admite o seguinte enunciado como dual: sexan L
e Ly dous planos de IP’%. Entén, Ly N Lo é unha recta. O principio de dualidade non é
certo no espazo afin: neste caso, a interseccién de dous planos paralelos no espazo pode
ser baleira se estes son paralelos.

Exemplo. Sexa ABC un tridngulo en IP)%(. Isto é, A, B e C son tres puntos diferentes
non alinados no plano. Os duais de A, B e C son tres rectas diferentes e non conco-
rrentes, porque se pasasen por un mesmo punto, este corresponderiase cunha lina que
contén A, B e C. E dicir, o dual de tres puntos non alinados no plano son tres rectas
non concorrentes, que tamén definen un tridngulo.

Como primeira aplicacion, imos establecer o reciproco do teorema de Desargues.
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Proposicién 2.9.3. Sexan ABC e A’B’'C’ dous tridngulos dun plano proxectivo. Su-
poniamos que A # A’, B # B’ e C' # C'. Suponamos tamén que AB # A'B’, BC # B'C’
e CA+#C(C'A". Se os puntos BCNB'C', CANC'A" e ABN A’ B’ estan alinados, entén
as rectas AA’, BB' e CC’ concorren.

Demostracion. O resultado séguese dualizando o teorema de Desargues. O

Igual que no espazo dual definimos de xeito natural unha base dual, no espazo dual
proxectivo podemos definir unha referencia dual. Sexa R = {pi1,...,pn+1;U} unha
referencia de P e B, = {ey, ..., e,11} unha base adaptada.

Definicion 2.9.3. O conxunto
R* = {leilr, -, [enqalnilel +- o+ eppalar}

¢ unha referencia de P* e B} é unha base adaptada. Falamos neste caso de referencia
dual.

Proposicién 2.9.4. Sexa H un hiperplano de P. A ecuacién de H na referencia R é
Z?jll a;x; = 0 se, e soamente se, as coordenadas de H na referencia R*, como elemento
de P*, son [(ai,...,an+1)]-

Demostracion. Sexa H: a1x1+...+ap17p41 =0 ew = arey +...+apy1€),,1. Enton,

w(ﬂflel + ..+ xn+1€n+1) =a1r1+ ...+ Gpr1Tpt1-

Polo tanto, H = [ker(w)]z = [w]z=. Isto indicanos que como w ten componentes [a; :

“++ i apt1], entén H ten coordenadas [aj : -+ : apt1] en R*.

Reciprocamente, se as coordenadas no dual de H son [a; : -+ : ap41], entén H =
[W]ex = [ker(w)]x, con ker(w) = {z1€1 + ... + Tpi1€nt1 | @121 + ... + apt12p41 = 0}.
Polo tanto, H ten ecuacion ajxi + ...+ ap41Tp+1 = 0 en R. L]

Isto permite definir a razén dobre de 4 hiperplanos que se intersecan nunha variedade
lineal proxectiva de dimensiéon n — 2.

Definicion 2.9.4. Sexan Hq, Ho, H3 e Hy catro hiperplanos dun espazo proxectivo P,
de xeito que hai polo menos tres diferentes, e que tenen por interseccién unha variedade
lineal proxectiva de dimensién n—2. Sexan HY, Hj, H3 e H} os puntos correspondentes
en P*. Entén, definese

(Hy1,Hy,Hs,Hy) := (H{,H5,Hs3, Hy).

O concepto esta ben definido xa que, ao cortarse nunha variedade de dimensién n—2, o
dual é precisamente unha recta. Unha comprobacion rutineira con coordenadas amosa
que se L é unha recta de xeito que dim(H; N L) = 0, pondo L; = H; N L, cimprese que

(H1,Hz, H3,Hy) = (L1, Lo, L3, Ly).

Exemplo. Sexan Hi, Hy, H3, H4 os hiperplanos de ]P’% dados por Hy: z1—x3+2x4 =0,
Hy: 290424 =0, Hy: x1—2x9—2x3 =0, Hy: 1—19—x3+x4 = 0. Entén, as coordenadas
noduvalson 1 :0: —-1:2],[0:1:0:1],[1:—-2:-1:0/el:—-1:-1:1],
respectivamente. Un cédlculo inmediato amosa que a razén dobre (Hy, Ho; H3, Hy) = 2.
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Imos discutir agora o comportamento do principio de dualidade en relacién coas pro-
xectividades. Para iso, sexan (P, E, ) e (P', E', 7") dous espazos proxectivos da mesma
dimension.

Definicién 2.9.5. O dual da proxectividade f: P — P’ é a aplicacién f*: (P')* — P*
tal que, se H' é un hiperplano de (P')*, entén f*(H') = f~1(H’).

Tense que f* estd ben definida porque, como f é bixectiva, a preimaxe de H' é un
hiperplano de P. A demostracién da seguinte proposicién é inmediata a partir da defi-
nicion.

Proposicion 2.9.5. Sexa f: P — P unha proxectividade, e sexa f*: P* — P* a pro-
xectividade dual.

(a) Se L é unha variedade lineal proxectiva invariante por f, entén L* é invariante
por f*.

(b) Se w é unha variedade lineal proxectiva invariante por f*, entén w* é invariante
por f.

2.10. Demostracion dos teoremas fundamentais da xeo-
metria afin e da xeometria proxectiva

Seccion incompleta, pendente de acabar.
A demostracién farase en varias etapas. A continuacién mostramos un esquema dos
pasos principais.

1. Sexan A; e Ay espazos afins de dimension 2 sobre os K-espazos vectoriais Fp e
Es. Suponamos que K # Z/27Z. Entén, unha aplicacién bixectiva f: A; — Ao
que leve puntos alinados a puntos alinados leva bixectivamente rectas a rectas.

2. f leva rectas paralelas en rectas paralelas.
3. fp ¢ aditiva.
4. fp compoértase do xeito buscado cos escalares.

Proposicion 2.10.1. Sexan A; e A espazos afins de dimension 2 sobre os K-espazos
vectoriais Ey e FEj. Suponamos que K # Z/27. Entén, unha aplicacién bixectiva
f: Ay — Ay que leve puntos alinados a puntos alinados leva bixectivamente rectas
a rectas.

Demostracion. Hai que comprobar que f leva de xeito bixectivo hiperplanos a hiper-
planos. Unha vez demostramos iso, podemos restrinxir f a un hiperplano, polo que
estamos entén nas hipdteses do teorema cunha dimensién menos, e podemos seguir asi
co proceso ata chegar a dicir que f leva bixectivamente rectas en rectas. Sexa L un
hiperplano de A;. Sexan pq, ..., p, puntos que xeran o hiperplano, é dicir, de xeito que
L = p1 + (p1P2,---,P1Pn), sendo n — 1 a dimensién de L. Sexa L’ a variedade lineal
xerada polos puntos diferentes p, = f(p;). Como puntos alinados van a puntos alifiados,
cimprese que f(L) C L'. Para velo, definimos L; = Ly + [(ea, ..., €;)], con e; = p1p;.
Como L = L, para demostrar que f(L) C L, farémolo por inducién sobre i. Se i = 2,
como L é a recta determinada por p; e ps, tense que f(Ly) C L.
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Suponamos que f(Lj) C L'. Para demostrar que f(Lgi1) C L', collemos un punto
arbitrario z € Ly, 1, polo que podemos pér x = xg+ Aegy1, con Xg € Ly. Consideramos
un punto Y = p; + eex11, con € # 0, A (o corpo ten mais de dous elementos). Como
y pertence & recta determinada por p; e pri1, tense que y' = f(y) € L. Un célculo
rutineiro amosa que t = z+txy, cont = \/(A—¢), pertence a L. Polo tanto, ¢’ = f(t) €
L’. Como os puntos z,y,t estan alinados, os puntos 2’ = f(x), ' e t’ estdn alinados, e
polo tanto 2’ € L'. Iso demostra que f(Lyy1) C L' e, por inducién, f(L) C L.

Queda ver que f(L) = L’ e que a dimensién de L' é n—1, para as{ asegurar que a imaxe
dun hiperplano é un hiperplano. Collemos 2’ € L'. Sabemos que existe z con f(z) = 2/,
e suponamos que z ¢ L. Collamos un punto arbitrario x € A;. Se a recta determinada
polos puntos zz corta L nun punto y, entén y' = f(y) € L'. Como tamén 2’ € L' e
a2’ = f(x) pertence & recta determinada por ' e 2/, ten que pasar que 2’ € L'. Se a recta
determinada polos puntos xz non corta L, entén zx € (p1p2, ..., P1Pn). Collemos logo
un punto t = z + Azx, con A # 0,1 (xa que K ten méis de dous elementos). Sexa
q = p1 +2zx € L. Entén as rectas p1z e gt cortanse nun punto w, que esta alinado
con p; e z. Entén, w’ = f(w) € L'. Como t estd alinado con ¢q e w, t' = f(t) € L.
Finalmente, como x est4 alinado con t e z temos que ' € L’. Polo tanto, temos que
' € L', é dicir, f(Ay) C L', o que contradice a bixectividade de f. Polo tanto, z € L e
probamos entén que f(L) = L' O

Proposiciéon 2.10.2. Cimprense as seguintes propiedades:
(a) A aplicacién f leva rectas paralelas a rectas paralelas.
(b) f, é aditiva.

(c) fp respecta a multiplicacion por escalares.

Demostracion. Se n = 2 isto é evidente por ser f inxectiva. Sexan ri e ro ddas rectas
paralelas de A; diferentes, con dim A; = n > 2. Collemos puntos diferentes a, b sobre
r1 e ¢ sobre ro. Sexa d = ¢+ ab € ry. Collemos y € ad diferente de a e d, que se pode
facer xa que K # 7 /27. Chamamos 13 & recta ac, r4 & recta yb e r5 4 recta ad.

As rectas r3 e r4 cortanse nun punto x diferente de a, xa que tédalas rectas descritas
ata o de agora estdn no plano X: a + (ab, ac), e os vectores directores de 73 e r4, ac e
by, son linealmente independentes. O

2.11. Problemas

Afinidades.

Problema 2.1. Fixados dous puntos M e N dun plano afin A sobre un corpo de
caracteristica diferente de 3, sexa fy;n: A — A a aplicacién que envia un punto P
calquera ao baricentro de M, P e N. Determinar se f é unha afinidade.

Solucién. Fixamos unha referencia na que a orixe sexa M, o primeiro vector MN e o
segundo vector MIN', para un N’ arbitrario féra da recta M N. Polo tanto, a aplicacién
f correspéndese, en coordenadas, con

z+1 1 1
) 5 =\ 0) S LY,
(z y)H( 3 y) (3 +3(@y)
isto ¢, a imaxe dun punto calquera P = M +v é f(P) = f(M) + f(v), onde f = 2 1d,
que é lineal. Iso quere dicir que f é unha afinidade.
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Problema 2.2. Dados catro puntos A, B,C, D dun plano afin real A de xeito que
tres calquera forman un tridngulo, determinar que a condicién necesaria e suficiente
para que exista unha afinidade f: A — A tal que f(A) =B, f(B)=C, f(C)=D e
f(D)=Aé que A, B,C, D sexan os vértices consecutivos dun paralelogramo.

Solucién. Fixamos a referencia {AB, AD; A}, e suponamos que as coordenadas de
C son (a,b). Sexa f a unica aplicacién afin que cumpre que f(A) = B, f(B) = C e
f(D) = A; a aplicacién é tinica xa que existe unha tunica aplicacién afin que tome uns
certos valores fixados sobre unha referencia. Como C = A + aAB + bAD, temos que

F(C) = f(A) + a(f(B) = f(A)) + b(f(D) = f(4))
=B+a(C—-B)+bA-B)
—bA+ (1—a—b)B +aC

A condicién D = f(C) é polo tanto equivalente a
(07 1) = (1 —a— b)(17 O) + CL(CL7 b)7

de onde temos que
0=1-a—b+a?
1 = ab.

Substituindo na primeira ecuacién b = 1/a, quédanos que
ad—a’+a—1=(a—1)(a>+1)=0,
cuxa Unica solucién real é a = 1.

Problema 2.3. Consideramos a afinidade de A]%{ que nunha referencia ten por ecua-

cions
=x—y-1
Yy =x+y+2.
Encontrar os puntos fixos.

(a
(b

)
) Calcular a imaxe da recta 2z 4+ 3y = 1.
(¢) Calcular a preimaxe da recta =’ = 1.
(d) Hai rectas invariantes?

Solucién. (a) Facendo (2/,y') = (z,y) temos que o unico punto fixo é (x,y) =
(*27*1)

(b) A imaxe do punto (—1,1) é (—3,2). A imaxe do vector director (3,—2) pola
aplicacién lineal asociada é (5, 1), polo que a recta é

r:(3,-2)+t-(5,1), teR

(c) Para achar o vector director, facemos a preimaxe do (0,1) pola aplicacién lineal

asociada. Resolvendo
1 -1\ _ fa\ (0O
1 1) \b) \1)’
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temos (a,b) = (1/2,1/2). Un punto de paso da recta é o (1,0), e para facer a
preimaxe facemos
(x—y—-1lz+y+2)=(1,0),

de onde vemos que (z,y) = (0, —2). Polo tanto, a recta é
(0,-2) +t(1,1), teR.
(d) Non hai rectas invariantes xa que a aplicacién lineal asociada non ten ningin
valor propio real.

Problema 2.4. Consideramos a afinidade de A% que nunha referencia ten por ecua-
ciéns

8

= et Byt 3t
mflyt i

:%x—}—%y—%z—l.

<

/

N

(a) Encontrar os puntos fixos e as rectas invariantes.

(b) Calcular a imaxe da recta

y—2 z41

(¢) Calcular a preimaxe do plano 2/ —y' — 2/ = 2.

Solucién. (a) Para atopar os puntos fixos pomos (z,y,2) = (2,3, 2’). Deste xeito
obtense un sistema compatible indeterminado, de xeito que o sistema de soluciéns
correspondese coa recta

r:(1/2,0,-1/2) + £(1,1,1), teR.

Para as rectas invariantes, usamos que o polinomio caracteristico da parte lineal
é —(X — 1)(X + 1)2. O subespazo propio correspondente ao valor propio 1 é o
((1,1,1)), polo que hai que analizar para que valores (a,b,c) se cumpre que a
recta (a,b,c) +t(1,1,1) é invariante. Iso é equivalente a que (a’,b',¢') — (a,b, )
sexa multiplo de (1,1,1), é dicir:

( 4 2 2 2 2 2

2 4 4
_ = Z Z 1.2a— - —c, = -b——-c—1 1,1,1)).
g0t gb+getlga—gbtsegatob— oo )6«, 1))

Igualando as tres componentes do vector, temos que a condicién é equivalente a
que (a, b, c) pertenza 4 recta de puntos fixos. Polo tanto, a tinica recta invariante
nesa direccién é a (1/2,0,—1/2) +¢(1,1,1).

Para o valor propio —1, o subespazo propio ten por ecuaciéns x +y + z = 0, polo

que estd xerado polos vectores (1,—1,0) e (1,0,—1). Entén, un vector propio

de valor propio —1 vén dado por (A + p,—A, —pu), e hai que imponer agora que
(@', b, ) — (a,b,c) sexa un multiplo de (A + p, — A, —pu):

4 2 2 2 4 2 2 2 4

- = b+ -c+1,-a— =b+ =c, = -b— - —1)6 A L=, =),

( 3a+3 +30+ 397 3 +3c 3a+3 3¢ (A +p )

En particular, como o vector (a’, ¥, ) — (a, b, ¢) xa estd no plano z +y + z = 0,

chega con impotier que pu(b’ —b) = A(¢’ — ¢). A condicién que se obtén é que

(a,b,c) ten que pertencer ao plano

3
A=z + AN+20)y + (—2X — )z — 2% = 0.



2.11.

PROBLEMAS 125

Unha maneira de interpretar o resultado é a seguinte. Se consideramos o plano
que contén a recta de puntos fixos r e que ten tamén a (A + p, —A, —u) como
vector director, calquera recta na direccién (X + p, —\, —p) ten un punto fixo (a
sta interseccién con r) e a sia imaxe pola afinidade ten a mesma direccién. Polo
tanto, é unha paralela a recta inicial e comparte un punto con ela, polo que ten
que ser a mesma. Polo tanto, o que estamos a dicir é que as rectas do plano

c—1/2 1 Atu
Y 1 =X |=0
z+1/2 1 —p

que tenien a direccién (A 4+ g, —\, —p) son invariantes. Polo tanto, para cada
eleccion de A e p hai un plano no que tédalas rectas que tenen o vector director
(A + g, —A, —p) son invariantes.

Podemos proceder de diias maneiras. Comezamos observando que a imaxe do
punto (0,2,—1) é (5/3,—4/3,2/3). Por outro lado, o vector director da recta ¢é
(1,2,3); a stia imaxe pola aplicacién lineal asociada é (3,2,1). Alternativamente,
podemos calcular a imaxe dun segundo punto, por exemplo o (1,4,2), que é
(14/3,2/3,5/3) e calcular o vector que une os dous puntos, obtendo en calquera
caso que a direccién da recta é (3,2,1). Polo tanto, a imaxe é

(5/3,-4/3,2/3) + t(3,2,1), teR.

O subespazo director do plano é o ((1,1,0),(1,0,1)). A imaxe do (1,1,0) po-
la aplicacién lineal asociada & afinidade é o (1/3,1/3,4/3) e a do (1,0,1) é
(1/3,4/3,1/3). Por outro lado, un punto do plano é o (2,0,0), que ten por imaxe
o punto (1/3,4/3,1/3). Polo tanto, o plano buscado é o

x—1/3 1/3 1/3
y—4/3 1/3 4/3|=o0.
2—1/3 4/3 1/3

Operando, vemos que a imaxe do plano estd dada por

ox —y—z=0.

Problema 2.5. Sexa f: A} — A2 a afinidade de ecuaciéns na referencia natural

¥=y+1
y=x+2y—3
2 =—x+22-1.

Encontrar tédolos planos invariantes por f.

Solucién. Sexa A a matriz ampliada correspondente 4 afinidade f:

0 1 0 1
- 1 2 0 =3
A= -1 0 2 -1
0 00 1
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Un plano en dimensién 3 é tamén un hiperplano, polo que é suficiente con achar os
vectores propios de A’. Temos que

Char(A%; X) = X* —5X3 +7X2 - X — 2
= (X - 1)(X —2)(X — (14 V2))(X — (1 -V?2)).

O subespazo de vectores propios correspondente ao valor propio 1 é o (0, 0,0, 1); isto non
define un hiperplano afin, senén que unicamente xustifica o feito de que o hiperplano
do infinito é invariante, como sucede con calquera afinidade.
Para cada un dos outros tres valores propios si obtemos planos invariantes. Para o valor
propio 2, temos que (0,1,1,—4) é un vector propio, polo que

m:y+z—4=0
¢é invariante. De xeito andlogo, temos

mo: (V2 =Dz 4+y+(1—-v2)=0

m3: (V2 =Dz +y+ (1+V2)=0.

Problema 2.6. Consideramos as rectas r e s de Aﬁ que tefien por ecuaciéns na refe-

rencia natural
r=1 r=t
T s:
y=t y=2t—2

e sexan P = (1,0), @ =(0,0) e @ = (1,1).

(a) Encontrar tédalas afinidades f que tefien P como punto fixo e tales que f(r) = s

e f(Q) =Q"
(b) Encontrar o lugar xeométrico dos puntos fixos por estas afinidades.

Solucién. Comezamos facendo a observacion de que as duas rectas intersecan no punto
P = (1,0). Consideramos a referencia candnica {vy,vs; O}.

(a) Tense que f((1,0)) = (1,0) e £((0,0)) = (1,1); en particular, f(vi) = (0,—1).
Como o vector director de  é o (0, 1) e o vector director de s é o (1, 2), a condicién
de f(r) = s quere dicir que f((0,1)) = A(1,2), para algiin A. Polo tanto, unha
afinidade f coas condicions pedidas vén dada pola matriz ampliada

0 A 1
-1 2X 1
0 0 1

(b) Se o 1 non é un valor propio da parte lineal, a afinidade ten exactamente un tinico
punto fixo, que necesariamente é o punto P. O polinomio caracteristico da parte
lineal é X2 —2AX + ), polo que o 1 é valor propio se, e soamente se, 1 —2A+\ = 0,
isto é, se A = 1. Entén, se A # 1, o tinico punto fixo é P.

Se A = 1, o subespazo de vectores propios de valor propio 1 é o ((1,1)). Un punto
(a,b) é fixo se, e soamente se

b+1,—a+2b+1)=(a,b).
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Isto é equivalente a dicir que o punto (a,b) pertence & recta z —y — 1 = 0.

Neste caso, pédese observar tamén que unha recta 7: (a,b) + ((1,1)) é invariante
por f se, e soamente se,

b+1,—a+2b+1)—(a,b) =(b+1—a,—a+b+1) € ((1,1)),

que ocorre sempre. Polo tanto, calquera recta con vector director (1,1) é inva-
riante.

Problema 2.7. Determinar o lugar xeométrico das imaxes dun punto dado P polas
afinidades de AE& que tenen unha recta dada r de puntos fixos e unha recta tamén dada
s, que se corta con r, invariante.

Solucién. Fixamos un sistema de referencia {v1, v, v3; O} do seguinte xeito. Situamos
a orixe O nun punto arbitrario da recta r, e consideramos que o seu vector director é v,
isto é, o punto (1,0,0) tamén estd en r. A continuacién, facemos que vz sexa o vector
director de ro. Observamos en particular que as rectas r e s estan ambas contidas no
plano m: z = 0. Finalmente, collemos como vs un vector calquera que non pertence ao
plano .

Polo tanto, se f é unha afinidade que cumpre as condiciéns do enunciado, cimprese o
seguinte:

(i) f(O) =0, xa que O é un punto fixo.

(ii) f(v1) = v1, xa que v é o vector director dunha recta de puntos fixos.
(iii) f(v2) = Avg, con A € R, xa que vy é 0 vector director dunha recta invariante.
(iv) f(vs3) = (o, 8,7), xa que non hai ningunha restricién sobre vs.

Polo tanto, a matriz ampliada dunha f como a do enunciado é

1 0 aa | O
00X B0
01 ~v]0
\o 0 0|1/

Polo tanto, a imaxe de P = (a,b,c) por f seréd

f(P) = (a+ ac, \b+ Be,vc).

a’—a
-

Se ¢ # 0, entén a f(P) pode tomar calquera valor (a’, V', ¢'): é suficiente coller a’ =
A=0,08= %/ ey = %/ Neses casos, o lugar xeométrico é todo o espazo afin A%. Se
¢ =0, pero b = 0, entén f(P) = (a, Ab,0); nese caso, a recta pasa por calquera punto
(a,b',0), simplemente pondo A = b'/b. Polo tanto, o lugar xeométrico é a recta

r=a
z=0,

isto é, a paralela a s que pasa por P. Se b = ¢ = 0, o punto sempre é fixo por pertencer
a r, polo que o lugar xeométrico é o propio punto P.

Problema 2.8. Determinar o lugar xeométrico das imaxes dun punto dado P polas
afinidades de A% que tenien unha recta dada r de puntos fixos e unha recta tamén dada
s, que se cruza con 7, invariante.
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Solucién. Fixamos un sistema de referencia {v1, v2, v3; O} do seguinte xeito. Situamos
a orixe O nun punto arbitrario da recta r, e consideramos que o seu vector director é v,
isto é, o punto (1, 0,0) tamén estd en r. A continuacién, consideramos un punto calquera
de s e facemos que v9 sexa o vector que une O con ese punto; é dicir, asignamoslle
coordenadas (0, 1,0). Finalmente, vs é o vector director de s, polo que o punto (0,1, 1)
tamén estd en s e un punto calquera ten componentes (0, 1,t), con t € R.

Polo tanto, se f é unha afinidade que cumpre as condiciéns do enunciado, cimprese o
seguinte:

Polo tanto, a matriz ampliada dunha f como a do enunciado é
0
0
0
0001

Polo tanto, a imaxe de P = (a,b,¢) por f serd

S O =

O = O
Ol O O

f(P)=(a,b,vb+ Xc).

Se b # 0, entén a terceira coordenada pode tomar calquera valor ¢/, simplemente to-
mando A =0 e v = b~1¢; 0 mesmo serve se ¢ # 0. Neses casos, o lugar xeométrico é a

recta
T =a
y=b,

isto é, a paralela a s que pasa por P. Se b = ¢ = 0, o punto sempre ¢é fixo por pertencer
a r, polo que o lugar xeométrico é o propio punto P.

Familias de afinidades e clasificacion.

Problema 2.9. Sexa h(O, \) a homotecia de centro O e razén A nun espazo afin A,
con O un punto calquera de A e A € K, con X\ # 1.

(a) Sexa f unha afinidade invertible calquera. Calcular a composicién foh(O, X)of~1.

(b) Calcular a composicién h(O, X)oh(O'; X') e deducir que se a composicién de dias
homotecias é unha homotecia, os seus centros estan alinados.

(¢) E un grupo o conxunto de tédalas homotecias?

Solucién. (a) Sex A é a matriz correspondente & parte lineal de f e b a parte co-
rrespondente & translacién, tratase de calcular
(A | b\ (AL | O\ [A7' | —A7'\ (AL | A0+ (1— )b\

o [ 1J\o [ 1JVvo | 1 /) X0 ] L)
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(b) A composicién é

(AL | O\ (NI | O\ (M1 | XO'+0O)
\o [ 1J\o [ 1) \o [ 1 )7
Tratase dunha homotecia se, e soamente se, A\ # 1. Nese caso, o centro é \O'+O,

que é unha combinacién de O e @', polo que estd na recta definida por eses dous
puntos.

(c) Non é un grupo, xa que a composicién pode ser unha translacién. En cambio, o
conxunto formado polas translaciéns e as homotecias si é un grupo.

Problema 2.10. Encontrar as afinidades (bixectivas) de A2 que deixan invariante un
triangulo dado ABC' e clasificalas.

Solucién. A afinidade permuta os vértices do tridngulo, polo que hai 6 opcidéns:

(a) f(A) = A, f(B) =B e f(C) =C. Como a afinidade fixa tres puntos indepen-
dentes, entén é a identidade.

(b) f(A) = A, f(B) = C e f(C) = B. Considerando a referencia {AB, AC; A}, a
matriz ampliada de f é

01 0
10 0
0 0 1

A variedade de puntos fixos é a recta x — y = 0, e tédalas rectas paralelas a
x +y = 1 son invariantes; é dicir, a afinidade é unha homoloxia xeral. Os casos
nos que B (respectivamente C) é fixo e A e C (resp. A e B) se intercambian son
analogos.

(c) f(A) = B, f(B) = C e f(C) = A. Considerando a referencia {AB, AC; A}, a
matriz ampliada de f é
-1 -1 1
( 10 0\ .
‘oo 1

Como o 1 non é valor propio, a afinidade ten un inico punto fixo, que é o baricentro
do triangulo xa que

f(A+§+C):B+§+A-

A matriz da aplicacion lineal non diagonaliza, polo que falamos de homotecia
especial.

Problema 2.11. No plano afin A%& consideramos unha recta r e dous puntos p,q ¢ r
de xeito que ¢ — p ten a mesma direccién que r.

(a) Clasificar tédalas afinidades f de xeito que r é f-invariante, f(p) =qe f(q) = p.
(b) Para as afinidades anteriores, clasificar a afinidade f|r.

Solucién. (a) Sexa t un punto calquera de r. Consideramos a referencia {pq, pt; p}.
Polo tanto, a recta pg ten ecuacién y = 0 e a recta r ten ecuacion y = 1. Ambas
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son invariantes por f. Tense que f(pq) = gp. Como f(t) = (a,1) e f(pt) =
f(t)—q¢=1(a,1) —(1,0) = (a — 1,1). Polo tanto, a matriz ampliada de f é

-1 a-1 1
0 1 0].

Voo 1)

Un punto (z,y) é fixo se

([E,y) = (—JJ + (a - 1)y+ 173/),

isto é, se
2e+ (1 —a)y=1.

Como os valores propios son 1 e —1, hai unha tinica recta de puntos fixos, que é
a descrita pola ecuacion anterior; todalas rectas paralelas a r son invariantes.

(b) Sexa t = (0,1) e t' = (1,1) e consideramos a referencia {tt’;¢}. Temos que
f@) =(a,1) e f(t') = (a —1,1), polo que f(tt') = —tt’. Polo tanto, a ecuacién
da afinidade é 2’ = —x + a. Ten un unico punto fixo, que é o x = a/2, e a
afinidade restrinxida & recta é unha homotecia de centro (a/2,1) e razén —1
(unha simetria).

Problema 2.12. Sexa f: A% — A% a afinidade que cumpre as seguintes tres condi-
cions:

(i) restrinxida ao plano x + 2y = 1 é unha homotecia;

(i) f(es) = 3es;
(iii) a recta (1,0,3) + ((0,1,0)) é de puntos fixos.
Responder as seguintes cuestions.
(a) Achar a razén da homotecia e a matriz de f na base canénica.
(b) Achar f(0,0,0) e determinar o centro da homotecia.
(c¢) Atopar as rectas invariantes por f.

Solucién. (a) Sexa m: x + 2y = 1. O subespazo director é F = ((—2,1,0),(0,0,1)),
e tense que f]F é un multiplo da identidade, é dicir, f]F = ald. Como e3 € F,
enton f(eg) = « - eg3 = 3eg, polo que a = 3, e esta é a razén da homotecia.

Xa sabemos que f(0,0,l) = (0,0,3) e f(O,l,O) = (0,1,0), xa que (0,1,0) é
subespazo director dunha recta de puntos fixos. Sabemos tamén que f (—2,1,0)
(—6,3,0), polo que

(¢}

£(1,0,0) = —%f(—z, 1,0) + = f(0,1,0) = (3,—1,0).

N | =

Tense entén que a matriz é

o l w
—

S = O

w o O
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Sabemos que
f(0>070) = f(1a0a3) - f(l,0,0) _f(0>073)
= (_2, 17 _6)

O centro da homotecia é a interseccién da recta de puntos fixos co plano. Un
punto xenérico da recta escribese como (1,t,3). Impomos agora que 1+ 2t = 1,
polo que ¢t = 0; isto quere dicir que o centro da homotecia é o (1,0, 3).

Sexa v = (x,y,z) un vector propio de f e consideremos un punto arbitrario
(a,b,c). Para que o punto pertenza a unha recta invariante de vector director v,
tense que cumprir que

f(a,b,¢) — (a,b,¢) = (2a — 2, —a+1,2¢c — 6) € (v).

Imos distinguir dous casos. En primeiro lugar, se v ten valor propio 3, cimprese
que x+2y = 0. Polo tanto, é suficiente con impotier que (a—1, c—3) sexa miltiplo
de (z, z), é dicir, que za — zc = z — 3z. Polo tanto, para cada vector v temos un
plano no cal tédalas rectas de vector director v son invariantes; é o plano cuxo
subespazo director estd xerado por v e por (0,1,0), e que pasa polo (1,0,3), o
centro da homotecia. En segundo lugar, se v ten valor propio 1, é un multiplo de
(0,1,0), polo que se precisa que a = ¢ = 0, pero b pode tomar calquera valor.
Temos polo tanto a recta (0,0,0) 4+ ((0,1,0)), que de feito é de puntos fixos.

Problema 2.13. Sexa f: A% — A3 unha afinidade tal que a recta z = 1, z = 0 é
invariante, e o plano 7: = + y + z = 3 tamén é invariante.

(a)

(b)

()

Dar unha referencia de A% na que f tefia ecuaciéns

a 0 0 T
f(Z,9,2)=10 a b| [y
0 ¢ d z

Suponamos que a recta r: x = 2, y + 2z = 1 é fixa e que f(3,0,0) = (0,0, 3).
Clasificar a afinidade do plano f|r: m — 7.

Se ademais f(2,0,0) = (2,—1,0), dar a matriz de f na referencia ordinaria.

Solucién. (a) Para ter unha referencia {v1,vs,v3; O} como a pedida, é suficiente

con que O sexa un punto fixo, v; sexa o vector director dunha recta invariante e
{v2,v3} sexa base do subespazo director dun plano invariante. A interseccién do
plano e da recta, o punto (1,2,0) ¢é invariante, xa que a interseccién de variedades
invariantes tamén o é. Escollemos entén O == (1,2,0), v; = (0,1,0), vy =
(1,-1,0) e v3 = (1,0, —1).

Temos que o plano contén unha recta de puntos fixos e unha recta invariante que
se cortan nun punto; iso quere dicir que calquera recta paralela & recta invariante
tamén o serd, xa que a direccién da recta imaxe serd a mesma e todas elas contenen
un punto da recta de puntos fixos. Como f|m non é a identidade, temos que é
unha homoloxia xeral.

Para caracterizar f é suficiente con dar a imaxe de catro puntos afinmente in-
dependentes. Xa sabiamos que f(1,2,0) = (1,2,0), e agora temos tamén que
f(3,0,0) = (0,0,3). Para caracterizar a restricién de f ao plano, é suficiente
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enton coller un punto sobre a recta r que non estea alifiado cos dous anteriores,
por exemplo, o (2,0, 1), que cumpre f(2,0,1) = (2,0, 1). Finalmente, temos que
f(27 07 0) = (27 _13 0)

£(1,2,0) = (1,2,0)
£(3,0,0) = (0,0,3)
£(2,0,1) = (2,0, 1)
f(2,0,0) = (2,-1,0).

Isto permitenos calcular f considerando restas de puntos:

£(0,0,1) = (0,1,1)
£(1,0,0) = (=2,1,3)
f(=1,2,0) = (-1,3,0).

En particular,

£(0,1,0) = = f(1,0,0) + = f(—1,2,0) = (—3/2,2,3/2).

1
2

N

Finalmente, observamos que, chamado e ao vector (1,0, 0), cimprese que (0,0,0) =
(2,0,0) — 2ey, polo que

£(0,0,0) = £(2,0,0) — 2f(e1) = (6,—3,—6).

Polo tanto, a afinidade buscada ten por matriz ampliada

-2 -3/2 0| 6
1 2 1] -3
3 3/2 1| -6
\o o0 o] 1/

Problema 2.14. Encontrar as ecuaciéns da afinidade de A% que deixa invariante o
plano 7: x + y = 1, actiia sobre este plano como unha translacién de vector (0,0,1) e
envia o punto (1,1,0) & orixe.

Solucién. As condiciéns do enunciado determinan completamente a imaxe de 4 puntos
independentes: a de calquera do plano 7 e a do punto (1,1,0). En particular,

f£(1,0,0) = (1,0,1)
£(0,1,0) = (0,1,1)
f(1,0,1) = (1,0,2)
f(1,1,0) = (0,0,0).

Isto permite determinar, considerando as diferenzas, as imaxes por f dun conxunto de
tres vectores linealmente independentes:

f(~=1,1,0) = (=1,1,0)
(0,0,1) = (0,0,1)

f
£(0,1,0) = (=1,0,—1).
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Polo tanto,

f(1,0,0) = f(0,1,0) — f(-1,1,0) = (—-1,0,—1) — (—1,1,0) = (0, —1,—1).

Finalmente, observamos que, chamado e; ao vector (1,0,0), cimprese que (0,0,0) =
(1,0,0) — e1, polo que

f(()?O?O) = f(l,0,0) - f(el) = (17 172)'

Polo tanto, a afinidade buscada ten ecuaciéns

¥=-y+1
Yy =—x+1
Z=—z—y+2z+2

Problema 2.15. Encontrar as ecuacions na referencia ordinaria da homoloxia xeral
de AIZR que ten por eixe a recta r: x + 2y — 3 = 0, de razén a = —2 e na direccién do
vector v = (1, 3).

Solucién. A recta r ten vector director (—2,1), polo que este é un vector propio de
valor propio 1; de xeito similar, o vector (1,3) é un vector propio de valor propio —2.
Polo tanto, podemos dar a matriz na referencia R = {(—2,1),(1,3);(1,1)}, xa que
(1,1) é un punto do eixe e polo tanto fixo; neste caso, temos

Na referencia candnica, temos que

= 3

fa,0= —2f -2+ 20,3 = (5,-)
foy=2ian+2fan=(-2-%).

Por outro lado, se e; = (1,0) e e2 = (0, 1), temos que (0,0) = (1,1) — e; — ez, polo que

£0.0) = 01,1 = flen) - flea) = (3.77).

Entén, a matriz na base candnica é

( —454 /77 _ 161//77 297//77\.

‘o 0 | 1)

Problema 2.16. Na familia de afinidades de A]% de ecuaciéns

' =ax+ay+b
y' = ax + 6y + b?

hai catro homoloxias de xeito que os seus eixos son os lados dun paralelogramo. Achar
os vértices do paralelogramo.
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Solucién. Tense que a afinidade é unha homoloxia se, e soamente se, 1 é un valor
propio de
Char(f; X) = X% — (6 +a)X + 6a — a>.
Iso é equivalente a dicir que 1 —(6+a)+6a—a? = 0, ou o que é 0o mesmo, a®—5a+5 = 0.
Polo tanto, a = Lg/g Por outro lado, para eses valores de a, tense que cumprir que o
rango de f — Id coincida co da matriz ampliada ao consbiderarmos tamén o vector de
a __ 5

coeficientes. Se b = 0, iso ¢ evidente. Senén, imos ¢ = —3, polo que b = —2

Imos atopar en cada un dos casos os eixes da homoloxia.

s Para a = % eb= —% = _5%\/57 o vector propio asociado ao valor propio 1 é
( — /5, 127‘/5> Ese é o vector director do eixe, e para achar un punto calquera

atopamos un punto invariante, por exemplo o (0, #)

545 1+x/5>
2

= Para a = e b = 0, o vector propio asociado valor propio 1 é ( — /5, :

e un punto fixo é o (0,0).

-Paraa:%eb:_%_%ﬂ/g VB

= =252, o vector propio de valor propio 1 é <\/5 y =5 )
Ese é o vector director do eixe, e para achar un punto calquera atopamos un punto

).

invariante, por exemplo o (0,

-Paraaz%

e b = 0, o vector propio de valor propio 1 é (\/5, 1*2\/5) e un
punto fixo é o (0,0).

Podemos achar agora os 4 puntos de corte. Consideremos o segundo eixe, que ten por

545

ecuacion y = —2¥2x. A ecuacién do terceiro eixe é

10
-3—-vV5 =545
y = + z,
2 10

polo que o punto de interseccién é P, = <%, —2— \/5) O punto de interseccién co
cuarto eixe é o P, = (0,0). O primeiro eixe ten por ecuacién

_34VE 54 VE
Y= 0

e o punto de interseccion co terceiro eixe é Py = (5, —4). O punto P é a interseccién do

primeiro eixe co cuarto, que ten ecuacion y = %O\/gm. Polo tanto, P; = (%‘/5, -2+

Problema 2.17. No plano afin real A%& consideramos a afinidade que na referencia
ordinaria ten por ecuacions

onde a é un parametro.
(a) Clasificar f en funcién de a e atopar as rectas f-invariantes en cada caso.

(b) Para a = 3, achar un sistema de referencia no que f tena unha expresién reducida.
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(¢) Sexa g unha homoloxia xeral e 7, unha translacién de vector v. Dar condiciéns
necesarias e suficientes para que f = 7, o g sexa unha homoloxia xeral.

Solucién. (a) A parte lineal de f ten por matriz

2 —1

3 -2/’
que ten valores propios 1 e —1. Para que haxa rectas invariantes, a parte lineal
(1,a) ten que ser linealmente dependente con (1,3), polo que a = 3. Se a # 3,
enton f non ten puntos fixos. Para as rectas invariantes, sabemos que hai unha

Unica recta invariante de vector director o vector propio de valor propio 1, que é
(1,1). Para achar un punto de paso, impomos que

fle,B) = (., ) = (a = B+ 1,3a = 3B +a) € ((1,1)),
que implica que 4o — 43 = 1 — a. Esta é precisamente a ecuacién da recta inva-
riante, que ten pendente 1.
Se a = 3 trétase dunha homoloxia xeral de eixe © —y = —1 e de direccién (1, 3),

polo que calquera recta con vector director (1,3) é invariante.

(b) Consideramos o sistema de referencia {(1,1), (1,3);(0,1)}. Nese sistema de refe-
rencia, a matriz é

(c) Na base na que a homoloxia admite a referencia reducida, temos que f se escribe

como
10 a 1 0 0 1 0 a
0 1 b 0 « 0] =10 « b].
ooy ol

Tense que cumprir que (a,b) sexa miltiplo de (0, — 1), polo que a condicién

necesaria e suficiente é que a = 0, isto é, que a translacién sexa na mesma direccién
que a homoloxia.

Problema 2.18. Sexa f: A% — A% unha afinidade tal que:
(i) (0,0) é un punto fixo.
(ii) as rectas r: y =2x e s: © +y = 1 son invariantes por f.
Responder as seguintes preguntas.
(a) Demostrar que r é unha recta de puntos fixos.
(b) Sabendo que f(2,—1) = (1,0), encontrar a matriz de f nunha referencia.
(c) Mantendo as hipéteses do apartado anterior, estudar as rectas invariantes por f.

Solucién. (a) A interseccién de r e s é o punto (1/3,2/3). Como o punto (0,0) tamén
pertence & recta r, esta ten dous puntos fixos e polo tanto é unha recta de puntos
fixos.
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Temos que f(1/3,2/3) = (1/3,2/3) e f(2,—1) = (1,0). Como a orixe O tamén
¢ un punto fixo, se pomos v; = (1,0) e vo = (0,1), podemos calcular as imaxes
deses vectores a partir dos tres puntos que coniecemos. En concreto, na referencia

{v1,v2; O} a matriz é
O /3/5 1/5 | 0
A=|2/5 4/5 | 0f.

\o o |1

Sexa s: p+ (v) unha recta arbitraria. Para que s sexa invariante, necesariamente
v ten que ser un vector propio de f Os valores propios de f son 1 e2/5 O
subespazo de vectores propios asociado ao valor propio 1 é ((1,2)), e o asociado
ao valor propio 2/5 é ((1,—1)).

Sexa s: (a,b) + t(1,2) unha recta calquera de vector director (1,2). Entén, s é
invariante por f se, e soamente se, f(a,b) — (a,b) € ((1,2)). Neste caso,

2 b 2 b
fab) = (@b =(-F+3.5 7).

polo que se ten que cumprir que

5 ( 2a n b) ~2a b
5 5/ 5 5
Isto é equivalente a 2a = b; é dicir, a recta ten que ser y = 2z, que € a recta de

puntos fixos do primeiro apartado.

Sexa agora s: (a,b) + t(1,—1) unha recta calquera de vector director (1,—1).
Entén, r é invariante por f se, e soamente se, f(a,b) — (a,b) € ((1,—1)). Neste
caso, ) - )
a a
f(avb) (CL?b)_( 5 +5a 5 5)7
que sempre é un multiplo de (1, —1). Polo tanto, calquera recta paralela a z+y = 0
é invariante por f.

Alternativamente, como unha recta en A]% ¢ un hiperplano, podemos achar di-
rectamente os vectores propios de A!. Como os valores propios son 1 (dobre) e
2/5, vemos que os subespazos propios correspondentes son ((1,1,0),(0,0,1)) e
((—2,1,0)), respectivamente. Polo tanto, as rectas invariantes son —2x +y =0 e
calquera da forma x +y+c¢=0, con c € R.

Problema 2.19. Sexa ABC un tridngulo dun espazo afin calquera, P un punto da
recta BC' e M un punto da recta AP. As paralelas a CM por P e a AP por B cortanse
no punto B’. As paralelas a BM por P e a AP por C cértanse nun punto C’. Sexan I,
J e K os puntos medios de PM, BB’ e CC".

(a)
(b)

Demostrar que M, B’ e C' est4an alinados.

Demostrar que I, J e K estan alinados.

Solucién. (a) Consideramos a homoloxia xeral de centro P, que fixa a recta BC, na

que tédalas rectas paralelas a AP son invariantes e que envia M a A. Alternati-
vamente, esta ¢ a afinidade caracterizada por fixar a rectas BC e enviar M a A.
Como as afinidades conservan paralelismos, o problema é equivalente ao seguinte:
sexa B” a interseccion da paralela a AC por P e da paralela a AP por B, e sexa
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C" a interseccion da paralela a AB por P e da paralela a AP por C. Demostrar
que B", A e C" estdn alinados. Este problema resélvese empregando coordena-
das. Fixamos como referencia {AB, AC; A} e pomos P = (a,1—a). Entén, temos

que B" = (a, %‘51_“)) e C" = (aa—fl, 1—a), e un calculo inmediato amosa que

os tres puntos estan alinados.

(b) Consideremos a homoloxia de eixe BC, na direccién AP e de razén 1/2. Entén, os
puntos M, B'e C' vana I, J e K, e como as homoloxias mantefien as colineaciéns,
tense automaticamente o resultado.

Problema 2.20. Dado un tridngulo ABC' dun espazo afin real, encontrar tres puntos
A’, B',C" de xeito que B’ é o punto medio de AC’, C’ é o punto medio de BA’ e A’ é
o punto medio de C'B'.

Solucién. Consideramos a composicion das seguintes tres homotecias: a homotecia de
centro A e razén 2; a homotecia de centro B e razén 2; e a homotecia de centro C e
razén 2. A primeira envia B’ a C’; a segunda envia C’ a A’; e a terceira envia A’ a B'.
Polo tanto, a composicién das tres ten a B’ como punto fixo. Se consideramos o sistema
de referencia {AB, AC; A}, temos que a composicién das tres homotecias se escribe en

forma matricial como
-1 2 0 0 8 0 -2
0 0 2 0]=10 8 -1].

2 0 0 2 0

0 2 -1 0 2

ol 1/Wwol1/Wol1) ol 1)

A condicién de que B’ sexa un punto fixo quere dicir que se chamamos (2, y2) 4s stas
coordenadas, entén

1’2:83;'2—2, y2:8y2—1,
polo que B’ = (%, %) De xeito similar, considerando a composicién das homotecias na

orde correspondente, obtemos que A’ = (%, %) e (' = (%, %)

Problema 2.21. Consideramos as variedades lineais afins de A% dadas por
r:(1,0,1) +{(0,1,1)), m:z—-y+z=1

Sexa f: A3 — A3 a simetria con respecto ao plano 7 na direccién G = ((1,1,1)) (tamén
chamada simetria especular).

(a) Dar unha referencia de A3 e determinar a matriz de f nesta referencia.
(b) Calcular a imaxe da recta r pola afinidade f.

Solucién. (a) Calquera vector contido no plano 7 é un vector propio de valor propio
1; collemos por exemplo v; = (1,1,0) e v = (0,1,1). A direccién da simetria
v3 = (1,1,1) é un vector propio de valor propio —1. Finalmente, calquera punto
do plano 7 é un punto fixo; tomamos O = (1,0,0). Deste xeito, na referencia
{v1,v2,v3; O}, a matriz é

10 0 |oO
01 0 |0
00 —1 |0
\o 0 0o | o
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(b) O vector director (0,1, 1) pertence ao subespazo director de 7, polo que é fixo pola
proxeccién. Chega entén con calcular a imaxe dun punto arbitrario da recta. Sexa
P =(1,0,1). O punto de corte co plano , é a interseccién de (1,0,1)+ ((1,1,1))
con 7, isto é, o (0,—1,0). Temos que f(P)=2P —P = (—1,—2—1). Polo tanto,
f(r): (=1,-2,-1) + ((0,1,1)).

Problema 2.22. Sexa a un nimero real. Consideramos a afinidade f,: Aﬁfg — A% que,
nun certo sistema de referencia, vén dada polas ecuacions seguintes:

¥ =Tr— (10a+ 1)y + (7 —5a)z + 3
Yy =2+ (2—4a)y+ (3—2a)z+1
2" =—6z+ (8a+5)y+ (4da —4)z — 3.

(a) Atopar o conxunto de puntos fixos de f, para cada valor de a.

(b) Se a = 2, estudar as variedades lineais afins invariantes por fo (puntos, rectas e
planos)

(c) Demostrar que se a # 2, entre os planos invariantes por f, hai dous que contefien
unha recta de puntos fixos. Probar que a restricién de f, a un destes planos é
unha homoloxia especial e a restricién ao outro plano é unha homoloxia xeral.

Solucién. (a) Para achar os puntos fixos, temos que resolver o sistema (z/,y/, 2’) =
(z,y, z). Operando, iso corresponde con

6 —10a—1 7-—5a T -3
2 1—4a 3-—2a yl =1-1
—6 8a+5 4a-—5>5 z 3

Chamemos A 4 matriz do sistema. Se c1, ¢o e c3 denotan as columnas da matriz,
enton gcl + co — 2c3 = 0, independentemente do valor de a. Polo tanto, o rango
da matriz é como moito 2. Para que o rango sexa 1, cada columna ten que ser
linealmente dependente coas outras, e unha comprobacién rutineira amosa que
iso pasa se, e soamente se, a = 2. Polo tanto, cémpre distinguir dous casos:

» Se a = 2, temos que os puntos fixos correspéndense con (—1/2,0,0) + ker A,
xa que (—1/2,0,0) é unha solucién particular. Operando, a variedade afin
de puntos fixos correspéndese con

20 —T7y—2+1=0.

» Se a # 2, os puntos fixos correspéndense tamén con (—1/2,0,0)+ker A, pero
neste caso, ker A = ((5/2, 1, —2), independentemente do valor de a.

(b) Os puntos invariantes xa se atoparon no apartado anterior. Sexa

7 —21 -3 3

. 2 -6 -1 1
M=1_¢ a1 4 -3
\o 0 0

a matriz da afinidade e M a matriz correspondente & parte lineal. Ctimprese que
Char(M; X) = —(X — 1)2(X — 3), polo que os valores propios son 3 (simple) e 1
(dobre).
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,—3), polo que para
. Isto pode escribirse

O subespazo propio correspondente ao valor propio 3 é ((3,
ter rectas invariantes hai que impor que f(p)—p € ((3,1,—3)
como

1
)

(6x — 21y — 32+ 3,22 — Ty — 2+ 1,—6x + 21y + 32 — 3) € ((3,1,-3));

a condicién sempre se cumpre, xa que a primeira coordinada é o triplo da segunda,
e a primeira e a terceira son iguais cambiando o signo.

O subespazo propio correspondente ao valor propio 1 é F': 2z — Ty — z = 0, polo
que consideramos un vector v = (x,y, z) con v € F. Imponiemos agora que

(6a —21b—3c+3,2a —Tb—c+ 1, —6a + 21b + 3¢ — 3) € (v);
como v € F', tense que cumprir que
2(6a—21b—3c+3)—7(2a—Tb—c+1)— (—6a+21b+3c—3) = 4a—14b—2¢+2 = 0.

E dicir, unha condicién necesaria para que un punto (a, b, c) pertenza a unha recta
de vector director v é que estea contido no plano de puntos fixos. Esta condicién é
4 sta vez suficiente, xa que como o vector director da recta pertence ao subespazo
director do plano, a recta estara totalmente contida no plano e polo tanto sera
de puntos fixos.

Polo tanto, temos un plano de puntos fixos e tédalas rectas paralelas a unha
direccién non contida no plano son invariantes; é o que se coniece como homoloxia
xeral.

Por dltimo, para os planos invariantes calculamos os vectores propios de M.
Os valores propios asociados son 1 e 3; o 3 é simple e o vector propio asociado
dd o plano 2x — Ty — 2z + 1 = 0, que é o plano de puntos fixos. O subespazo
propio asociado é G = ((0,0,0,1),(1,0,1,0),(—1,3,0,0). Polo tanto, os planos
invariantes son todos os da forma

(=b+c)x+3by+cz+d=0,

con (b,c) # (0,0). E dicir, son tédolos planos que contenien o vector propio de
valor propio 3.

Para achar os planos invariantes, temos que calcular os vectores propios da matriz
trasposta da afinidade, que é

7 2 —6
—10a—1 2—4a 8a+5
7T—5a 3—2a 4a—14
3 1 -3

_ o O O

Os valores propios son 3 (simple) e 1 (triplo).

O vector propio asociado a 3 é o (2,—7,—1, 1), que se corresponde co plano
m:2x—Ty—z+1=0.

Este plano pddese escribir como 7: (—1/2,0,0) + ((5/2,1,—2),(7,2,0)), de xeito
que a forma reducida é
1 0
0
0

Ol = =
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temos polo tanto unha homoloxia especial.

O espazo de vectores propios de valor propio 1 é o ((2,-3,1,0),(0,0,0,1)), de
xeito que os planos invariantes son da forma

mq: 26— 3y + 2+ d = 0;

convén observar que consideramos tédalas combinaciéns lineais dos dous vectores
nos que o coeficiente de (2,—3,1,0) é non nulo. Se fixamos por exemplo d = 1,
temos o plano 2z — 3y + z + 1 = 0, que contén o punto fixo (—1,2,0) e ten no seu
subespazo director un vector propio de valor propio 1 e outro de valor propio 3,
polo que a forma reducida é

1010
03| o0];
00| 1

temos polo tanto unha homoloxia xeral.

En calquera caso, non é preciso atopar tédolos planos invariantes como fixemos
aqui; teria sido suficiente con observar que a restricién a un plano da forma
p+ (v1,v2), onde p é punto fixo, v é vector propio de valor propio 1 e vg tamén é
vector propio de valor propio distinto de 1 é unha homoloxia xeral; e a restricion
a un plano da forma p 4 (v1, v2), onde p é punto fixo, v; é vector propio de valor
propio 1 e vy é vector propio xeralizado de xeito que f(vy) = v; + v2 é unha
homoloxia especial.

Problema 2.23. Consideramos a afinidade de AI‘E dada por
flx,y,2) = Bz + 2y + 2z + 1,22 + 3y + 22,2z + 2y + 3z).
(a) Atopar as rectas invariantes por f.
(b) Atopar os planos invariantes por f.

(c) Consideramos os planos

1
7T1::c—i—y—l—z—l—6:07 mo:y —z=0.

Usando que 71 e 79 son invariantes por f, clasificar as afinidades f|m; e f|mo.

Solucién. (a) A matriz da afinidade é

O O =

QI W N
OlW NN

Y

O polinomio caracteristico da parte lineal é —(X —1)2(X —7). Os vectores propios
asociados ao valor propio 1 son os da forma (z,y,z), con x +y + z = 0. Para
termos unha recta invariante, necesitamos tamén que un punto dela, p = (a, b, c¢),
cumpra que f(p) — p pertenza ao subespazo director. Se v = (z,y, z) é un vector
propio, entén

fp)—p=(2a+2b+2c+1,2a+ 2b+ 2¢,2a + 2b+ 2¢) € {(z,y, 2)),
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polo que, en particular, a segunda coordenada coincide coa tercera, e v ten que
ser un multiplo de (—2,1,1). Como a suma das tres componentes é cero, unha
condicién necesaria é 6(a + b+ ¢) + 1 = 0; porén, tamén é suficiente, xa que, de
ser ese o caso, f(p) —p = (2/3,—1/3,—1/3). E dicir, as rectas invariantes serén
todas aquelas contidas no plano = +y + z + é = 0 con vector director (—2,1,1).

Como o subespazo propio de valor propio 7 esta xerado polo (1,1,1), a condicién
neste caso é que un punto (a, b, c) cumpra que

f(p) —p=(2a+2b+2c+1,2a +2b+ 2¢,2a +2b + 2¢) € ((1,1,1)),

que non é posible xa que a primeira componente nunca pode ser igual s outras
duas.

Os planos invariantes son os da forma Az + By+Cz+D = 0, con (4, B,C, D) un
vector propio de A! distinto de (0,0,0, D). Os valores propios de A’ son 1 (triple)
e 7. Do vector propio correspondente ao valor propio 7 obtense o plano

1
vty+z+c=0

Os vectores propios correspondentes ao valor propio 1 son os da forma (0, A\, =\, p),
polo que se corresponden cos planos

My —2)+p=0,

onde A ten que ser distinto de 0, xa que p = 0 non se considera solucién. Dividindo
por A, quédannos tédolos planos da forma

y—z+d=0.

A restricién de f a w1 é unha translacién de vector (2/3, —1/3, —1/3). Isto séguese
de observar que, no plano 71,

3r+2y+2z+1=a+

20 +3y+22=9y—

Wl Wl Wl

20+ 2y +32=2—

A restriciéon de f a my é unha homoloxia xeral seguida dunha translacién. Sexa
v1 = (1,0,0), v2 = (0,1,1) e P = (0,0,0). Entén,

flv1) =3v1 4+ 2v9, f(va) =4vy + 5ve, f(P)= P+ v;.

Polo tanto, a matriz de f|my é

ol W
OO

1

E inmediato comprobar que non ten puntos fixos, e os valores propios da parte
lineal son 1 e 7. Tratase polo tanto dunha homoloxia xeral seguida dunha trans-
lacién, na que a unica recta invariante é 6z + 12y + 1 = 0.
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A afinidade descrita neste problema ¢ unha homoloxia xeral seguida dunha translacién
nunha direccién do plano. Unha homoloxia xeral é unha afinidade que ten un plano
de puntos fixos e na que tédalas rectas cun vector director non contido no plano son
invariantes. A forma reducida é

)

O O =
S O =

OO = O
ol oo

\o Y

con o # 1. Deste xeito, non hai puntos fixos e as Unicas rectas invariantes son as
contidas no plano de puntos fixos pola homoloxia e que tenen a direccién da translacién.
Finalmente, os planos invariantes son, por un lado, o correspondente ao plano de puntos
fixos da homoloxia, e logo todos que contenen a direccién das rectas invariantes pola
homoloxia e o vector director da translacién; polo tanto, isto d& lugar a unha familia
de planos paralelos, que son todos os da forma y — z = d.

Proxectividades.

Problema 2.24. En P4 consideramos a recta L: 2z—z = 0 e a proxectividade f: P4 —

1 -2 0
IP)]% que ten por matriz A= [0 1 3 |. Calcular a imaxe da recta L por f.
0 -1 0

Solucién. Os puntos [0 : 1 : 0] e [1 : 0 : 2] pertencen & recta. As stas imaxes pola
proxectividade son [—=2:1: —1] e [1: 6 : 0]. A ecuacién da recta que pasa por eses dous
puntos é

r —2 1
O=ly 1 6|=6x—y—13z.
z —1 0

Problema 2.25. Sexa f: P? — P2 unha homografia do plano proxectivo, con f = [¢].
Suponamos que ¢ ten un valor propio dobre e que é diagonalizable. Demostrar que
f ten un punto fixo p e unha recta de puntos fixos L, con p ¢ L. Supofiamos que se
coniece a imaxe dun punto M ¢ L e M # p. E posible caracterizar a imaxe dun punto
q calquera?

Solucién. Consideramos dous puntos arbitrarios da recta que non pertencen & recta
pV M; chamémoslles A e B. Temos entén que { A, B, p; M} é unha referencia proxectiva,
e sabemos que existe unha tnica proxectividade que envia a referencia a uns certos
valores. Se q ¢ pV f(M), procedemos do seguinte xeito:

- A recta p V ¢ é invariante, xa que contén dous puntos fixos, p e o punto de corte
de pV q con L.

- Sexa N =LN(qV M). A imaxe da recta ¢V N é arecta NV f(M), xa que N é
fixo e f(M) é a imaxe de M.

Polo tanto, f(¢) = (pV q) N (N V f(M)), como se ilustra no seguinte debuxo.
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Se g € pV f(M), entén collemos outro punto féra da recta para desempenar o papel
de M, xa que como a proxectividade é bixectiva, sempre habera puntos que tenan a
imaxe fora da recta pV q.

Problema 2.26. Consideramos un plano proxectivo P2.

(a) Atopar as ecuaciéns da homograffa de P? que deixa fixos os puntos [(1,2,0)],
[(1,-1,4/3)] e [(1,—1,—/3)] e que envia [(1,0,0)] a [(0,1,0)].

(b) Atopar as ecuaciéns da homografia de P? que deixa fixo o punto [(1,0,—1)],
x4y +2z = 0 é unha recta de puntos fixos e que transforma [(1, —1,1)] no punto
[(_57 17 3)]

(c) Encontrar as ecuaciéns da composicién das dias homografias anteriores.

Solucién. (a) Consideramos a referencia proxectiva R = {[1:2:0],[1: —1:+/3],[1 :
—1:—v/3];[1:0:0]}. Para atopar unha base adaptada, resolvemos

04(1,270) + /8<17 _17 \/g) + 7(17 _17 _\/g) - (17070)7
e temos que (o, 3,7) = (1/3,1/3,1/3). Unha base adaptada é B, = {uy, u2,us},
con u1 = (1/3,2/3,0), up = (1/3,-1/3,1/v/3) e uz = (1/3,—-1/3,—1/+/3). Tense

que, para i = 1,2,3, f(u;) = A\ju;, e para achar os \;, pomos

AUl + Aoug + Azug = f(u1 + ug + U3) = (0, 1, 0).

Iso quere dicir que A\; = 1, Ao = —1/2 e A3 = —1/2. Polo tanto, nesta referencia
a matriz é

1 0 0

0 —1/2 0 ,

0 0 —1/2

que se corresponde cunha homoloxia xeral.

(b) Consideramos a referencia proxectiva R = {[1:0: —1],[1: —=1:0],[2:0: —1];[1:
—1:1]}. Para atopar unha base adaptada, resolvemos

a(1,0,—1) + B(1,-1,0) + (2,0, —-1) = (1,—1,1),
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e temos que (a,f3,7v) = (—2,1,1). Polo tanto, unha base adaptada é B, =
{uy,ug,us}, con uy = (—=2,0,2), uz = (1,—1,0) e ug = (2,0,—1). Tense que,
para i = 1,2,3, f(u;) = \ju;, e para achar os \;, pomos

AUl + Aoug + Asug = f(u1 + us + U3) = (—5, 1, 3).

Iso quere dicir que Ay = 1, Ao = —1 e A3 = —1. Polo tanto, nesta referencia a
matriz é

1 0 0

0 -1 0|,

0o 0 -1

que se corresponde cunha homoloxia xeral.

(c) Sexa f a proxectividade do primeiro apartado; correspéndese cunha aplicacién
lineal ¢ tal que

©(1,2,0) = (1,2,0), ¢(2,—2,0) = (=1,1,0), ¢(0,0,1) = (0,0, —1/2),

onde empregamos que calquera vector do plano x 4+ y = 0 é un vector propio de
valor propio —1/2. Polo tanto, ¢(1,0,0) = (0,1,0) e ¢(0,1,0) = (1/2,1/2,0). De
xeito andlogo, se g é a proxectividade do segundo apartado, correspéndese cunha
aplicacién lineal g de xeito que

¥(-1,0,1) = (-1,0,1), o(1,-1,0)=(-1,1,0), ¢(2,0—1)=(-2,0,1).

LOgO, ?P(l» Oa 0) = (_37 01 2)7 ¢(07 07 1) = (_4a 07 3) € w(()) 17 O) = (_2> _17 _2)
Polo tanto, para facer a composicién das dias proxectividades chega con facer

—3 —2 -4\ /0 1/2 0 —2 —5/2 2
0 -1 0 |f11/2 o J=(-1 -1/2 o0
2 —2 3/)\0 0 -1/2 —2 0 -3/2

Problema 2.27. Atopar os puntos fixos e as rectas invariantes das homografias de ]P’%&
dadas polas matrices

2 -1 2 2 01
A=|5 -3 3|, B=|1 11
-1 0 -2 -1 00
Solucién. O polinomio caracteristico da primeira matriz é Char(4; X) = —(X + 1)3.

Iso quere dicir que —1 é un valor propio de multiplicidade alxébrica 3; como ker(A +1)
ten dimension 1, e a forma de Jordan consta dun bloque de tamaiio 3. Para atopar un
xerador, collemos un vector v3 que non estea no ntcleo de ker(A4 4 I)2, por exemplo
vz = (1,0,0). Logo definimos vy = (A +D)vz = (3,5, —1) e v1 = (A +Dve = (2,2, -2).
Na base {v1,v2,v3}, a matriz de Jordan ten a forma

Esta proxectividade ten como tinico punto fixo p = [v;], e como tnica recta invariante
L= [’Ul] V [UQ}.
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O polinomio caracteristico da segunda matriz é Char(B; X) = —(X —1)3. Como ker(B—
I) ={((1,0,-1),(0,1,0)), temos que nunha base de Jordan {v;, v, v3}, a forma reducida
corresponde a

1 10
010
0 0 1

Collemos v2 = (1,0,0), de xeito que non estea en ker(B — I), e logo definimos v; =
(B—T)vy = (1,1,—1) e v3 de xeito que {v1,v3} sexa base de ker(B — I), por exemplo,
v3 = (0,1,0). Entén, os puntos fixos son todos os da recta L = [v1] V [vs], mentres
que unha recta é invariante se, e soamente se, pasa por [v1]; tratase dunha homoloxia
especial.

Problema 2.28. Atopar os puntos fixos, as rectas invariantes e os planos invariantes
da proxectividade de IP’% dada pola matriz

4 -2 =2 1

1 6 2 -1
M= -1 0 4 O
0o 4 4 2

Solucién. Tense que Char(M; X) = (X — 4)%. Tense que
ker(M — 4I) = ((0,1,—1,0),(0,1,0,—2)),

mentres que o niicleo de ker(M —41I)? ten dimensién 3 e estd xerado polos dous vectores
anteriores e o (1,0,0,0). Polo tanto, a forma de Jordan é

J =

O O =

0
0
0
\0 | 4/

Unha base de Jordan vén dada por {vy, va,v3,v4}, convg = (0,1,0,0), va = (—2,2,0,4),
v = (0,-2,2,0) e vy = (0,1,0, —2).

0
1
4
0

OO = =

» Os puntos fixos vefien dados por todos os da recta L = [v1] V [v4].

= As rectas invariantes correspéndense cos subespazos vectoriais invariantes de di-
mension 2. Eses son os da forma (v1, ava+buy); para comprobar iso, podemos usar
a forma de Jordan da restricién de ¢ ao subespazo F'. En efecto, se ¢|F' diagonali-
za, é o subespazo (v1, v4); senén, hai un xerador da forma w = avy +bva+cvs+duy,
de xeito que F = (w, (p —41d)w), con (¢ —41d)*w = 0. En particular, da tltima
condicién temos que ¢ = 0, polo que F' = (w, bv;), polo que b # 0. Temos entén
F = (v1,v9+duvy). Precisamente o caso b = 0 é o correspondente ao caso diagonal.
Isto quere dicir que tédalas rectas invariantes estan contidas no plano [(vy, va, v4)]
e pasan polo punto [v1].

= De xeito andlogo que no apartado anterior, temos que os subespazos invariantes
de dimensién 3 son os da forma (vy, ve, avs+buy). Polo tanto, os planos invariantes
son todos os que contefien a recta [v1] V [va].
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Problema 2.29. Sexa f: P! — P! unha homografia dunha recta proxectiva P'. De-
mostrar que f queda determinada por unha ecuacién da forma axox1 + bxoyi + cx1yo +
dz1yr = 0, onde p = [(zo,21)]r e f(p) = [(¥0,¥1)]r, con ad — be # 0. Demostrar que
en coordenadas absolutas a expresion de f é

ary +bxr+cy+d=0,

onde z = xo/x1 e y = Yo /y1-

Solucién. Unha vez fixada unha referencia proxectiva, f queda determinada por unha

matriz da forma
_ (o B
M= (7 5) .

En particular, a imaxe dun punto [z : z2] é [ax) + Bz2 : yx1 + dx2]. En coordenadas

absolutas, pondo = = x1/x2 temos que y = f(z) = iii?, de onde se ten que

yry —ax + 0y — 5 =0,
de onde se segue o resultado do enunciado escribindo a =y, b= —a,c=d ed = —0.

Problema 2.30. Sexa f: P% — P% unha homografia. Dise que f ¢ unha involucion se
f? = Id. Encontrar tédalas homografias involutivas de P? e P? cando K =R ou K = C

Solucién. Se a matriz da proxectividade admite forma de Jordan e non diagonaliza,
entén nunca podemos ter unha involucién. O motivo é que ao facer o cadrado, a entrada
situada por riba da diagonal nun bloque de Jordan de valor propio A sera precisamente
A, que nunca pode ser igual 0. Teremos entén que, se normalizamos de xeito que o
primeiro valor propio sexa 1, os tinicos valores propios son 41, polo que, segundo a
dimension, temos as seguintes opcions:

- No caso de P2, a proxectividade ten que ser ou ben a identidade ou ben diago-
nalizar con valores propios (A, A, —\), que se corresponde a (1,1, —1). Polo tanto,
sérvenos calquera matriz que diagonalice e que tena por polinomio caracteristico

(X = N)2(X +A).

- No caso de IP’?O a proxectividade ten que ser ou ben a identidade ou ben dia-

gonalizar con valores propios (A, A, A\, —A), que se corresponde a (1,1,1,—1); ou
(A A, =\, =), que se corresponde a (1,1, —1, —1). Polo tanto, sérvenos calquera
matriz que diagonalice e que tefia por polinomio caracteristico (X — A\)3(X + )
ou (X —N)2(X +)2)2 = (X2 - )\2)2,

En particular, no caso de IF’% pode suceder que os valores propios non sexan reais; nese
caso, tense que cumprir que A e —\ sexan complexos conxugados e que tenan a mesma
multiplicidade alxébrica, é dicir, as raices do polinomio caracteristico tenien que ser ai
e —ai, con o € R, e ambas con multiplicidade 2.

Problema 2.31. Estudar as homografias de IP)%( que cumpren f* = Id, nos casos nos
que K =Ce K =R.

Solucién. En primeiro lugar, observamos que a forma de Jordan (sobre os complexos)
da matriz ten que ser diagonal, xa que

4

A1 0 A AN 0 A1 0 A 403 6)A2
0O X 0] =[0 X 0], [0 X 1] =[0 X 4)
0 0 X 0 0 M 0 0 X 0 0 X



2.11. PROBLEMAS 147

Polo tanto, temos que a matriz ten que ter valores propios que cumpran )\‘11 =)= )\‘31.
Normalizando, podemos supor que Ay = 1.

- No caso K = C, sérvenos calquera matriz que diagonalice cos outros valores
propios iguais a {1, —1,4, —i} (posiblemente repetidos).

- No caso K = R, sérvenos por un lado calquera matriz cos outros valores propios
{1, -1} (posiblemente repetidos), que xa cumprird f? = Id; ou unha matriz con
valores propios i, —i e logo +1; é dicir, calquera matriz con polinomio caracteristi-
co (X2 +A?)(X £ ).

Problema 2.32. Sexa f: IP’]%R — IP’]% unha homografia do plano proxectivo real ]P’]%{.
Suponiamos que f([z,y, z]) = [(z,y + 22, 2)].

(a) Atopar os puntos fixos e as rectas invariantes.

(b) Para cada recta invariante, estudar a afinidade que se obtén ao restrinxir a ho-
mografia ao espazo proxectivo menos a recta invariante.

Solucién. Comezamos considerando unha matriz M de xeito que [p] estea representado
por [M]. Neste caso,

1 0
M=10 2
0 1

o = O

O polinomio caracteristico é Char(M; X) = —(X —1)? e tense que dim ker(M —1) = 2,
polo que a matriz candnica de Jordan serd

110
J=10 1 0
0 01

Unha base de Jordan é da forma {vi,vs,v3}, onde podemos coller como vy calquera
vector que non estea no niucleo de M — I, por exemplo, v = (0,0,1); neste caso,
v1 = (0,1,0) e v3 = (1,0,0).

(a) Os puntos fixos correspéndense cos vectores propios, isto é, co nicleo de ker(M —
I); un vector propio é unha combinacién lineal avy + bvs, con (a,b) # (0,0),
polo que hai unha recta de puntos fixos, L = [v1] V [us]. As rectas invariantes
correspéndense cos subespazos vectoriais invariantes de dimension 2, que xa vimos
que son todos os da forma (vi,ave + bvs), con (a,b) # (0,0). Polo tanto, unha
recta é invariante se, e soamente se, pasa polo punto [vl].

(b) Hai ddas opciéns. Unha é considerar que a recta do infinito é a recta de puntos
fixos L = [v1] V [v3]. A stia ecuacién é z = 0. Para interpretar a afinidade obtida,
hai dias opciéns. A primeira pasa por observar que é unha afinidade sen puntos
fixos, na que as rectas invariantes son todas aquelas que pasan por [vi], isto é,
unha familia de recta paralelas. Isto correspéndese cunha translacion. Alternati-
vamente, en termos das ecuacions, pomos z = 1 para a restriciéon ao espazo afin
e temos f([z:y:1]) =[x :y+2: 1], polo que vemos directamente que é unha
translaciéon de vector (0, 2).

Suponamos agora que sacamos calquera outra das rectas invariantes. Enton, a
afinidade resultante segue a ter unha recta de puntos fixos, que se corresponde
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coa recta L (isto é, z = 0), e logo todas aquelas que pasan por [v;] son invariantes;
como 7 estd na recta do infinito, isto equivale a dicir a que as rectas paralelas a
L son invariantes. Isto correspondese a unha homoloxia especial de eixe L e coa
direccién dada por vy.

Problema 2.33. Sexa f: IP’]% — IP’]% unha homografia do plano proxectivo real IP)%Q.
Suponamos que
f([l‘,y, Z]) = [(41‘ - 4Z, —T + 2y =+ 2'2’ ﬂl‘)]

(a) Clasificala e atopar unha recta que se poida coller como recta do infinito.

(b) Estudar a afinidade correspondente e atopar as sias ecuaciéns nun sistema de
referencia afin.

Solucién. Comezamos considerando unha matriz M de xeito que [¢] estea representado
por [M]. Neste caso,

4 0 —4
M=|-1 2 2
1 0 O

O polinomio caracteristico é Char(M; X) = —(X —2)3 e tense que dim ker(M —2I) = 2,
polo que a matriz canénica de Jordan sera

J =

S O N
O N

0
0
2

Unha base de Jordan é da forma {v1,vs,v3}, onde podemos coller como vy calquera
vector que non estea no nicleo de M — 2I, por exemplo, vy = (1,0,0); neste caso,
v =(-2,1,1) e v3 = (0,1,0).

(a) Tratase dunha homoloxia especial. Como recta do infinito pédese considerar a
recta de puntos fixos L = [v1] V [vs] ou calquera das rectas invariantes, isto é,
calquera recta que pase por [vs]. Neste caso imos considerar a recta de puntos
fixos L. A sta ecuacién é z — 2z = 0.

(b) Procedemos do xeito habitual. Para iso, consideramos tres puntos non alinados
p1, p2 e p3 fora da recta z — 2z = 0. Por exemplo, collemos p; = [1 : 0 : 0],
p2=10:0:1] e pg=[1:1:0]. Un complementario do subespazo x — 2z = 0 vén
dado polo subespazo xerado polo vector e = (1,0,0). Polo tanto, para calquera
vector en P2\ L da forma [a : b : ¢] pomos

[a:b:c]=][(1,0,0) + v],

onde v = z(0,1,0) + y(2,0,1). Neste caso, un calculo rutineiro amosa que v =

2c b c
(%20, e a72c>' Os vectores v1, v € v3 correspondentes aos puntos p1, p2 € p3,

respectivamente, son
v1 =(0,0,0), wvy=(-1,0,—-1/2), wv3=(0,1,0).

As imaxes ¢; dos puntos p; son ¢ = [4: —1:1], g =[-4:2:0]eqgz=1[4:1:1];
de xeito andlogo, os vectores w; correspondentes aos puntos g; son

wy = (1,-1/2,1/2), wy = (0,—1/2,0), ws=(1,1/2,1/2).
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Polo tanto, se chamamos f & afinidade e consideramos a base {u1,u2;p;1}, con
ur = pi1p2 = (_1707 _1/2) € U2 = p1P3 = (07 170)7 enton

flur) =u1, flug) =u2, f(p1)=q =p1—u— %m-

Nesta referencia, temos que a matriz é
10 -1
0 1 -1/2].
ol 1)

Problema 2.34. En cada apartado, dar exemplos de afinidades ou proxectividades
que cumpran as seguintes propiedades. En caso de que nalgin apartado non existan,
xustificalo.

(a) Unha afinidade f;: A% — A2 sen puntos fixos e que tefia exactamente unha recta
invariante.

(b) Unha afinidade fo: A% — A2 sen ningunha recta invariante.

(¢) Unha afinidade f3: Aﬁ — A%{, diferente da identidade, cunha recta de puntos
fixos L e un punto fixo p ¢ L.

(d) Unha proxectividade fy: ]P’]?g — IP’%R, diferente da identidade, cunha recta de puntos
fixos L e un punto fixo p ¢ L.

(e) Unha proxectividade f5: P% — IP’% que tena exactamente dous puntos fixos e dias
rectas invariantes.

(f) Unha proxectividade fg: IP’% — IP’% que tena exactamente dous puntos fixos e tres
rectas invariantes.

Solucién. En cada un dos casos, escribimos a matriz na base candénica dunha afinidade
ou proxectividade que cumpra as condicions.

(a) Consideramos a afinidade f; representada na base candnica pola matriz

10 1
0 2 0
0 0 1

A tnica recta invariante é y = 0 e non hai puntos fixos.
(b) Consideramos a afinidade fy representada na base canénica pola matriz

1 1
1 0
0 1

oD =

Non hai puntos fixos nin rectas invariantes.

Alternativamente, pédense dar as ecuaciéns dun xiro no plano, que ten un punto
fixo e ningunha recta invariante.
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(c) Sexan q e r dous puntos da recta L. Entén, {p, ¢,r} é unha referencia baricéntrica
do plano, é dicir, son tres puntos afinmente independentes que son fixos por fs.
Unha afinidade do plano con tres puntos independentes fixos é necesariamente a
identidade.

(d) Consideramos a proxectivdade f4 representada na referencia proxectiva R =
{[v1], [v2], [v3], [v1 4 v2 + v3]} pola matriz

10 O
01 0
00 -1

Enton, a recta [v1] V [v2] é de puntos fixos, e o punto [v3] é un punto fixo que non
pertence a L.

(e) Consideramos a proxectividade f5 representada en R = {[v1], [v2], [vs], [va], [1 +
v2 + v3 + v4]} pola matriz

1 10 0
011 0O
001 O
00 0 -1

Entén, os dnicos puntos fixos son [v1] e [v4], mentres que as unicas rectas inva-
riantes son [v1] V [ve] e [v1] V [v4].

(f) Consideramos a proxectivdade fg representada en R = {[v1], [v2], [vs], [v4], [11 +

vg + v3 + v4]}
1 1 0 0
01 0 0
00 -1 1
00 0 -1

Entoén, os inicos puntos fixos son [v1] e [v3], mentres que as rectas invariantes son
(1] V [v2], [vs] V [v4] € [01] V [vs].

Problema 2.35. Sexa f: P2 — P3 unha proxectividade diferente da identidade. Su-
ponamos que f ten un plano de puntos fixos 7 e que o seu polinomio caracteristico ten
exactamente duias raices diferentes.

(i) Demostrar que existe un punto fixo P ¢ 7. Escoller unha referencia e determinar
a matriz da proxectividade.

(ii) Demostrar que toda recta que pasa por P ¢é invariante por f. Pode ser de puntos
fixos algunha destas rectas?

(iii) Sexa @ € IP? un punto arbitrario, con Q # P e Q ¢ 7. Sexa R = (P V Q) Nm. De-
mostrar que (P, Q; f(Q), R) estd ben definida e non depende de . Chamamoslle
p a ese valor.

(iv) Demostrar que o plano 7, o punto P e o valor de p determinan completamente f.

Solucién. (a) Consideramos unha referencia da forma {P;, P2, P3, P;; U}, onde P,
P, e P3 pertencen ao plano 7. Se P; = [v;], pola condicién de que Py, Py e Ps
sexan fixos, tense que f(P;) = [p(v;)] = [\ivi], para i = 1,2,3. Suponiamos que
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A1 # Ago. Consideremos agora un punto arbitrario na recta P; V P» diferente de
Py e Py, que se escribe como @ = [ajv1 + agve), con ay,as # 0. Entén,

F(Q) = [p(ar1v1 + agv2)] = [Aarv1 + Aaagva],

e A1a1v1 + Agagva = A(a1vy + agva) se, e soamente se, A\ = Aa, 0 que é unha
contradicion. Polo tanto, A\ = Ao = A3 = A.

Como existe outro valor propio de ¢, ao que chamaremos p, podemos coller P =
[v], onde v é un vector propio de valor propio p. Claramente o punto P non estd no
plano 7. Por conseguinte, podemos considerar unha referencia { Py, Pa, P3, Py; U},
onde P, P», P3; € m son tres puntos linealmente independentes de w, Py = P e U
é un punto arbitrario de xeito que o conxunto é unha referencia proxectiva. Sexa
B, = {u1,u2,us, us} unha base adaptada. Neste caso, a matriz da proxectividade
é

A0 0 O
0 A 00
0 0 A O
0 0 0 pu
Calquera recta que pasa por P = [uy] ten dous puntos fixos, o propio P e a

interseccién da recta co plano m, que denotaremos por R = [u]. Polo tanto, tratase
dunha recta invariante. Se fose unha recta de puntos fixos, a restriccién de f seria
a identidade. Sexa ) un punto arbitrario da reccta P V R diferente de P e R.
Entén, @ = [au + buy|, con a,b # 0. Tense que

F(Q) = lp(au + bus)] = [Mau + pbuy],

e Aau + pbuy coincide salvo multiplo con au + buy se, e soamente se, A = u, que
non é certo. Polo tanto, o punto @ non é fixo, e a recta P V R ten exactamente
dous puntos fixos.

Sexa P=1[0:0:0:1]e@ =[a:b:c:d.Como f(Q) = [Aa: A\b: Ac: ud],
e R=1[a:b:c:0], temos que podemos expresar as coordenadas absolutas dos
puntos f(Q) e R con respecto a P e ) como

d(p — A
Qf(Q) = 7(M ) [§] 93 = —d.

A

Polo tanto, p = efe(—’;) = )\f/\u, que non depende das coordenadas do punto . En
particular, p ¢ {0,00}, xa que A\, u # 0 e A # p.

Imos dar agora unha solucién xeométrica desta cuestién. Consideramos dous pun-
tos Q1 e Q2, e definimos Ry = (PV Q1) N7 e Ry = (P V Q2) Nw. Consideramos
tamén o punto @ = (Q1 V Q2) N, que é fixo pola proxectividade f. Polo tanto,
como @, Q1 e Q2 estan alinados, f(Q) = Q, f(Q1) e f(Q2) tamén o estan. Por
outro lado, o plano PV Q1 V Q2 corta 7w na recta R V Ry, pero ao mesmo tempo,
contén o punto Q. Iso quere dicir que ) esta na recta R; V Ro. Sexa agora {1 a
recta PV Q1 e {5 a recta PV Q2. Consideramos a perspectividade g: £1 — £ que
fixa P e que envia un punto X € ¢; a (Q V X) N ¥¢y. Como as perspectividades
son proxectividades, conservan a razén dobre, e cimprese que

(P,Q1; f(Q1), R1) = (9(P), 9(Q1); 9(f(Q1)), 9(R1)) = (P, Q2; f(Q2), Ra).
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(d) Se @ é un punto no plano 7 ou @ = P, ent6én é un punto fixo. En caso contrario,
sexa R = (PV Q)N A recta ¢ = PV R é unha recta invariante, polo que a
imaxe do punto f(Q) pertence a £. Agora, como sabemos que (P, Q; f(Q),R) =
p, sabemos que ) = TR' Unha vez temos a coordenada absoluta de f(Q)
con respecto a P e (), temos totalmente determinada a imaxe do punto, como
queriamos ver.

Problema 2.36. Consideramos a proxectividade f = [¢] de P}, onde ¢: R? - R* é o
isomorfismo dado por

f(zyy,2,t) = (Bx + 2y + 22 + ¢, 22 + 3y + 22,22 + 2y + 3z,1).
(a) Atopar os puntos fixos de f.
(b) Atopar as rectas invariantes por f.
(c) Atopar os planos invariantes por f.
(¢) Consideramos os planos
m:6r+6y+6z+t=0, m:y—2=0, m3:t=0.

Usando que 71, 72 e w3 son invariantes por f, clasificar as proxectividades f|my,
f|7T 2 € f|7T 3.

Solucién. Antes de nada, comezamos observando que este problema é a versién pro-
xectiva dun dos exercicios afins do capitulo anterior.

(a) A forma de Jordan da aplicacién lineal asociada & proxectividade é

1100
0100
001 0]
00 07

e unha base de Jordan é {vq,ve,v3,v4} con v1 = (—4,2,2,0), vo = (1,0,0, —6),
v3 = (1,—1,0,0) e vg = (1,1,1,0). Os puntos fixos son, por un lado, P = [v4], e
por outro, todos os da recta L = [v1] V [v3].

(b) As rectas invariantes correspéndense cos subespazos invariantes de dimensién 2.
O polinomio minimo dun subespazo F' pode ser: (X — 1)(X —7), (X — 1) ou
(X —1)2. No primeiro caso, tratase dunha recta da forma PV @, onde Q € L; no
segundo, é a recta L; e, no terceiro, é da forma [v1] V [v2 + Avs], con A # 0.

(c) Os planos invariantes correspéndense cos subespazos invariantes de dimensién 3.
O polinomio mfnimo dun subespazo G pode ser: (X —1)(X —7), (X —1)?(X —7) ou
(X —1)2. No primeiro caso, tratase do plano [v1]V [vs] V [v4] = LV P; no segundo,
¢ da forma ([v1] V [va + Avs]) V [v4]; € no terceiro é o plano [v1] V [va] V [vs].

(d) A restricién a 7; é unha homoloxia especial. A restricién a 79 é unha proxectivi-
dade con dous puntos fixos e dias rectas invariantes. Finalmente, a restricion a
w3 € unha homoloxia xeral.
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Problema 2.37. Dado un tridngulo de }P’]% con vértices A, B, C' e un punto p que non
pertence a ningin lado do tridngulo, consideremos unha proxectividade f: IP’]% — IP’]%%
que deixa fixo p e permuta os outros vértices entre si, sen deixar ningin deles fixo.

(a)
(b)
()
(d)

Demostrar que f3 = Id.
Achar os puntos fixos de f.
Achar as rectas invariantes de f.

Cambiaria a resposta dos apartados anteriores se en lugar de traballar sobre os
reais traballasemos noutro corpo?

Solucién. (a) Tense que {A, B,C;p} é unha referencia proxectiva, xa que non hai 3

puntos alifiados. Se consideramos a referencia proxectiva R = {A, f(A), f2(A); p},
tense que R = {A, B,C;p} ou R = {A, C, B;p}. Nesta referencia, a matriz de f
é

0 0 «
M=[a 0 0],
0 8 0
e se impomos que p é fixo, obtemos que a = B = =, polo que a matriz de f,
médulo produto por escalares, é
0 0 1
M=1\|1 00
010

Esta matriz cumpre que M3 = I; alternativamente, o seu polinomio caracteristico
é —X3 4+ 1, e polo teorema de Cayley-Hamilton tense o resultado.

Sobre R, temos a factorizacion X3 —1 = (X —1)(X? + X +1),e X2+ X +1
non ten mais raices. Polo tanto, hai un unico subespazo invariante de dimensién
1, que se corresponde co punto p.

Atopar as rectas invariantes correspondese con atopar os hiperplanos invariantes.
Temos que M! —1 é igual a

e polo tanto o tnico subespazo de dimensién invariante é o ((1,1,1)). Isto quere
dicir que x1 4+ x2 + x3 = 0 é unha recta invariante.

Se traballamos sobre un corpo no que a ecuacién X2 + X + 1 = 0 tefia soluciéns,
a conclusién dos apartados anteriores non é certa. Por exemplo, nos complexos
hai duas raices diferentes, e cada unha delas da lugar a outros dous puntos fixos
(e hai tamén outras dias rectas invariantes). O mesmo sucede nos Z/pZ para os
que p > 3 e —3 é un cadrado; unha comprobacién rutineira amosa que ese é o
caso cando p = 6k + 1, con k > 1.
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Capitulo 3

Xeometria afin e euclidiana

Os espazos afins estudados en capitulos anteriores definironse sobre un espazo vectorial,
no que de entrada non habfa ningunha estrutura adicional. O que faremos agora sera
introducir nestes espazos vectoriais un produto escalar, que dotard aos espazos afins das
nocions de angulo e distancia, proporcionando unha estrutura xeométrica mais rica da
que tinamos ata o de agora. En todo o tema supomos que K = R e que tédolos espazos
afins son espazos afins reais de dimension finita. Non resulta complicado adaptar os
resultados ao caso complexo, traballando ai con produtos hermiticos.

3.1. Preliminares: espazos vectoriais euclidianos

Sexa E un R-espazo vectorial de dimensién finita e (-,-) un produto escalar definido
sobre E, é dicir, unha aplicacién (-,-): E x E — R que é bilineal, simétrica e definida
positiva.

Definicién 3.1.1. A norma dun vector v € E definese como ||v] = +4/(v,v) e 0
dngulo entre dous vectores v, w € E como o valor a € [0, 7] tal que cosa = %

Ao longo de todo o capitulo suporemos que temos sempre estas nociéns de norma e
angulo.

Representaciéon matricial e ortogonalidade

De cara a traballar con produtos escalares, é conveniente introducir a sia representacién
matricial. Nesta primeira seccién, omitimos as demostraciéns, que se poden consultar
en calquera libro de dlxebra lineal.

Definicién 3.1.2. Sexa E un K-espazo vectorial e sexa B = {v1,...,v,} unha base.
A matriz dunha forma bilineal ¢: E x E — K nesa base definese como

d(v1,v1)  @d(vi,v2) oo P(vr,vp)
d(ve,v1)  @(ve,v2) ... &(v2,vp)

Mat(¢; B) := (¢(vi, vj))1<ij<n = : : : € M, (K).
d(vn,v1)  d(vn,v2) ... O(vp,vp)

Tense que a matriz dunha forma bilineal correspéndese cun produto escalar se, e soa-
mente se, é simétrica e 0s seus menores principais son positivos; este resultado é o que
se coniece como criterio de Sylvester.

155
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Definicion 3.1.3. Dous vectores u,v € E dise que son ortogonais ou perpendiculares
se (u,v) = 0. Escribiremos u L v. Dous subconxuntos S,7" C E dise que son ortogonais
se u L v para todo u € S e v € T; poremos S L T. Unha base do espazo E dise
ortogonal se cada vector da base é ortogonal a tédolos demais, e dise que é ortonormal
se é ortogonal e todos os seus vectores son unitarios.

Nunha base ortonomal {vq, ..., v,}, as coordenadas dun vector v = Y » . x;v; cumpren
) y Un S =1+ Y1

que x; = (v,v;) e o produto escalar de dous vectores ou a norma dun vector calciilanse

igual que no caso do espazo euclidiano R". E dicir, se v = > " | xjv; e w = Y i Yy,

entén

n
(v, w) =Y miyi, v]| =
=1

Por tltimo, dicimos que unha matriz A € M,,(R) é ortonormal se A'A =1,,.

Imos describir agora o proceso conecido como ortonormalizacién de Gram—Schmidst. E
un método algoritmico que permite, a partir dunha base calquera, producir unha base
ortonormal (e en particular, amosa que todo espazo euclidiano de dimensién finita ten
unha base ortonormal).

Proposicién 3.1.1 (Algoritmo de Gram—Schmidt). Sexa {u,...,u,} unha base do
espazo vectorial euclidiano (F, (-, -)). Os vectores definidos recursivamente pola férmula

k—1
UV
wp = Vg =g — Y (g, wi)w;
Tou 2
i—
para k = 1,...,n son unha base ortonormal do espazo.

Finalizamos a seccion recordando a nocién de proxeccién ortogonal e o teorema da
proxeccién ortogonal.

Proposicién 3.1.2 (Teorema da proxeccién ortogonal). Para todo subespazo F' C E
dun espazo euclidiano de dimensién finita, o espazo E é a suma ortogonal £ = F | [+,
onde

Ft ={ve E| (u,v) para todo u € F}.

Definiciéon 3.1.4. Sexa F' C E un subespazo vectorial dun espazo euclidiano. A pro-
xeccion ortogonal do espazo E sobre o subespazo F' € a aplicacion lineal mp: E — F
definida como 7p(v) = v; se v = v; + v, con v; € F e vy € FL. Do mesmo xeito, a
proxeccién ortogonal en F* é a aplicacién mp.: E — F* definida por mpL = vs.

Proposicién 3.1.3. A proxeccion ortogonal nun subespazo F' dun vector v € E é o
vector do subespazo que estd mais préximo a v:

d(v,mp(v)) = min{d(v,w) | w € F}.

Orientacién

Unha das nociéns propias da xeometria é o concepto de orientacion.

Definicion 3.1.5. Dicimos que duas bases dun espazo euclidiano E tenen a mesma
orientacion se a matriz de cambio de base S ten determinante positivo, det.S > 0. En
caso contrario, dicimos que tenen orientacions opostas.
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Por exemplo, {ui,u2} e {ug,u1} tefien orientaciéns opostas. En xeral, se o € S, é un
elemento do grupo simétrico, {u1,...,un} € {Us1),- -, Usn)} teflen a mesma orienta-
cién se o é par e orientacions opostas se o é impar.

No caso do plano, unha orientacién consiste en escoller un sentido de xiro (horario ou
antihorario). Unha vez escollido, podemos falar do dngulo orientado entre dous vectores.
Para iso, escollemos unha base ortonormal de R?, que collemos como base positiva.
Se {u,v} son dous vectores de R? e a é o dngulo non orientado que definen, entén
cosq = H:HL% Para determinar o dngulo orientado, tomamos a seguinte convencion:

- Se {u,v} forman unha base positiva, entén « € (0, 7).
- Se {u, v} forman unha base negativa, entén « € (7, 27).

- Se non forman base, xa tinamos que cosa € {£1}, e xa distinguiamos os casos
a=0,m.

Exemplo. Sexa {e1, e2} unha base ortonormal. Entén, o &ngulo formado polos vectores
u =e; e v=ey (nesa orde) é m/2; en cambio, o formado por u = ey e v = e é 37/2.
En xeral, se u e v forman un angulo «, v e u forman un angulo de 27 — .

Operador estrela de Hodge e produto vectorial

No caso de R?, o produto vectorial pédese describir dun xeito moi explicito. Sexa B, =
{e1,e2,e3} unha base ortonormal e sexan u e v vectores con coordenadas (z1,x2,z3)
e (y1,y2,y3) respectivamente. Entén, podemos definir o produto vectorial de u e v,
denotado por u x v, como o vector de R?

u X v = (T2ys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1).
Porén, imos dar unha definicién mais conceptual.

Proposicién 3.1.4. Consideremos fixada unha base B, = {u1, u2,us}, non necesaria-
mente ortonormal. Dados v, w € R3, existe un tinico elemento v x w € R? que cumpre

(c,v x w) = det(c,v,w),
para todo ¢ € R3. Denominase produto vectorial de v e w.

Demostracion. Existe unha tnica aplicacién lineal
p: E—= R, cw— det(c,v,w),

e, polo teorema de representacion de Riesz, temos que ¢ = (¢, d), parad € E. Como uXv
cumpre a definicién de d, temos que o produto vectorial estd determinado univocamente.

O]

En particular, o produto vectorial depende da elecciéon da base. Porén, cando as bases
son ortonormais, o resultado esta ben definido, é dicir, ¢ o mesmo para calquera eleccién
de base ortonormal (salvo signo).

Proposicién 3.1.5. Sexan B. e B, dias bases ortonormais coa mesma orientacion.
Entén, o produto vectorial u X v con respecto a esas bases é o mesmo. Se as bases tenen
orientaciéns opostas, é igual ao anterior cambiado de signo.
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Demostracion. Séguese de xeito inmediato a partir das propiedades dos determinantes
e dos cambios de base. ]

As propiedades do produto tensorial recordan, en certo sentido, as traballadas para
o produto exterior. Esta explicacion pode ser omitida para o lector que non estea
familiarizado cos tensores. Escribimos A*(E) para o espazo dos tensores antisimétricos
de E de orde k. Nese caso, se By, = {ui,u2,us} é unha base e u = (x1,z2,23), v =
(Y1, Y2, y3), temos que

uAv = (r2y3 — T3y2)uz A uz + (r3y1 — T1y3)uz A ur + (T1y2 — T2y1)us A .
Polo tanto, se consideramos agora o isomorfismo
x: A>(E) — E
definido por ug A ug — ug, uz Aup — ug € up A ug — ug, temos o seguinte.
Proposicién 3.1.6. O produto vectorial en R? cumpre que u x v = *(u A v).
Demostracion. Se u = 2?21 aju; e v = Z?:l bju;, cumprese que
uAv = (arbs — azby)us A ug + (agbs — azba)ua A us + (agby — a1bs)us A ug.

Entén,
*(u A U) = (a1b2 — agbl)U3 + (azbg — a3b2)u1 + (a3b1 — alb3)u2.

Se ¢ = Zg’zl c;u;, temos que

(c,v X w) = e3(arby — agby) + c1(azbs — agba) + ca(aszby — aibs).
Por outro lado,

det(c,v,w) = cz(arby — azby) + c1(agbs — asby) + ca(asby — a1bs),

e de aqui dedicese que a expresiéon en coordenadas é a mesma, o que quere dicir que
as dias definiciéns son equivalentes. O

Imos describir agora algunhas das propiedades mais relevantes do produto vectorial.

Proposicién 3.1.7. O produto vectorial é unha aplicacién bilineal e antisimétrica
R? x R? — R3. Cumpre ademais as seguintes propiedades:

(a) v xw € (v,w)t.
(b) Se {v1,v2,v3} é unha base ortonormal coa mesma orientacién que B, entén

V3 = V1 X V2, V3 = V3 X V1, V1 = V2 X V3.

(¢) (v1 X vg) X v3 = (v1,v3)v2 — (V2,V3)V].

Demostracion. O feito de que sexa bilineal séguese empregando a definicién, xa que
o determinante é unha aplicacién multilineal. Por outro lado, é alternada porque o
determinante é unha aplicacién alternada.

(a) E suficiente con ver que (v,v x w) = (w,v x w) = 0. Para iso, observamos que
(v,v x w) = det(v,v,w) = 0, e 0 Mmesmo ocorre para w.
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(b) Séguese automaticamente dos cdlculos en termos das coordenadas.

(¢) Nunha base ortonormal podemos pér vi = (z1,y1,21), v2 = (T2,y2,22) € v3 =
(3,y3, 23). Entén, calculando cada lado da ecuacién por separado chegamos a
que ambos son iguais; por exemplo, a primeira componente é z2(y1ys + 2123) —
1 (y2ys + 2223).

O]

O operador estrela pédese definir nun contexto mais xeral. Sexa (E, (-,-)) un espazo
euclidiano de dimensién n, non necesariamente igual a 3. Isto induce, & sta vez, un
produto escalar en AFE, para 0 < n. Paraiso,se a = a1 A---Aag e =1 A AP,
definimos

(a, B) = det ((ai, ﬁj>ﬁjzl),

e estendemos a A*E por linealidade. Por tltimo, unha vez fixada unha base ortonormal
{u1,...,u,} de E, definimos
w=uU NN\ Up.

Definicién 3.1.6. O operador estrela de Hodge é a tnica aplicacién : A*(E) —
A"F(E) de xeito que
a (x8) = (a, fw,

para calquera o, § € A*(E).

Observamos que os espazos tenen a mesma dimensién xa que (Z) = (nfk,), polo que
ambos subespazos son isomorfismos, pero o importante do resultado é que o operador
estrela de Hodge realiza de forma explicita o isomorfismo.

Imos fixar unha base de E, B, = {u1,...,uk, Ugt1,...,Un} € considerar o caso no que
a=a-uy A Aug. Se B contén algin u;, con k+ 1 < i < n, na sua expansion,
entén temos que («, 5) = 0. Polo tanto, o tnico caso no que podemos sacar algunha
informacién interesante é cando 8 = b-uj A--- Aug. Nese caso, («, f) = ab. Polo tanto,
0 = bugr1 A A Up.

Proposicion 3.1.8. O operador estrela de Hodge estd ben definido, é dicir, existe un
tinico operador lineal para o cal, fixados «, 3 € A¥(E), ciimprese que aA(*8) = (a, B)w.
Ademais, é un isomorfismo.

Demostracion. Esta claro que o operador asi definido é lineal. Entén, é suficiente
con achar o valor de *(u;; A --- A u; ). Para iso, sexan {ji,...,jn—r} de xeito que

{il,.. . ,ik,jl,...,jn,k} = {1,...,n}. Entén,
*(uil ARER /\uik) = :EUjl AR AN TS

onde o signo é +1 se (i1,...,%k, J1,---,Jn—k) ¢ unha permutacién par e —1 en caso
contrario. Isto determina os vectores nunha base e, polo tanto, en calquera elemento.
Por 1ltimo, o feito de que sexa un isomorfismo séguese de que a aplicacion envia unha
base de A¥(E) a unha base de A" *(E). O

A seguinte proposicién é inmediata a partir da discusion anterior.
Proposicién 3.1.9. O produto vectorial en R3 cumpre que u x v = *(u A v).

O operador estrela de Hodge aparece en numerosos contextos, non sé na xeometria,
sendén, por exemplo, ao desenvolver a teoria de integracién en variedades.
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3.2. Propiedades métricas

Definicion 3.2.1. Un espazo afin euclidiano de dimensién n é un espazo afin A" cun
produto escalar fixado no espazo vectorial asociado £ = R". Escribiremos E" para
referirnos a un espazo afin euclidiano de dimensién n.

Dispor dun produto escalar permitenos introducir a nocién de distancia.

Definicién 3.2.2. Dados p,q € E™, a distancia de p a ¢ definese como

d(p,q) = llg — pl|-

Distancias en espazos euclidianos
Definicién 3.2.3. Dados p,q € E", a distancia de p a ¢ é d(p,q) = |lq — p|.

Esta distancia cumpre as propiedades habituais de positividade, simetria e a desigual-
dade triangular. En xeral, a distancia entre dous conxuntos A e B en R™ definese como

d(A,B) = 325 d(a,b).
beB

En xeral, este infimo non ten por que ser un minimo, ainda que si o é, por exemplo,
cando os dous conxuntos son compactos. Porén, ese non é o caso das variedades lineais,
xa que non son limitadas. En calquera caso, podemos aplicar un argumento de tipo
alxébrico para establecer que o infimo é tamén un minimo neste caso.

Proposicién 3.2.1. Sexan V =a+ F e W = b+ G duas variedades lineais de E”.
Entén existen p € V e ¢ € W de xeito que

d(p, q) = min d(p',¢').

p'eV

qew
Ademais, esta distancia minima chamase distancia de V' a W e estan caracterizados
pola condicién pq € (F + G)* .
Demostracion. Se V NW é non baleira, entén hai un punto p na interseccion. Collendo
q = p, temos que 0 = d(p,q) = d(V,W).
Suponamos agora que a interseccién é non baleira, polo que ab ¢ F + G. Sexa H =
F + G + ab, e polo teorema da proxeccién ortogonal podemos escribir £ = (F 4+ G) @
(F + G)*, onde (F + G)* é o ortogonal de F + G en H (en particular, F' + G ten
codimensién 1 en H). Escribimos entén ab = u; + ug + v, onde u; € F, ug € G e
v € (F 4 G)*. Temos agora que p=a+u; € V e q=0b—uy € W. En particular,

pq:b—ug—a—l—ul:ab—ul—uQ:ve(F—i-G)l.

Polo tanto, os puntos p e ¢ cumpren que pq € (F 4+ G)*.
Sexan agora p’ € V e ¢’ € W dous puntos arbitrarios. Entén,
d(p'.d)* = ld — ¥l
=ld —q+q-p +p—1|
=llp-9)+ (@ —a) +(@-p)
= =9+ (@@= + llg—pl?
> llg = p[*.
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Polo tanto, d(p’,q") > d(p, q), e a igualdade ciimprese se, e soamente se, p' =pe ¢ = q.
Na cadea de igualdades anterior, empregamos que se t = t; + tg, con t; € (F+ G) e
ta € (F+G)*, entén [[t]|* = [[ta]|* + [[2]>. O

En particular, o resultado anterior proba que d(V,W) = d(p,q), onde p e V, g € W e
pq € (F + G)*; non s6 iso, senén que

d(V, W) = [Im(p1c)+ (ab)]].

Para determinar a distancia entre ddas variedades lineais afins podemos empregar o
seguinte procedemento. Pomos V. = a+ F e W = b+ G, con F = (v1,...,v,) €
G = (wi,...,ws). Como p—q € (F + G)*, podemos impoiier que (p — q,v;) = 0 para
todo i e (p — ¢, w;j) = 0 para todo j.

Exemplo. Consideramos o espazo afin euclidiano E? co produto escalar estandar. Con-
sideramos as rectas

V =(1,2,3)+((1,0,0)), W =(0,0,0)+ ((0,2,4)).

Neste caso, ab = (—1,-2,-3) e (F + G)* = {(0,—2,1)). Consideramos a descomposi-
cién de ab® como suma dun vector de (F 4+ G) e outro do seu ortogonal. Entén,

non= (13- 03

=)+ ()=

Polo tanto,

Casos particulares de distancias

Imos explorar en detalle o calculo de distancias entre variedades afins en certos ca-
sos particulares. O maéis sinxelo consiste en atopar a distancia entre un punto e un
hiperplano en E™.

Proposicion 3.2.2. Sexa H: a1x1 + ... + apx, + b = 0 un hiperplano en E" e sexa
p = (p1,-..,pn) un punto calquera. Entén, a distancia d(p, H) vén dada pola férmula

a1p1+ ...+ appn+ 0
ai+...+ay

Demostracion. Sexa q¢ € H a proxeccién ortogonal de p en H. Tense entén que p — g
¢é ortogonal ao subespazo director do plano, polo que en particular é un multiplo de
(a1y...,an). E dicir, se ¢ = (q1,-..,qn) tense que cumprir que (¢1 — pP1,...,qn — Pn) €
((a1,...,ay)). Alternativamente, (q1,...,q,) é a interseccién da recta (p1,...,pp) +1t-
(ai,...,a,) con H. Polo tanto,

_a1p1+...+anpn+b

t =
a?+...+a?
Finalmente, d(p, H) = |t|\/a? + ... + a2, de onde se segue o resultado. O

Hai outros dous casos especialmente representativos, que é o calculo da distancia entre
un punto e unha recta en E? e a distancia entre dias rectas en E3.
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Proposicién 3.2.3. Sexa p € E? un punto e r: ¢+ (v) unha recta. Se u = p — ¢, entén

lu > ]
o]

d(p,r) =

Demostracién. Sexa ¢’ o punto de r de xeito que pq’ é perpendicular a v. Entén, temos
que d(p,r) = ||¢’ — p||- Temos que qp = qq’' + q'p, e facendo a ambos lados o produto
vectorial por v, temos que

uxv=qpxuw.

Como q'p é perpendicular a v, entén temos que ||'p x v|| = d(p,r)||v||. Polo tanto,

lu < o

Proposicién 3.2.4. Sexan 7: a + (u) e s: b+ (v) didas rectas en E3. Entén,

| det(a —b,u,v)|
lu > ]

d(r,s)

Demostracion. Pomos a — b = Av + pw + vv X w, xa que v X w € (v, w). Facendo o
produto escalar con v X w, temos que

(a —b,v x w) = v|vxw|?

e de aqui dedicese o resultado. O

O determinante de Gram

Unha nocién esencial para o célculo de areas e volumes é a seguinte.

Definicion 3.2.4. Sexan vi,...,v, € R". O determinante de Gram dos m vectores é
G(Ul, e ,Um) = det((v,-, Uj))i,j:l,...,m-

A seguinte proposicién resume algunhas das propiedades do determinante de Gram. A
primeira indica que cando os vectores non son linealmente independentes, o determi-
nante de Gram é cero, mentres que a segunda é unha xeneralizacién da férmula para a
area dun paralelogramo (produto das lonxitudes da base e da altura).

Proposiciéon 3.2.5. O determinante de Gram cumpre as seguintes propiedades.

(a) G(vi,...,vm) > 0e G(v1,...,v,) = 0 se, e soamente se, v1,..., v, son lineal-
mente dependentes.

(b) G(vi,...,vm) = ||[v5,|I2G(v1, ..., vm—1), onde v/, é a proxeccién ortogonal de vy,
i
en <1}1, ce ,Um_1>
Demostracion. (a) Sexa E = (v1,...,0n). Se E ten dimensién m, é dicir, se os vec-
tores son linealmente independentes, entén G(vy, ..., v, ) é a matriz do produto

escalar nesa base, polo que é maior que 0 pola condicién de ser definida positiva.

Se, ao contrario, un vector é combinacién lineal dos outros, o determinante é
- . -1

cero. Supofiamos, sen perder xeneralidade, que vy, = Y ;" a;0;. Nese caso, se f;

s e s . . —1

é a fila i-ésima da matriz G(v1,...,vy), temos que f, = > i

i—1 @;fi, polo que o
determinante é 0.
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(b) Sexan E = (v1,...,vm) e F = (vq,...,0y_1). Entén, como E = F&F+, podemos
escribir vy, = v/, + v, con v, € F+ ev! € F. Temos que (v),,v;) = 0 para todo
1=1,...,m—1. Sexa S a matriz que ten por columnas os v; escritos nunha base
ortogonal fixada, de xeito que SS é a matriz correspondente ao produto escalar.
Sexa S’ a matriz cadrada de tamano m — 1 que ten por columnas os primeiros
m — 1 vectores. Entén, usando a condiciéon de ortogonalidade

S/ tsl S/ tvgl
det(StS) = <(<U//)tS/ ”v/ <”2 zr ”v// ”2>
(S (S L (S 0
AN L A

(v)S" o 1?

= [Jop[|G (v, -+ -y 1)
O
Definicion 3.2.5. O volume do paralelepipedo determinado polos m vectores vy, ..., Un
é
vol(vi, ..., vm) = V/G(v1,...,0m).

No caso m = 2, filase da drea do paralelogramo determinado polos dous vectores vy, va.

No caso dun tridangulo determinado polos dous vectores v; e vo, a area é a metade da
correspondente ao paralelogramo; e no caso dun tetraedro limitado por vectores v, v
e vz, o volume é unha sexta parte do correspondente ao paralelepipedo.

3.3. Isometrias e movementos

Definicién 3.3.1. Sexa E un espazo euclidiano (ou hermitico) e f € End(E) un
endomorfismo. Dicimos que f é unha isometria se conserva o produto escalar, é dicir,
se

(f(u), f(v)) = (u,v)

para todo u,v € E. As isometrias adoitan chamarse aplicacidn ortogonais.

O seguinte resultado, conecido como teorema de estrutura das isometrias, caracteriza
a forma dunha isometria arbitraria nun espazo euclidiano.

Proposicién 3.3.1. Sexa E un espazo vectorial euclidiano e f € End(E) unha aplica-
cion ortogonal. Existe unha base ortonormal de E na que a matriz correspondente a f
¢ unha matriz diagonal por bloques con elementos iguais a 1 e —1 na diagonal e logo

bloques A;, de tamano 2 x 2 e da forma < aé ZZ), con a? + b? = 1.
—0; a4

Definicion 3.3.2. Unha aplicacion f: E" — E™ é un movemento se conserva as dis-
tancias, é dicir, se

d(f(p), f(q)) = d(p.q)
para todo p,q € E™.

Para a seguinte proposicién, escribimos 7, para a translacién de vector v.

Teorema 3.3.1. Todo movemento de E™ é unha afinidade bixectiva. Mais en concreto,
f €é un movemento de E” se, e soamente se, f = 7, + f, para un certo v € R” e unha
isometria f de R™.
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Demostracion. Unha implicacién é inmediata: se f é unha aplicacion afin de xeito que a
aplicacion lineal asociada é unha isometria, enton é obvio que se preservan as distancias
Xa que se preservan as normas.

Imos demostrar agora o reciproco. Sexa f un movemento e fixemos un punto p € E.
Temos entén que || f(g) — f(p)|| = |lg—p|| para todo g, polo que se conservan as normas.
Fixamos tamén unha referencia R = {ey,...,e,;p} de xeito que a base {e1,...,e,} é
ortonormal. Entén, podemos escribir pq = Y oim Aie; e, de cara a establecer o resultado,

queremos probar que f (pa) = > iy Nif(es).

E inmediato que a aplicacién f conserva as normas, xa que, pondo u = pq, con q € E,

IF )l = 1f(@) — F®)l = llg —pll = |lul.

Polo tanto, preserva os produtos escalares. E dicir, chega con que a aplicacién asociada
entre espazos vectoriais sexa lineal, porque como conserva normas e produtos escalares,
sera automaticamente unha isometria.

Polo feito de conservar os produtos escalares, { f (e1), -+, f (en)} € unha base ortonor-

mal. Nese caso, se u = Y 1" ) Aie; e f(uN) = > iy wif(er), temos que p; = (f(u), f(ei)) =

(u,e;) = A, polo que f(u) = > \if(e;). Concliese que f é una aplicacién lineal que
preserva as normas, isto é, unha isometria. ]

O resultado anterior dinos que se f é un movemento, entén existe unha referencia
ortonormal na cal a matriz da aplicacion lineal asociada é unha matriz ortogonal.

Definicién 3.3.3. Dicimos que un movemento de f de E" é directo se det f =1le
inverso se det f = —1.

No caso de E!, as afinidades son as translaciéns e as homotecias; neste tltimo caso,
temos que se tratan de movementos unicamente cando a razén é —1.

Proposicién 3.3.2. Sexa f: E! = E! un movemento. Entén, f é unha translacién ou
unha simetria con respecto a un punto.

Demostracion. As afinidades da recta son as translacions e as homotecias. As primeiras
sempre son movementos, mentres que as segundas unicamente o son cando a razén ten
moédulo 1, o que sucede unicamente cando é —1; nese caso, correspoéndese coa simetria
con respecto a un punto. [

Falar de distancias permite introducir xa conceptos como o de circunferencia, que tenen
gran importancia no estudo da xeometria clasica.

Definicién 3.3.4. Unha circunferencia de centro p e radio r nun plano afin E? é o
lugar xeométrico dos puntos que estan a distancia r do punto p. E dicir,

C(p;r) ={q € E* | d(p,q) = r}.

Nas seguintes secciéns imos abordar o problema da clasificacion de movementos. En
matematicas, é habitual querer clasificar tédolos obxectos dun mesmo tipo, é dicir,
agrupalos en diferentes tipos segundo as suias propiedades e establecer que sempre se
dard un deses casos. Un dos casos mais conecidos é o problema da clasificacién dos
grupos finitos simples, que establece que todo grupo finito simple (é dicir, que non ten
subgrupos normais non triviais) é ou ben da forma Z/pZ, con p primo; da forma A,,
onde A, é o grupo alternado de n elementos; un grupo de tipo Lie; ou senén un dos
27 grupos esporddicos. Aqui, o que imos establecer é a clasificaciéon de movementos en
dimensién 2 ou 3, isto é, demostrar que calquera movemento en R? ou R? pertence a
unha das cinco ou sete familias que imos describir, respectivamente.
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3.4.

Clasificacion de movementos no plano

O obxectivo desta seccién e da seguinte é facer unha clasificacién de movementos no
plano e no espazo, isto é, estudar todalas posibilidades que se poden dar nestes casos
de dimensién baixas.

Sexa f: E? — E? un movemento. Nunha referencia ortonormal R = {uy,us;p}, f seré
unha matriz ortogonal. Como fixemos no caso das afinidades, imos distinguir catro
casos principais segundo a dimension da variedade de puntos fixos V.

(a)
(b)

dim V' = 2. Neste caso, f =Id.

dim V' = 1. Isto quere dicir que 1 é un valor propio, pero a matriz de f non pode
ser a identidade, xa que iso quereria dicir que é unha translacién. Polo tanto,
o outro valor propio ten que ser —1, e iso quere dicir que nunha referencia da
forma {vi,ve;p}, onde vy e vy son vectores propios de valores propios 1 e —1,
respectivamente, e p é un punto fixo, o movemento ten a forma

o= 5)6)

Isto quere dicir que f é unha simetria azial (ortogonal) respecto unha recta r, que
se chama eixe da simetria.

(-) O eixe da simetria é a tnica recta de puntos fixos.

(-) As rectas invariantes son a recta fixa r: p + (u1) e tédalas ortogonais a 7.
Convén notar que unha simetria axial é un caso particular de homoloxia
xeral.

Exemplo. Sexa [ a simetria axial ortogonal con respecto & recta z—y = 0. Enton,
a imaxe da orixe é a propia orixe; ademais, f(1,0) = (0,1) e f(0,1) = (1,0). Polo
tanto, a matriz na base canonica é

01 0
10 0
0 0 0

dim V' = 0. Neste caso o 1 non é un valor propio, polo que ou o —1 é un valor
propio dobre (e nese caso seria un xiro de dngulo 7) ou hai dous valores propios
complexos conxugados de médulo 1. A forma reducida é da forma

cosa —sina) [z
f(xa y) =\ . .
sina  cos o Y
(-) A matriz reducida é a mesma en calquera sistema de referencia ortonormal
que tefla como orixe o Unico punto fixo.

(-) Non hai rectas invariantes.

Se f é un xiro, tense que Tr(f) = 2cos «; isto permite determinar o dngulo salvo
signo, é dicir, falta establecer se o xiro é positivo (no sentido contrario &s agullas do
reloxo) ou negativo (no sentido das agullas do reloxo). Para iso, céllese un vector
arbitrario v e mirase se {v, f (v)} forman unha base de orientacién positiva. E
dicir, o dngulo estard no intervalo (0, 7) se, e soamente se, det(v, f(v)) > 0.
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Exemplo. Sexa f o xiro con centro no punto (1, 1) e dngulo /4. Entén, a imaxe
da orixe é o punto (1,1 — \/5) Polo tanto, a matriz na base candnica é

V2/2 —/2/2 1
(Vo Voo | 1-a)
\ 0 0 /

0

A matriz correspondente 4 parte lineal serd a mesma noutra base ortonormal coa
mesma orientacién.

(d) V = . Neste caso o 1 é un valor propio de f. Se é valor propio dobre, entén f é
unha translaciéon. En caso contrario, o outro valor propio é —1. O movemento é a
composicién dunha simetria axial e unha translacion paralela ao eixe da simetria
e chamamoslle simetria azial esvaradia. A forma reducida é

o=y ) 6) )

onde a referencia se escolleu de xeito que a orixe é un punto da recta invariante r e
{u1,u2} é unha base ortonormal na que u; é o vector director da recta invariante.

(-) Hai unha tnica recta invariante, a corresponde a p + (uy).

Exemplo. Sexa f a simetria con respecto 4 recta z —y = 0 seguida dunha
translacién de vector (1,1). A imaxe da orixe é o (1, 1), mentres que f(1,0) = (0,1)
e f(0,1) = (1,0). Polo tanto, a matriz na base canénica é

01 1
10 1
00 0

A recta invariante é o eixe da simetria, x —y = 0.

Hai polo tanto 5 opciéns: a identidade, unha simetria axial, un xiro, unha translacién
ou unha simetria axial esvaradia.
O seguinte teorema resume a discusién anterior.

Teorema 3.4.1. Sexa f: E2 — E? un movemento.

(i) Se f é un movemento directo, entén f é unha translacién (incluindo a identidade)
ou un xiro.

(ii) Se f é un movemento inverso, entén f é unha simetria axial ou unha simetria
axial esvaradia.

Demostracion. A demostracion séguese da andlise que se fixo anteriormente segundo a
dimension da variedade de puntos fixos. O

Proposicién 3.4.1. A composicion de xiros e simetrias cumpre as seguintes propieda-
des:

(a) A composicién de dous xiros é un xiro, e o dngulo correspondente a suma dos
dous angulos.
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(b) A composicién de dias simetrias axiais é unha translacién ou un xiro: se f1 e fo
son simetrias axiais de eixes 71 e ro, entéon f = fo o fi é unha translacién se r;
e ro son paralelas e un xiro centrado no punto de interseccion dos dous eixes en
caso contrario.

Demostracion. (a) Consideramos un sistema de referencia centrado na orixe do pri-
meiro xiro. Temos entén que o produto de matrices

(cosﬁ —sin 3 a\ cosa —sina O\

sinf cospf b sina  cosa 0

‘o 0 [1/Vo 0 |1

é precisamente
cos(a+ ) —sinfa+p) | a

(sin(a + ) cos(a+p) b

T o O

Obtemos polo tanto un xiro de dngulo « + f.

N~

—_

(b) Imos comezar observando que a composicién de duas simetrias axiais de eixes
L1 e Lo que se cortan en O e que forman un angulo o é un xiro de angulo 2«
e de centro O. Consideramos unha referencia ortogonal {vi,ve; O}, onde O é a
interseccion dos eixes e v; coincide coa direccion de Lq. Se o angulo entre L1 e
Ly é ¢ (en sentido positivo), a composicién das dias simetrias é

cos2¢p  sin2¢p 0 1 0 0 cos2p —sin2p 0
sin2¢ —cos2p 0 0 —1 0] = |sin2p cos2p 0].
0 0 1/ \o o |1/ \ o 0 1)

A continuacién, consideramos a composicién de duas simetrias axiais de eixes
paralelos L1 e Ly. Consideramos unha referencia ortogonal {vi,ve; O}, de xeito
que O pase por L e L tena a direcciéon de vi. Polo tanto, a primeira simetria
¢é a simetria ortogonal con respecto a y = 0, e a segunda é a simetria ortogonal
con respecto a y = a, para algin a € R. Polo tanto, a imaxe dun punto (z,y) é
(z,2a +y), polo que a composicién é unha translacién de vector (0, 2a), isto é, o
vector de translacion é perpendicular as duas rectas e a lonxitude é o dobre da
distancia entre elas.

O]

Proposicién 3.4.2. Calquera movemento de E? se pode escribir como a composicién
de, como moito, 2 ou 3 simetrias axiais.

Demostracion. Temos que distinguir os cinco casos posibles. Se f é a identidade ou
unha simetria axial, o resultado é evidente.

Un xiro de centro O e angulo o podémolo escribir como a composicién de dias simetrias
de eixes L; e Ly que se corten no punto O e formen un dngulo /2.

No caso dunha translacion, sabemos que é composicién de diuas simetrias axiais, to-
mando os eixes perpendiculares ao vector de translacién e de xeito que a separacion
entre eles sexa a metade do médulo do vector de translacion.

Finalmente, cando é unha simetria axial esvaradia, escribimos a translacién como a
composicién de dias simetrias, e ai necesitamos en total tres simetrias axiais (as dias
da translacién mdis a do propio movemento). O]
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Clasificacion de movementos no espazo

Sexa f: E? — E2 un movemento. Nunha referencia ortonormal R = {uy,us;p}, f serd
unha matriz ortogonal. Como fixemos no caso das afinidades, imos distinguir catro
casos principais segundo a dimension da variedade de puntos fixos V.

(a)
(b)

dim V' = 3. Neste caso, f =Id.

dim V' = 2. Neste caso, o 1 é un valor propio dobre, polo que o outro valor propio
ten que ser —1, e iso quere dicir que nunha referencia da forma {vi, vy, v3;p},
onde vy e vy son vectores propios de valor propio 1 e v3 de valor propio —1 e p
un punto fixo, o movemento ten a forma

1 0 O €T
f(x,y,2) =10 1 0 y
00 -1/ \z

Isto quere dicir que f é unha simetria especular (ortogonal) respecto un plano ,
que se chama eixe da simetria.

(-) O plano de simetria é o tnico plano fixo 7, que ten como subespazo director
(u1,us2) o subespazo de vectores propios de valor propio 1.

(-) A direccion de simetria vén dada por un vector propio de valor propio —1.

Exemplo. Sexa f a simetria especular con respecto ao plano z + y + z = 0.
Entén, calquera vector contido no plano é un vector propio de valor propio 1,
mentres que calquera vector normal ao plano é un vector propio de valor propio
—1. Polo tanto,

f(1,-1,0)=(1,-1,0), f(1,0,—1)=(1,0,-1), f(1,1,1)=(-1,-1,-1).

Facendo operaciéns elementais, chegamos a que a matriz na referencia candnica

3

‘ 13 —2/3 —2/3 | 0
~2/3 1/3 -2/3 | 0
23 —2/3 1/3 | 0

\ o0 0 o |1

dim V' = 1. Neste caso o 1 non é un valor propio, polo que os outros vectores ou
son —1 (dobre) ou son dous valores propios complexos conxugados de médulo 1.
En calquera caso, podemos escoller unha base directa de E? na que escriba

1 0 0 x
flz,y,z) =0 cosa —sina Yy
0 sina cosa z

(-) O eize da rotacién é a tnica recta fixa r, que ten como vector director u o
vector propio de valor propio 1.

(-) O édngulo da rotacién determinase facendo 1 + 2cosa = Tr(f). Para deter-
minar se o angulo é positivo ou negativo, c6llese un vector v no ortogonal de
u e achase det(u, v, f(v)), se é positivo, o angulo é positivo; e se é negativo,
o angulo é negativo.
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Exemplo. Consideremos o movemento dado por

2/3 —1/3 2/3 | 0
2/3  2/3 —1/3 | 0
~1/3 2/3 2/3 | 0
0 0 0 | 1/

Tratase dun movemento que ten unha recta de puntos fixos, que é a que se co-
rresponde a x = y = z; polo tanto, ese é o eixe da rotacién. Tense que o dngulo
de rotacién o cumpre que 1+ 2cosa = 2, polo que o = +7/3. Para determinar o
signo, miramos a orientacién dunha base dada por {u,v, f(v)}, onde u = (1,1,1)
e v é un vector arbitrario, por exemplo, v = (1,0,0). Como det(u,v, f(v)) > 0,
tense que o = 7/3.

(d) dimV = 0. Como o 1 non é un valor propio, o —1 é un valor propio (poderia
ser simple ou triplo). En calquera caso, temos que nunha referencia reducida a
matriz é

-1 0 0 T
flz,y,z)=| 0 cosa —sina Yy
0 sina cosa z

E dicir, f é unha composiciéon dunha simetria especular e unha rotacion.

-)
-)

A direccién de simetria é a tnica recta invariante r, que ten como vector
director u o vector propio de valor propio -1.

O édngulo da rotacién determinase facendo —1+ 2 cos a = Tr(f). Para deter-
minar se o angulo é positivo ou negativo, collese un vector v no ortogonal de
u e 4chase det(u,v, f(v)); se é positivo, o angulo é positivo; e se é negativo,
o angulo é negativo.

(e) V = 0. Neste caso o 1 é un valor propio de f. Imos distinguir tres casos segundo
a multiplicidade do valor propio 1.

(i)

(i)

Se o 1 é valor propio triplo, entén f é unha translacion. Neste caso, a matriz
de f é a identidade en calquera base. As variedades invariantes son todas
aquelas que contenen o vector da translacién.

Se o 1 é valor propio dobre, entén o outro valor propio é o —1, e f pode
escribirse como a composiciéon dunha simetria especular e unha translacién
paralela ao eixe de simetria; é o que se conece como simetria especular es-
varadia. Unha comprobacién rutineira amosa que hai rectas invariantes aso-
ciadas ao valor propio 1. Polo tanto, na referencia adaptada, o movemento
escribese como

0

1 0
flz,y,z)=({0 1 O
0 0 -1

IS SRS
+
O O

con a # 0.

(-) O plano de simetria é o inico plano invariante 7, que ten como subespazo
director (u1,us) o subespazo de vectores propios de valor propio 1.
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(-) A direccion de simetria vén dada por un vector propio de valor propio
—1.

(-) Para determinar o vector de translacién, céllese un punto p € 7 no plano
invariante e calcilase v = pf(p).

(-) As tnicas variedades invariantes son o plano r: p + (u1, u2) e as rectas
contidas nel que tenen a direccién do vector de translacién.

Exemplo. Consideremos o movemento f dado pola matriz

00111
010 |1
1 00 | 1}
\o 001

Tratase dun movemento inverso porque o determinante é —1; ademais, com-
prébase facilmente que non ten puntos fixos, polo que se trata dunha simetria
especular esvaradia. O subespazo de vectores propios de valor propio 1 é o
((1,0,1),(0,1,0)), e o de valor propio —1 é o ((1,0,—1)). O plano invariante
é o x — z = 0; p6dese achar collendo un punto calquera (z,y, z) e impondo

f(l’,y,2> - (a:,y,z) € <(1707 1)7 (07 170)>

Finalmente, para determinar o vector de translacién, collemos un punto do
plano, por exemplo o (0, 0,0) e calculamos v = £(0,0,0)—(0,0,0) = (1,1, 1).
E dicir, tratase dunha simetria con respecto ao plano x—z = 0 seguida dunha
translacién de vector (1,1,1).

(iii) Se o 1 é valor propio simple, entén trétase dunha rotacién de eixe r e unha
translacion paralela ao eixe. Unha comprobacién rutineira amosa que hai
rectas invariantes asociadas ao valor propio 1. Chamase entén movemento
helicoidal e a sua forma reducida é

1 0 0 T a
flz,y,z) =0 cosa —sina y|l+10],
0 sina cosa z 0

con a # 0.

(-) O eize da rotacién é a unica recta invariante r, que ten como vector
director u o vector propio de valor propio 1.

(-) O 4ngulo da rotacién determinase facendo 1+ 2cosa = Tr(f). Para
determinar se o angulo é positivo ou negativo, céllese un vector v no
ortogonal de u e dchase det(u, v, f(v)), se é positivo, o dngulo é positivo;
e se é negativo, o angulo é negativo.

(-) Para determinar o vector de translacién, céllese un punto p no eixe e
calcilase v = pf(p).

(-) A tnica variedade invariante é o eixe 7: p + (uy).

Exemplo. Consideremos o movemento f dado pola matriz
0 1
0 1
1 1

|1/

OO O
OO = O

T
(]
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Tratase dun movemento directo porque o determinante é +1; ademais, compréba-
se facilmente que non ten puntos fixos, e como a matriz da parte lineal non é a
identidade, tratase dun movemento helicoidal. O eixe de rotacién correspondese
coa recta invariante; para atopar a sua direccion, achamos o vector propio de
valor propio 1, que é o (1,1,1); para determinar un punto de paso, impomos

(y—l—l—x,z—l—l—y,x—l—l—z)e((1,1,1)>,

polo que podemos coller o punto (1,1,1). E dicir, o eixe é (1,1,1) + ((1,1,1)).
Para atopar o angulo de rotacién pomos 1 4+ 2cosa = 0, de onde queda que
cosa = —1/2. Polo tanto, @« = 427 /3. Para saber se o dngulo é positivo ou
negativo, sexa u = (1,1, 1) o vector director do eixe e v = (1,—1,0) un vector no
ortogonal. Enton,

y 1 1 -1
det(u,v, f(v)) =1 -1 0]|=-3<0,
1 0 1
polo que a = —27/3. O vector da translacién obtense collendo un punto do eixe,

por exemplo o p = (1,1,1). Entén,

v=f(p)—p=1(2,2,2)-(1,1,1)=(1,1,1),

polo que este é o vector da translacion.

Teorema 3.5.1. Sexa f: E> — E3 un movemento.

(i) Se f é un movemento directo, entén f é unha translacién (incluindo a identidade),
unha rotacién ou un movemento helicoidal.

(ii) Se f é un movemento inverso, entén f é unha simetria especular, unha simetria
especular esvaradia ou a composicion dunha rotacion cunha simetria especular.

Demostracion. A demostracién séguese da andlise que se fixo anteriormente segundo a
dimensién da variedade de puntos fixos. ]

A clasificacién de movementos pddese continuar en dimensiéns superiores, empregando
o teorema de estrutura das isometrias como punto de partida. Porén, en dimensién 4 (e
superior), xa comezan a aparecer casos bastante complexos nos que resulta complicado
manter a intuicion xeométrica. Por exemplo, en dimensién 4, a isometria pode estar
formada por dous bloques de senos e cosenos.

Composicién de movementos no espazo

Proposicion 3.5.1. A composicién de simetrias e rotacidons cumpre as seguintes pro-
piedades:

(a) A composicién f = fo o f1 de dias simetrias especulares f; e fo con respecto aos
planos II; e IIy é unha translacién se II; e IIs son paralelos, e é unha rotacién
de eixe r = II; N1l e dngulo igual ao dobre do dngulo formado polos subespazos
directores de II; e Il en caso contrario.
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(b) A composicién de duas rotaciéns é un movemento directo. Se os eixes r1 e 79
tenen un punto p en comun, o eixe da composiciéon pddese atopar da seguinte
maneira: definimos 7 = (ry,72) e descompomos fi = 000z, fo = 0x, 00y, onde
as o son simetrias especulares. Entén, f = fyo fi = o5, 00y, € 0 eixe de rotacién
de f é m Nma.

Demostracion. (a) Suponamos primeiro que os planos son paralelos, e collamos o
sistema de coordenadas de xeito que o primeiro plano é o z = 0 e o segundo ¢
0 z = a, para algin a € R. Entén, a imaxe dun punto (z,y,z) pola primeira
simetria é (z,y, —z); e a imaxe deste punto pola segunda simetria é (z,y, z + 2a).
Polo tanto, a composiciéon é unha translacion na que o vector ten por direccién a
perpendicular aos planos e por lonxitude o dobre da distancia entre eles.

Se os eixes non son paralelos, a intersecciéon é unha recta. Podemos supor que a
primeira simetria é con respecto ao plano z = 0 e a segunda con respecto a un
plano que contén a recta x = z = 0 e forma un dngulo « co primeiro plano. Entoén,
un calculo analogo ao realizado no caso de dimensién 2 mostra que o movemento
resultante é un xiro de eixe x = z = 0 e dngulo 2.

(b) Como as rotaciéns son movementos directos, a sia composicién tamén o é, xa
que o determinante do produto é o produto de determinantes. Por outra banda,
f1 = or 0 0x, xa que, polo visto antes, a interseccién dos dous planos € o eixe da
rotacién e o angulo de xiro depende do édngulo entre planos, sen importar cales
sexan estes. Unha vez temos esas descomposicions,

f:f20f1:0'7r200'72ro(77r1 = Omy O O0pq,

2

xa que calquera simetria s cumpre que s* é a identidade.

O]

Proposicién 3.5.2. Todo movemento de E? pédese expresar como a composicién de,
como moito, 4 simetrias especulares.

Demostracion. Analizaremos cada caso por separado. Se o movemento é a identidade
ou unha simetria especular o resultado é evidente. No caso da rotacion, consideramos
dias simetrias de xeito que os planos se corten no eixe de rotacién e o angulo sexa a
metade do angulo de rotacion.

Para a composicién da simetria especular e a rotacién chegan 3 simetrias especulares:
dias para obter a rotacién e unha mais para a simetria.

Para o caso das translaciéns, consideramos a composicién de duas simetrias especulares
con planos paralelos, de xeito que o vector perpendicular aos planos e de médulo igual
a distancia entre eles se corresponda coa metade do vector translacion.

Para o caso da simetria especular esvaradia precisamos tamén de 3 simetrias especula-
res: dias para obter a translacién e unha maéis para a simetria.

Finalmente, o tinico caso no que cémpren catro é para os movementos helicoidais: fan
falta dias para a rotaciéon e diias mais para a translacién. O

Os resultados que traballamos en dimension 2 e 3 sobre descomposicién dun movemento
en produto de simetrias pdédense desenvolver nun contexto mais xeral. Eo que se conece
como teorema de Cartan—Dieudonné; omitimos a demostracién, ainda que as ideas son
similares 4s empregadas nestes casos.
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Teorema 3.5.2 (Cartan-Dieudonné). Sexa E un espazo euclidiano de dimensién n.
Entén, toda isometria se pode expresar como a composicion de, como moito, n simetrias.

Dado que unha translacién é composicién de dias simetrias, temos que todo movemento
de E™ é composicion de, como moito, n + 2 simetrias. Nos casos de n = 2, 3, vimos que
sempre era suficiente considerando n + 1.

Determinacion de rotacions e simetrias

As duas seguintes proposiciéns dannos férmulas concretas para o calculo de rotaciéns
e simetrias, sen necesidade de traballar en forma matricial. Nese sentido, deben enten-
derse como resultados que permiten simplificar os cédlculos.

Proposicién 3.5.3. Sexa r = p + (u), con |jul| =1, e f a rotacién de angulo «a e eixe
r, orientado por u. Entén, para calquera q € E3,

f(@) =p+wvcosa+ ulu,v)(1 —cosa)+ (u x v)sina,
onde v = pq.

Demostracion. Comezamos observando que podemos descomponer o vector v = pq
nunha componente paralela a u e noutra ortogonal. En concreto,

ol )
(u, u) (u, u)
onde w = v — gzgu é ortogonal a u. Ademais, u X w = u X v. Polo tanto, collemos
como referencia ortonormal {u,w,u x v;p}, na cal, usando agora que |lu|| =1,

q=p+ (u,v)u+w.

Polo tanto,
f(@) =p+ (u,v)u+cosaw + (u x v)sina
=p+ (u,v)u + cos (v — (u,v)u) + (u X v) sin«

=p+vcosa+ u(u,v)(l —cosa) + (u X v)sina.

O]

Exemplo. Sexa f a rotacién de eixe p = (0,0,0) + ((0,0,1) e dngulo 7/3. Entén, a
imaxe do punto (1,0,0) é
1 V3
1,0,0) = (7,—,0).
Proposicién 3.5.4. Sexa 7: p 4 (w)* e g a simetria especular respecto do plano 7.
Entén, para calquera ¢ € E3,

onde v = pq.
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Demostracion. Sexa {v1,vs} unha base ortonormal de {(w)*. Consideramos un sistema
de referencia no espazo da forma {vi,ve,w;p}, e pomos ¢ = p + av; + fve + Yw.
Finalmente, observamos que a proxeccién ortogonal de v = ¢ — p en (w) vén dada por

&’3 . Entén,

9(q) =p + avi + Bvg —yw
=q— 2yw

_ o (vw)

(w, w)

O

Exemplo. Sexa f a simetria especular respecto ao plano 7: x + y + z = 0; isto é,
7:(0,0,0) + ((1,1,1))*. Entén,

1 1 2 2
17 ) = la ) _2'717131 :<77_7a_7)'
9(1,0,0) = (1,0,0) ~2- (11,1 = (5, -2, -2

3.6. Xeometria clasica

O estudo da xeometria vai inevitablemente ligado a certas cuestions clasicas, que pode-
riamos chamar elementais, relativas a figuras xeométricas como tridngulos, cuadrilate-
ros ou circulos. As nociéns desenvolvidas ao longo destes temas permitennos entender
mellor e desde unha perspectiva mais xeral alguhas destas cuestiéns, que comentamos
ao longo desta seccién, centrandonos principalmente nos chamados puntos notables do
triangulo.

Proposicién 3.6.1. As tres medianas dun tridngulo son concorrentes. O punto de
corte denominase baricentro.

Demostracion. Consideramos o sistema de referencia baricéntrico {A, B,C'}, con A =
(1,0,0), B = (0,1,0) e C = (0,0,1). Sexan A’, B/, C' as intersecciéns das medianas
por A, B, C co lado oposto, respectivamente. Nesta referencia, temos A" = (0, %, %),
B = (10.1)ec = (L 1,0

Se a razén simple (A’, B,C) = A, entén A'C' = \A’'B, é dicir, (0, —%, %) = A(0, %, —%),
de onde se deduce A = —1. De xeito andlogo, podemos ver que (A’, B,C) = (B',C, A) =
(C',A,B) = —1, polo que (A4',B,C)(B',C,A)(C',A,B) = —1 e o teorema de Ceva
permitenos afirmar que as medianas son concorrentes.

Pasamos a calcular as coordenadas baricéntricas do seu punto de interseccién. Asi, a

recta pasando por A e A’ terd ecuacion:

1 1/2 =
0 1/2 y|=0<2z—y=0.
0 1/2 =z

Analogamente, a mediana por B (recta que pasa por B e B’) vén dada por:

0 1/2 =z
1 0 y=0&82-—2=0,
0 1/2 =z
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3

e a ecuacién da recta por C e C' é

0 1/2 =z
0 1/2 y|=0&z—y=0.
1 0 =z

Polo tanto, se (z,y,z) é o punto de interseccién, ten que verificarse x = y = z e

z 4y + z = 1. Concluimos que o baricentro ten coordendas G = (3, 3, 3)-

O

Mentres que as medianas son un concepto que se pode introducir no contexto da xeo-
metria afin (dado que unicamente involucran a nocién de razén simple), as alturas
requiren da nocién de angulo, dado que son as rectas que pasan por un vértice e son
perpendiculares ao lado oposto.

Proposicion 3.6.2. As tres alturas dun triangulo son concorrentes. O punto de corte
denominase ortocentro.

Demostracién. Consideramos os puntos A’, B’, C’ de interseccién das alturas dende os
vértices A, B, C, respectivamente. Sexan tamén o« = LZCAB, = ZABC e~ = /ZACB
os angulos que se forman en cada un dos vértices do triangulo.

Como as alturas forman un angulo recto co lado oposto, temos as seguintes relaciéns
trigonométricas:

|AB'| = bcosa, |B'B| = acos 3, |AC'| = ccosa,
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|C'C| = ccosvy, |CA'| = bcosy, |A'B| = ccos 3.

Asi, podemos calcular a razén simple (A’, B,C), que é o tinico A € R que verifica
A'C = MA'B. Polo tanto, (A, B,C) = —beosy - Ademais, tamén nos permite achar as

ccosf”
coordenadas baricéntricas de A’, xa que

b cos 7y ccos 3
C—-A=XB-4), A=(0 .
( ) ( ’bcos*y—l—ccosﬁ’bcos*y—l—ccosﬁ)

Analogamente, obtemos (B/,C, A) = — €952 ¢ (¢ A, B) = —258 1,500,

acos~y bcosa”

acosy ccos

/

B = 707 )
acosy+ccosa acosy-+ ccosa

o (O acos 8 0 bcos « >

"beosa+acosf’  beosa + acos 3

Como (A4, B,C)(B',C, A)(C', A, B) = —1, o teorema de Ceva permitenos afirmar que
as alturas do tridngulo son concorrentes.
Para achar as stias coordenadas, podemos empregar que se P é un punto do interior

do tridngulo e S = [ABC] é a superficie do mesmo, entén na referencia baricéntrica
{A, B,C}, P ten coordenadas

[BPC] [CPA] [APB]
pP= 3.1
( s s S (3:-1)
En primeiro lugar, temos que estas coordenadas estan ben definidas, xa que [BPC] 4
[C];A] + @ = 1 (calculamos a édrea do tridngulo ABC' dividindoo en tres subtridngu-

los que comparten o vértice P). Por outra parte, no sistema de referencia habitual
{(1,0,0),(0,1,0);(0,0,0)}, podemos escribir os puntos A, B, C como A = (ay,az,as),
B = (b1,b9,b3), C = (c1,c2,c3). Ademdis, a drea do tridngulo ABC vén dada por

al b1 C1
as by col.
az bz c3

Se temos un punto P no tridngulo, con coordenadas (x,y, z) na referencia {A, B,C},
entén P = zA+yB+ 2C e as coordenadas de P na referencia natural, serfan (Z,y, z) =
(zay + yb1 + zc1, xag + ybe + zco, xas + ybe + zcy). Matricialmente,

T a1 b1 x
gl=1az b2 c2| |y
Z ag by c3 z

Deste xeito, a area do triangulo de vértices P,Q, R con coordenadas na referencia
{A, B,C} dadas por P = (z1, 32, 23), Q = (y1,¥2,¥3), R = (21, 22, 23) e P = (21, T2, T3),
Q = (¥1,92,73), R = (Z1, Z2, Z3) na referencia natural coincide con

1 i 21 ar bi cllzi w1 o~
To Yo Zo|=laz by c2||x2 Y2 22,
T3 Y3 Z3 a3 by c3||r3 y3 =23
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1 Y1 A
[PQR] = [ABC] T2 Y2 Z2f.
r3 Y3 =3

Asi, temos as seguintes igualdades (tomamos o valor absoluto dos determinantes por
tratarse dunha superficie e P un punto no interior do tridngulo),

0 = O
_ B [BPC]|
[BPC| = [ABC]| é gZ/ (1) , T = ABC|’
0 =z 1
B - [CPA
1 = 0
_ __lapB
[APB] = [ABC] 8 Z (1) , [ABC]

Desta maneira, podemos calcular as coordenadas do ortocentro H = (x,y, z) na refe-
rencia {A, B,C}. A drea do tridgngulo ABC coincide con [ABC] = <5nf — besina
%. Como /BCH = 7/2 — [ temos que se h é a altura do tridngulo BCH, empre-

gando o teorema do seno para o tridngulo A’CH,

bcosy h h

sinf  sin(r/2—B) cos(B)

Polo tanto, h = 208808y - Agf

sin 8
ah  abcosycos
BHC|=—=—7-"—"—
[ ) 2 2sinf8 "’
ab cos y cos B
[BHC|  —3smp _ cosycosf3
[ABC] ~  absiny " ginysin’

2

Seguindo razoamentos analogos, temos que

(AHC) = ab cos 7y cos 8

2sin «

[AHC] W _ cos7ycosa
[ABC] absiny ~ sinysina’

bccos acos B
2sinf8

bccos acos 8

[AHB]  ~—3%smp  _ cosacosf3

[ABC] —  tesha T sinasin’

[AHB] =

Polo tanto,

- (cosycosﬁ COS (¥ COS 7y cosacosﬁ) B ( 1 1 1 )

sinysin 8’ sinasin~y ’ sin a sin 3 tan Btanvy’ tanatanvy’ tanatan 3

O]
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Remarcamos o feito de que non estamos buscando dar demostraciéns sintéticas destes
resultados, senén que o obxectivo é empregar as técnicas desenvolvidas ao longo do
estudo da xeometria afin e euclidiana para interpretar estes resultados. Recordamos
que a bisectriz dun angulo é a recta que pasa por un vértice e que o biseca; de novo, é
un concepto euclidiano xa que precisa da nocién de angulo.

Proposicién 3.6.3. As tres bisectrices interiores dun tridngulo son concorrentes. O
punto de corte denominase incentro e é o centro da circunferencia inscrita ao triangulo
(¢ dicir, tanxente interiormente aos tres lados do tridngulo).

Demostracién. Denotando novamente por A’, B’,C’ a interseccién das bisectrices cos
lados opostos correspondentes, temos a seguinte representacion:

Se aplicamos o teorema do seno ao tridngulo AC'C, temos que

|AC'| |CC|
sin%  sina

Analogamente, para o tridngulo BC'C' obtemos

|[CC'| |C'"B|  c—|AC|
sin  siny  sind

onde na tltima igualdade usamos que |AC’|+|C'B| = c. Estas diias ecuaciéns permiten-
nos obter [AC'| = £ e |C'B| = ¢ — |A'C| = &3 Logo, (C', A, B) = —sna,

e, dado que =& = -t (C",A,B) = —%- Ademais, con esta relacién chegamos a

sin sin 87

-c
a’

C' = (% aLer, 0). Seguindo este mesmo proceso para A’ e B', obtemos (B’,C, A) =

(A,B,C) = —%. Polo que, en vertude do teorema de Ceva, as bisectrices son conco-
rrentes: (4, B,C)(B',C, A)(C', A,B) = —1.
Ademais, as razén simples anteriores permitennos obter as coordenadas baricéntricas

de A" e B: A" = (0, ﬁ, i) B = (3520, 255)- Logo, a recta AA’ ten ecuacién
cy — bz =0, a recta BB’ vén dada por cx —az = 0 e a ecuacién de CC’ é bx — ay = 0.

Entén, o punto de intersecciéon das bisectrices é I = (- e a +Z o aTh Jrc). O

Nun triangulo tamén podemos considerar os dngulos exteriores, e nese caso falamos de
bisectrices exteriores.

Proposicién 3.6.4. Duas bisectrices exteriores e a bisectriz interior do outro angulo
concorren. O punto de corte denominase ezcentro e é o centro dunha das circunferencias
exinscritas ao tridngulo (é dicir, tanxentes interiormente a un lado e exteriormente aos
outros dous). Falamos da circunferencia exinscrita correspondente ao vértice A cando
¢é tanxente ao segmento BC' e & prolongacién dos outros dous lados.
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Demostracion. Consideramos a bisectriz interior por A e as bisecrtices exteriores aso-
ciadas a B e C.

Sexa C' a interseccién da bisectriz exterior pasando por C coa recta AB. Sexa B’ a
interseccién da bisectriz exterior pasando por B coa recta AC. Sexa A’ a interseccién da
bisectriz interior por A co lado BC. No apartado anterior, vimos que (A4’, B,C) = —%
e A = (0, ﬁ, 352)- Ademais, como /BCE = 7/2 — /2, logo ZACC" = /2 — /2.
Por outra parte, o dngulo ZC’AC é suplementario de « e, como a + 8 + v = T,
LCO'AC = B+7. Asl, ZAC'C =7 — LACC' — LCAC' =7 /2 —~/2—B = (/2 —7/2—

6/2) — /2 = (a — 8)/2. Aplicando o teorema do seno no tridngulo ACC":

|C" Al b _ bsin(7/2 —v/2)

(w272 sl 02 T a5

e se agora o aplicamos ao tridngulo BCC":

|C'B| _ a é\C'B|:\C’A\+c:asjn(ﬂ/2+7/2)

sin(r/2 ++/2)  sin((a - §)/2) sin((a— 5)/2)

Por tanto, como (C’, A, B) = ||g:§||, temos que (C’, A, B) = Z:iﬁg:gt%;g = b‘iﬁcs)?(j»@) =
el = (—5%, 520

Ese mesmo razoamento lévanos a (B',C,A) = £ e B' = (-%,0, ——<). Entdn,
a a—c a—c

(A/,B,C)(B,,C,A)(C/,A, B) =-1

e as rectas son concorrentes polo teorema de Ceva.
O punto de interseccién pertence ds rectas cy — bz = 0 (AA’), cx +az =0 (BB') e

bz+ay =0 (CC"). Polo tanto, o exincentro ten coordenadas E = (37,2, b+£’7a, brea)

O dltimo punto notable do que imos falar correspéndese co punto de corte das media-
trices, as rectas perpendiculares aos lados dun tridngulo e que pasan polo seu punto
medio.

Proposicion 3.6.5. As tres mediatrices dun tridngulo son concorrentes. O punto de
corte denominase circuncentro e é o centro da circunferencia circunscrita ao tridangulo
(é dicir, que contén os tres vértices do tridngulo).

Demostracién. Se A’, B', C' son os puntos medios de BC', AC, AB respectivamente,
estamos ante a seguinte situacién:
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En primeiro lugar, vexamos que se un punto pertence 4 mediatriz de AB, entén a sua
distancia a A e a mesma que a sua distancia a B. En efecto, sexa P un punto nesta
mediatriz e consideramos o tridngulo APB. O tridngulo AC’ P é un tridngulo rectangulo
de base ¢/2. O tridngulo BC'P tamén é rectdngulo e de base ¢/2. Ademais, a altura
dos dous tridngulos é a mesma: |C’P|. Logo, aa hipotenusas destes dous tridngulos son
iguais (|AP| = |BP)|), isto é, a distancia de P a A coincide coa distancia de P a B,
como queriamos ver.

A continuacion, sexa O a interseccién das mediatrices dos lados AB e AC. Por estar na
mediatriz de AB, temos que |OA| = |OB|. Como O tamén estd na mediatriz de AC,
|OA| = |0C]. Logo, |OB| = |OC|. Consideramos agora o tridngulo BOC'. Temos que é
un tridngulo isdsceles, que ten polo tanto dous angulos iguais: ZOBC = Z0OCB. Logo,
a altura deste tridngulo pasa polo punto medio do lado BC' (a altura polo vértice co
angulo desigual coincide coa bisectriz, a mediana e a mediatriz). E dicir, A recta que
pasa por O e A’ é perpendicular BC, polo tanto, coincide coa mediatriz deste lado.
Concluimos que as tres mediatrices se intersecan no punto O.

Para calcular as coordenadas do circuncentro, empregamos a expresién (1). Sexa R =

|OA| = |OB| = |OC]| o raio da circunferencia circunscrita ao triangulo. No exercicio 5,
probaremos que R = 4[2‘75’3501 e, como [ABC] podemos expresalo como [ABC] = “bs%,

c
2siny”

temos que R = Polo teorema do seno:

oR — a b c

sina _ sinfg siny’
Isto facilitanos o célculo das areas [BOC|, [AOC|, [AOB]. Por exemplo, para a primeira

3 .z 2
delas, temos que achar a drea dun tridngulo de base a e altura y/ R? — 9, onde usamos
2

o teorema de Pitdgoras para calcular esta altura. Asi, como R? = 4Sian2a,

2

ay/R? — 4 a2
BOC] = = )
[BOC] 2 4tan «
Procedendo do mesmo xeito,
b2
AOC| = ——
[ ] 4tan 3’
2
[AOB] = —&

4tan~y’
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Axudéandonos do teorema do coseno,

[BOC] 4t(zlj1a _afcosar a27b2+20§;“2 a?(B* 4 2 —ad?)

[ABC] bcs% © 2besin®a 2besin’a 16[ABCJ2
2

[COA]  tiams  bPeosp  DPOEC=PE g2(p2 4 2 g2

[ABC] — aesimB — 2qcsin® 8 2acsin®f 16[ABCJ2 7
2

[APB] _ Toans _ c? cosy _ 02% _ A(a® + b — ?)

[ABC] % 2absin?y  2absin®y 16[ABC|?

Logo, o circuncentro ten coordenadas

0= a?(b* +c? —a?) b*a®+c2—-b?) A(a® + b2 —c?)
B 16[ABC)2 ° 16[ABC)2 ' 16[ABC)?

O]

Unha das propiedades mais coniecidas destes puntos notables, e sobre a que volvere-
mos ao estudarmos as conicas, é que o circuncentro, o baricentro e o ortocentro estan
alinados. A recta que forman conécese como recta de Euler.

Proposicién 3.6.6. Demostrar que o ortocentro, o circuncentro e o baricentro dun
tridngulo estan alinados. A razén simple (H, O, G) é igual a 2/3.

Demostracion. Xa se acharon as coordenadas baricéntricas dos tres puntos. Sabemos
que G, H, O estan alifiados se, e soamente se,

1 a?(b’+c?—a?)
1/3 tan B tany 16£ABC}2
1/3 1 b2(a?4c2—b%) | _ 0
/ tan atany 16LABC]2 o
1/3 1 c(a?+b%—c?)
tan atan 8 16[ABC]?

Esta condicién equivalente a que

1 tana a?(b? +c? —a?)
1 tanB b*(a®>+c* —b?)| =0,
1 tany c2(a® + b —c?)
pois se o determinante é nulo, podemos multiplilcar as columnas ou filas por escalares

sina __ 2bcsina __
cos o b2+4c2—q?

non nulos sen que cambie o seu valor. Ademais, usando que tan a =

4[ABC 4[ABC 4[ABC
I)ZET_QLQ e analogamente tan § = aQ[JFCTZ])Q, tany = aQ[erT(]:z, basta probar que
1 7b2+012_a2 a’(b? + ¢ — a?)
1 m 62(a2 + C2 - b2) - 0
1 o 2(a? + b —c?)

En efecto, desenvolvendo o determinante, obtemos

at — A+ 022 —a?? —at bt a2 -2 b+t o+ a?h? — AP

= 0.
a? + ¢ — b2 a?+c -2 a? +c? — b2
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Intentamos dar agora unha demostracién alternativa sen utilizar coordenadas.
Consideramos, como no exercicio 2, A’ punto medio do segmento BC, B’ punto medio
do segmento AC' e C’ o punto medio do segmento AB. O baricentro G, coincide coa
interseccién das rectas AA’, BB' e CC’ (probamos no problema anterior que as media-
nas son concorrentes), e para o circuncentro O consideramos o punto no que se cortan
as mediatrices (perpendiculares aos lados pasando polos puntos medios destes). Como
G ¢é o baricentro, G verifica que |GA| = 2|GA'|.

A continuacién, consideramos a recta OG e sexa P o punto desta recta que verifica
|GP| = 2|GO| no sentido de OG. Vexamos que P é o ortocentro do tridngulo.

Consideramos os tridngulos AGP e A'GO. Polo mencionado antes,

|GA|  |GP|
|GA’|  |GO|

Ademais, os dngulos ZPGA e ZOGA' (coinciden co dngulo entre as rectas PO e AA").
Deste xeito, os tridngulos APG e A’OG son semellantes e /PAG = ZOA'G. Pola
relacién de semellanza entre os tridngulos, as rectas AP e A’O son paralelas, pero por
ser O o circuncentro e A’ o punto medio do lado BC, temos que a recta pasando por
estes dous puntos é a mediatriz deste lado e polo tanto é perpendicular a BC. Como
AP é paralela a unha recta perpendicular a BC, podemos afirmar que AP é tamén
perpendicular a BC'. Logo, AP coincide co altura do tridngulo polo lado A.
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Repetindo estes razoamentos para os tridngulos BPG e B'OG, chegarfamos a que a
recta BP coincide coa altura do tridngulo dende o vértice B. Entén, P é o punto de
interseccién das alturas (no problema 2 vimos que eran concorrentes, e este punto de
interseccién denomindmolo ortocentro) e esta alinado con O e G. Ademais, esta proba

tamén nos mostra que, como % =2, entén (H,0,G) =2/3. O

Proposicién 3.6.7. Sexan D,E e F os puntos medios dos lados BC, CA e AB do
tridngulo ABC, e X, Y e Z os puntos medios das alturas desde A, B e C, respectiva-
mente. As rectas DX, FY e F'Z son concorrentes. O punto de interseccién é o chamado
punto de Lemoine ou punto simediano, e as rectas que o unen cos vértices do tridangulo
ABC son as simedianas.

Demostracion. En primeiro lugar, establecemos as coordenadas dos puntos:
A=(1,0,0), B=(0,1,0), C =(0,0,1);
D =(0,1/2,1/2), E=(1/2,0,1/2), F = (1/2,1/2,0);

X — 1 bcos~y ccos 3
~ \2"2(bcosy + ccos8)’ 2(bcosy + ccosB) )

v — a cos vy 1 CcCos o
~ \2(acosy +ccosa)’ 2" 2(acosy + ccosa) )’

7 acosf bcosa 1
~ \2(acosB+bcosa)’ 2(acosB+beosa) 2/
A recta DX ten ecuacién

ccos 3 — bcos~y

—2=0,
bcos*y+ccos5x+y ‘

a recta FY esta dada por

aCoOS7y — CCOSx

y+z—x =0,
acosy + ccos o

e a ecuacion da recta FZ é

bcosa —acosf

—y=0.
bcosa+acosﬁz+x 4

Resolvendo o sistema dado polas ecuaciéns das tres rectas, obtemos unha tinica solucién,
0 punto

1 abcosy + accos 8 abcosy + becosa accos 3 + bccos «

).

§(abcosry + accos 8 + bececosa’ abeosy + accos B+ becosa” abcosy + accos B + becos a

Polo tanto, as rectas son concorrentes e as coordenadas do simediano son as anteriores.

O]

Proposiciéon 3.6.8. Sexa ABC un tridngulo. Sexa R o raio da circunferencia circuns-
crita do tridngulo e sexa r o raio da circunferencia inscrita. Cimprese que R > 27 con
igualdade se, e soamente se, o triangulo é equilatero
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Demostracion. Primeiro, comprobaremos a igualdade
S =rp,

onde S = [ABC] é a superficie do tridngulo ABC, r ¢ o raio da circunferencia inscrita
ao tridngulo e p = %HC é o semiperimetro do tridngulo. Sexa I o incentro do tridngulo,
isto é, o centro da circunferencia inscrita ao tridngulo. Temos que S = [ABC| = [AIC]+
[BIC]+[AIB]. Ademais, a altura dos tridngulos AIC, BIC ¢ AI B é a mesma e coincide
con r. Asi,

br ar cr

S = [AIC] + [BIC] + [AIB] = 2L p 4 or _atbride

2 T Ty 2 P

Por outra banda, se denotamos por R o raio da circunferencia circunscrita ao triangulo

(R =|AO| = |BO| = |CO|), temos que
abc = 4RS.

Para probar esta igualdade, consideramos a interseccién da recta AO coa circunferencia
e denotemos este punto por D. Temos que ZADC = ZADB = 7 /2. Sexa agora A’ o
punto de interseccién da altura por A co lado BC. Temos que os tridngulos ACD e
C A’ A son semellantes, logo

|AD|  |AC| 2R b 2aR ab abc abe

- = e /:7 = — =
|AB]_|AA’|© . |AA’|(:) : |AA,|<:>2a|AA] I & 485 7 & 4RS = abe,

onde na penultima igualdade usamos que |[AA’| é a altura do tridngulo por A.
O 1ltimo paso antes de probar a desigualdade inicial serd ver a cofiecida como férmula
de Herén:

5% =p(p—a)(p—b)(p— o).

Temos que S = [ABC| = Cbs% e, usando sin?a = 1 — cos® a e cosa = %,
2, 2 2\2
¢ c2b?sin? a _ cb%(1 — cos? a) _ A (1 — %)
4 4 4 ’
g2 _ —a* — bt — ct + 2622 + 2a%0? + 2a3C?
- G .

Por outra parte,

a+b+cb+c—aa+c—ba+b—-c

p(p—a)p—b)(p—c) =

2 2 2 2
(b +2bc+ 2 — a?)(a® — b + 2bc — ¢?)
B 16
—a* = b* — & 4+ 2022 4 242D + 203
16 ’

de onde se segue a igualdade.
Finalmente, coas igualdades auxiliares anteriores, quédanos que probar

R > 2r,

é equivalente a ver
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ou, o que é 0 mesmo,

852 < pabe,
que, empregando a formula de Herén da lugar a

b+c—aa+c—ba+b—c
< .
8 5 5 5 < abe

Pola desigualdade aritmético-xeométrica, sabemos que

2y/(a+b—c)la+c—b)<a+b—c+a+c—b=2a,

2V(@a+b—c)b+c—a)<a+b—c+b+c—a=2b,

2/(a+c—b(b+c—a)<a+c—b+b+c—a=2c

Logo, multiplicando as tres expresiéns anteriores, temos

Vie+b—c)2(a+c—b)2(b+c—a)? < abe,

185

e, como a suma das lonxitudes dos lados dun tridngulo é sempre maior que a lonxitude

do lado restante, conlcuimos que
(a+b—c)la+c—0b)(b+c—a) < abc,

ou, equivalentemente,

Canto & igualdade, se R = 2r, entén
(a+b—c)la+c—Db)(b+c—a)=abc.

Nese caso, teremos

2v/(a+b—c)(a+c—b)=2a,

2v/(a+b—c)(b+c—a) = 2b,

2v/(a+c—b)(b+c—a) =2c

Se x,y € R verifican x +y = 2,/zy, entén
(z+y)? =4doy < (z—y)? =0,

polo que z = y. Asi, no noso caso obtemos
a+b—c=a+c—b=b+c—a,

é dicir, a = b = ¢ e estamos ante un tridngulo equilatero.
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3.7. Problemas

Distancias, angulos e volumes.

Problema 3.1. Dados tres puntos calquera A, B,C dun espazo afin euclidiano, de-
mostrar que

d(A,B)* = d(A,C)? +d(C, B)* + 2(AC, CB).

Deducir o teorema do coseno para triangulos arbitrarios e o teorema de Pitdgoras para
tridngulos rectangulos.

Solucién. Temos que
d(A,B)? = (AB,AB)
= (AC + CB,AC + CB)
= (AC,AC)(CB,CB) + 2(AC,CB)
=d(A,C)* +d(C, B)* +2(AC, CB).

Se ABC é un tridangulo e pomos a, b e ¢ para as lonxitudes dos lados BC, CA e AB,
respectivamente, temos que

¢ = a® + b* 4 2abcos(£LBCA),

onde empregamos que (AC,CB) = ||AC]|| - ||[CB|| - cos(£BCA). Isto é o que se conece
como teorema do coseno.

Se o tridngulo é rectdngulo, temos que ZBCA = 7/2, polo que a igualdade anterior
escribese como ¢? = a? + b? (teorema de Pitdgoras).

Problema 3.2. Se ABCD é un cuadrilatero calquera dun espazo afin euclidiano e M
e N son os puntos medios das diagonais, demostrar que

d(A, B)? +d(B,C)* +d(C,D)* + d(D, A)? = d(A, C)* + d(B, D)* + 4d(M, N)*.
Deducir a lei do paralelogramo: a suma dos cadrados dos catro lados de calquera para-
lelogramo ¢é igual & suma dos cadrados das stias diagonais.

Solucién. Temos que
4d(M,N)? = 4||N — M|?
=|A+C—-B-D|?
=|A-B||*+|C—-D|?*+2(A-B,C—D)
=d(A, B)*> +d(C,D)* + 2(AB, CD).
Por outro lado, empregando o exercicio anterior
d(A,C)? =d(A,B)? +d(B,C)?* + 2(AB,BC),
d(B,D)* = d(A,B)* +d(A,D)* + 2(BA, AD.)
Polo tanto, sumando as tres igualdades, o resultado a demostrar é equivalente a
(AB,AB +CD +BC - AD) = 0.
Iso é inmediato a partir do feito de que

AB+CD+BC-AD=AC+CD-AD=AD - AD =0.

No caso dos paralelogramos, as diagonais cértanse nos respectivos puntos medios, polo
que M =N e d(M,N) =0.
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Problema 3.3. Sexan r e r’ dias rectas que se cruzan nun espazo afin de dimensién
tres.

(a) Demostrar que existe unha unica recta s que corta 4s dias e que é ao mesmo
tempo perpendicular a r e a r’. Esta recta chdmase perpendicular comin de r e

rl.

(b) E certo o resultado anterior nun espazo afin euclidiano de dimensién n > 4.

(c) Calcular a perpendicular comin &s rectas r e 7’ que tefien por ecuaciéns

r—y=-—1 , Jz=1
T r:
z=—06 3y + 2z = 16.

Solucién. (a) Sexan vy e vg 0s vectores directores das rectas. Polo tanto, r: a + (v1)
e s: b+ (vg). Queremos atopar unha recta t de xeito que interseque a r e s en
puntos p e g, respectivamente, e que tena vector director perpendicular a ambas.
Escribimos entén p = a 4+ Avy e ¢ = b+ uve. A recta que pasa por p e q é
perpendicular a r e a s, polo que

q—p:b—a—kuvg—/\vle(F—i-G)l.

Ao mesmo tempo, ¢ — p € 7 V s, que ten dimensién 3, e podemos escribir rV s =
a+ (v, v2,w), con w € (F 4 G)*, xa que podemos completar (vy, vy a unha base
de todo o espazo. Ao proxectar ¢—p a (F+G)*, temos que pvs — Av; antilanse xa
que estan en (F' + G). Descomponendo b — a = aw; + Sve + yw, temos que A = «
e p = —f, polo que existe unha solucién, e s6 unha, que cumpra a condicién.

(b) No argumento anterior non se empregou en ningin momento a condicién de que
a dimensién do espazo fose 3, polo tanto o razoamento é analogo.

(c) Os subespazos directores F' e G das rectas r e 7’ son ((1,1,0)) e (0,—2,3)) res-
pectivamente. Polo tanto, (F 4+ G)* = ((=3,3,2)). Se escribimos p = (0,1, —6) +
A(1,1,0) e g = (1,4,2) + p(0,—2, 3), impomos que

¢—p=(1,3,8)+u(0,-2,3) = \(1,1,0) € (F + G)*.
Polo tanto, proxectando ¢ — p a (F + G)*, o tinico que nos interesa ¢ a imaxe de
(1,3,8), xa que os outros dous sumandos pertencen a (F' + G). Escribimos logo

(1,3,8) = w+ v(-3,3,2),
con w € (F+G). Facendo o produto escalar a cada lado por (—3,3,2), temos que
v= % =lew=(4,0,6)=4-(1,1,0) +2-(0,—2,3). Entén, A =4 e u = —2.
Polo tanto, a perpendicular comin é a que recta que pasa por p = (4,5,—6) e
q=(1,8,—4), e que polo tanto ten vector director (0, —2,3).
Problema 3.4. En E*, considéranse os planos 7 e mo que teflen por ecuaciéns na
referencia natural

r=14+A+pu
= -2\
s 4 i A eR,
z=24+pu
U =2

r—2u=0
Y.
z+2y —az =1,
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onde a € R. Calcular a distancia de m; a 7 en funcién de a.

Solucién. Pomos m1: p+ F e m2: ¢ + G, con
F={1,-2,0,0),(1,1,1,0)), G =(0,a,2,0),(2,—1,0,1)).

Se dim(F + G) = 4, entén pq € F + G, o que quere dicir que m; Nme # @), polo que
d(m1,m2) = 0. Un cdlculo rutineiro amosa que se a # 6, entén dim(F + G) = 4. Polo
tanto, se a # 6 tense que d(my,m2) = 0.

Se a = 6, pomos p = (1,0,2,2) e ¢ = (1,0,0,1/2), polo que pq = (0,0,—2,-3/2). O
vector pq pode escribirse como pq = v + vy, onde v; € F4+G e vy € (F+ G)L. Enton,
d(my,m3) = ||va||. Neste caso, (F+G)+ = ((2,1, -3, —3)), polo que va = (2,1, -3, —3).
En particular, facendo o produto escalar por (2,1, —3, —3) temos que

(pq, (2,1,-3,-3)) = X{((2,1,-3,-3), (2,1, -3, -3)).
De aqui deducimos que A = 21/46 e

21
d(m1,m2) = [|vl| = Z5v/23.

Problema 3.5. En E*, atopar a distancia entre a recta
r:(1,0,0,1) + ((1,0,1,—1))

e o plano
IT: (0,0,0,1) + ((2,1,0,0),(0,1,1,0)).

Solucién. Sexa F' = ((1,0,1,—1) e G = ((2,1,0,0),(0,1,1,0)). Temos que F + G ten
dimension 3 e

Sep=(1,0,0,1)eq = (0,0,0,1), escribimos qp = u+v, ondeu € F+Gev € (F+G)*.
En particular, v = A\(1, —2, 2, 3). Para achar A, facemos o produto escalar a ambos lados
por (1,—2,2,3) e obtemos que

\_ {(1,0,0,0),(1,-2,2,3)) _ 1

1(1,-2,2,3)|2 18

Finalmente, temos que

VIS _ 2

AT = I\ 11, -2,2,3) | = Y = %

Problema 3.6. Consideramos as variedades lineais de E* dadas, en referencia ordina-
ria, por

Viz+y+z+t+1l=a2+2=0, Wiy+t=z+y—1=0.
Estudar a sta posicién relativa e calcular d(V, W).
Solucién. Sexan F' e G os subespazos directores de V e W, respectivamente. Entén,

V ={((1,0,-1,0),(0,1,0,-1)), W ={((0,0,1,0),(1,—1,0,1)).
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Como VNW = ((1,-1,1,—1) ten dimensién 1, estamos na situacién do exercicio
anterior e os planos criizanse. Tense ademais que (F +G)* = ((0,1,0,1)). Un punto de
paso de V é, por exemplo, p = (0,—1,0,0), e un de W é o ¢ = (0,1,0,0). Polo tanto,

q=(0,2,0,0) =v; +v2, conv; € F+Gewvy € (F+G)t. Entén, va = A(0,1,0,1) e

temos que

A=2 =1
2

Polo tanto, [|va]| = V2.

Problema 3.7. En E3, coa referencia R = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0); (1,0,0)}, consi-
deramos o plano 7: £+ y+ 2z =1 e o punto p = (0,1,1)5. Calcular d(p, ).
{

Solucién. A matriz do produto escalar na base {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} é

N W
NN
— =

Polo tanto, a perpendicular ao plano que pasa por p ten vector director (a,b,c), que
cumpre que

((a,b,¢),(1,-1,0)) =a=0, ((a,b,c),(1,0,—1)) =2a+b=0.

Polo tanto, a recta é (0,1,1) 4 ((0,0,1)). O corte co plano 7 é o (0,1,0). Finalmente,
s6 queda calcular a norma do vector diferenza, isto é, o (0,0,1) (operando coa matriz
do produto escalar); obtense entén que a distancia é 1.

Problema 3.8. En E3, consideramos o plano m: z+y+ 2z = 0 e a recta r = {(1,0,0+
t(1,—1,0)}. Sexa R un sistema de referencia ortonormal no que 7: z =0er = {Z =
0,z = b}, con b # 0. Atopar as condiciéns que ten que cumprir b e a referencia
R = {v1,v2,v3;Q}. Cantos sistemas de referencia ortonormais hai que cumpran estas
condiciéns?

Solucién. Comezamos observando que o vector (1,—1,0) pertence ao subespazo di-
rector de 7, e como (1,0,0) ¢ 7, a recta e o plano son paralelos e a distancia entre eles
é % Como estamos comparando dous sistemas de referencia ortonormais, a distancia

de 7 a r é a mesma en ambos sistemas. No segundo sistema, a referencia é |b|, polo que

-+ 1
b—:l:\/g.

Agora, facemos as seguintes observacions:

= Un vector unitario normal ao plano, o (1/v/3,1/+/3,1/+/3) vai ao £(0,0,1). Polo
tanto, vz = i(l/\/ga 1/\/§a 1/\/5)

» Un vector unitario director da recta, o (1,—1,0), vai ao (0, 1,0). Polo tanto,
vy = £(1,-1,0).

= Un vector unitario normal aos dous anterior, o (1/v/6,1/v/6, —2/v/6), vai a un uni-
tario normal aos outros dous, o #(1,0, 0). Polo tanto, v; = =(1/v/6,1/v6, —2/v6).

Polo tanto, hai oito opciéns posibles para a parte lineal. A orixe de coordenadas pertence
ao plano 7, polo que a sta coordenada z é 0. E dicir, () pode ser calquera punto da
forma (q1,¢2,0).
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Problema 3.9. Sexan r e s dias rectas perpendiculares de E3 que se cruzan, A o punto
medio do segmento definido polos puntos de r e s que minimizan a distancia entre r e
s, BereC € sdexeito que d(A, B) = d(A,C), d(B,C) = +/2d(r, s). Sabendo que a
drea do tridngulo ABC é v/2, determinar d(r, s).

Solucién. Escollemos un sistema de referencia ortonormal do seguinte xeito. A recta r
correspéndese con a = 0 e a recta s, con x = 0, z = b; isto é, ten vector director (0, 1,0).
Nese caso, os puntos de cruce son o (0,0,0) e o (0,0,b). Polo tanto, A = (0,0,b/2),
B = (—t,0,0) e C = (0,t,b). Como se cumpre ademais que

26% = (V/2d(r, 5))? = d(B,C)? = 2t> + V*,

de onde se deduce que t = ++/2/2. Como o célculo é andlogo nas diias situaciéns, imos
supoiier que t = 1/2/2. Entén,

AB = (—\%,0,—2), AC = (0,i g)

Observamos que

3b2 b2 2
k| B
3

1 4

Polo tanto, pondo % = /2, obtemos que |b| = 4. Polo tanto, a distancia entre as duias

rectas é 4.

Problema 3.10. Sexa ABC un tridngulo nun plano afin euclidiano e A’, B’, C’ os
puntos definidos por

AC = gAB, BA' = ch, CB = %CA.

As tresrectas AA’, BB’ e CC' determinan un tridngulo A” B”C" no interior do tridngulo
orixinal. Calcular a area do tridngulo en termos da area de ABC.

Solucién. Consideramos a referencia {AB, AC; A}, que non ¢ necesariamente orto-
normal. Entén, A" = (4/7,1/7), B' = (2/7,4/7) e C' = (1/7,2/7). Consideramos agora
os vectores C'B’,C’A’ e calculamos o seu determinante de Gram. Para iso, partimos
de que a matriz do produto escalar asociada a (AB, AC) é

(a b), ac—b* > 0.
b ¢

1
G(A'B A'C) =

Entén, temos que

a+4b+4c¢ 3a+5b—2c¢ ac — b2
3a+5b—2¢c 9a—6b+c| 49

Por outro lado,
G(AB,AC) = ac — b*.

Polo tanto, a area do tridngulo coincide coa de ABC multiplicada polo factor 1/7.

Problema 3.11. Sexa f: E? — [E? a homoloxia xeral do plano que ten por eixe a recta,
x4+ y+ 1 =0 que deixa invariantes as rectas P + ((0,1)), con P un punto calquera, e
de razén a = 2. Se ABC é o tridngulo de vértices A = (1,2), B = (2,3) e C = (4,2),
calcular a drea do tridngulo imaxe f(A)f(B)f(C).
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Solucién. A matriz da homoloxia na base candnica vén dada por

10 0
1 2 1
0 0 1

Polo tanto, f(A) = (1,6), f(B) = (2,9) e f(C) = (4,9). Para calcular a drea, escollemos
o lado f(A)f(B) como base; a sua lonxitude é v/10. Para a altura, hai que calcular a
distancia do punto f(C) a recta f(A)f(B), que ten ecuacién

3r—y+3=0.

Tense que d(f(C), f(A)f(B)) = \/%. Por conseguinte, a area do tridngulo é 3.

Problema 3.12. Sexa ABC'D un tetraedro calquera dun espazo afin tridimensional.
Demostrar que os seis planos mediatrices das arestas ABCD concorren nun punto.

Solucién. Fixamos un sistema de referencia ortonormal con orixe en A = (0,0,0) e
de xeito que o eixe x = 0 coincida coa recta AV B e AV BV C co plano. Sexa entén
B = (b,0,0), C = (c1,¢2,0) e D = (d1,d2,d3). Consideramos a interseccién dos planos
que pasan polos puntos medios dos lados AB, AC e AD e son perpendiculares a eles.
Obtemos entén o sistema
20 =c1 +d
2011’ + 202y = C1 (b + dl) + 02d2
2d1$ + 2d2y + 2d32 == dl (b + Cl) + Cng.

O sistema ten unha tnica solucién, que é o punto

0 — (Cl +dy c1(b—c1)+ cady c1da(cr — b) + ca(bdy + cady — d% — d%))
2 2¢9 ’ 2cad3 .

E sinxelo comprobar que este punto pertence aos outros tres planos.
Movementos no plano e no espazo.

Problema 3.13. Atopar as ecuaciéns dos seguintes movementos f: E? — E? e deter-
minar os seus elementos caracteristicos:

(a) f é un xiro tal que f(1,1) = (—1,3) e f(2,0) = (0,4).
(b) f é unha simetria axial tal que f(2,3) = (1,1).

Solucién. (a) O centro do xiro estd & mesma distancia de (1,1) e de (—1,3), e tamén
4 mesma distancia de (2,0) e de (0,4). Polo tanto, calculamos as mediatrices
dos segmentos que unen ambos pares de puntos; observamos que a mediatriz é
a recta que pasa polo punto medio dos puntos e ten como vector director un
vector perpendicular & recta que une os puntos. Polo tanto, o centro do xiro ¢é a
interseccion de

1
y=2+2x e y:2+§(m—1).

Resolvendo o sistema, vemos que o centro é O = (—1,1). Para achar o dngulo «,
temos que
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Polo tanto, o = +35. E inmediato comprobar que o xiro é en sentido antihorario,
polo que a = 7; alternativamente, para calquera vector non nulo v cimprese que
det(v, f(v)) > 0.

Finalmente, observamos que f(0,0) = (0,2), polo que a matriz do xiro na refe-
rencia canénica é

0 -1 0
1 0 0
0 O 1

Para achar a matriz, podemos calcular primeiro a imaxe da orixe, e tense que
f£(0,0) = (11/5,22/5). Por outra banda, para a aplicacién lineal, temos que

f1,2) = (-1,-2), f(-2,1)=(-2,1),

polo que

fao=(3-5) fon=(-5.-3)

Concluimos que a matriz da simetria na referencia candnica é

B

\ 0 o | 1)

Problema 3.14. Atopar o lugar xeométrico das imaxes do punto (1,1) de E? por
tédalas rotaciéns de dngulo /2 e centro un punto calquera da recta x +y = 1.

Solucién. Sexa P, = (a,1 — a) un punto xenérico da recta x + y = 1. Un xiro de
centro P, e dngulo /2 envia o punto (1,1) a un punto sobre a recta perpendicular ao
segmento que une P, con (1,1) e que pasa por (a,1 — a). Na sta forma explicita, a
recta exprésase como

r=a+t(l—a), y=1—a—at, teR

O resultado do xiro é un punto que estd & mesma distancia de P, que o punto (1,1),
isto é
t2(1—a)?> 4+ t%a® = (1 —a)® + d?,

de onde se ten que t = £1. Unha comprobacion rutineira amosa que o xiro correspon-
dente a un dngulo de 7/2 dése cando ¢t = 1, mentres que t = —1 corresponde a un xiro
de dngulo 37/2. Polo tanto, a imaxe de (1, 1) polo xiro é o punto (1,1 — 2a).

Cando a varia, os puntos sempre se atopan na recta x = 1, mentres que a coordenada
y pode tomar calquera valor, xa que 1 — 2a, visto como funcién de variable real, é
bixectiva. Polo tanto, a imaxe é a recta vertical x = 1.

Problema 3.15. Dadas duas circunferencias C e C' do plano afin euclidiano, atopar
todas as homotecias que transforman unha na outra.
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Solucién. Suponamos primeiro que os radios R e R’ son diferentes. Consideramos en
primeiro lugar unha translacién que leve o centro @ de C no centro O’ de C’. Se os
centros coinciden, este é o centro e unico punto fixo da homotecia. E inmediato entén
que as homotecias posibles tefien ese centro e razén +R’/R.

Consideremos un sistema de referencia no que O = (0,0) e O' = (d,0). Entén, a matriz

da homotecia é
+R'/R 0 d
( 0 +R'/R 0\.
‘o0 1)

.y s Rd
O centro da homotecia é o tinico punto fixo, que se corresponde co (H’ 0).

Cando os radios son iguais, o razoamento é andlogo, salvo que a homotecia de razén
R'/R = 1 corresp6ndese cunha translacién, polo que unicamente temos unha homotecia,
que é a de razén —1.

Problema 3.16. Sexa C a circunferencia de radio 1 centrada na orixe do plano afin
euclidiano E? e ABC o tridngulo de vértices A = (5,0), B = (3,2) e C = (2,/3).

(a) Atopar un punto O que estea & mesma distancia de A, B e C.

(b) Dar as ecuaciéns e o centro da homotecia de razén positiva que transforma a
circunferencia de centro O e radio OA en C.

(¢) Atopar un tridngulo A’ B’C” inscrito en C de xeito que os seus lados sexan paralelos
aos lados correspondentes de ABC.

Solucién. (a) O tunico punto que cumpre esas condiciéns é a interseccién das me-

diatrices de AB, BC e CA, isto é, o (3,0).

(b) Tratase dunha homotecia que envia o punto (3,0) & orixe e de razén 1/2. Polo
tanto, o centro da homotecia é o (—3,0) e a imaxe do (0,0) é o (—3/2,0). Polo
tanto, a homotecia buscada é

(]

\ 0 0\1/'

(c) E suficiente con achar as imaxes dos vértices do tridngulo ABC pola homotecia do
apartado anterior, xa que esta preserva os paralelismos. En particular, A’ = (1, 0),

B'=(0,1) e C" = (-1/2,/3/2).

Problema 3.17. Sexan Ci, Co e C3 tres circunferencias de xeito que os seus centros
non estean alinados. Sexan I7, Iy e I3 os centros das homotecias de razén positiva que
transforman Co en Csz, C3 en C1 e Cq en Co, respectivamente. Demostrar que Iy, Is e I3
estan alinados.

Solucién. Sexan 01, Oy e O3 o0s centros das tres circunferencias. Do exercicio anterior
temos que I3 estd na recta que pasa por O e Oy e cimprese ademais que

Rod

- Ry
(I3, 01,05) = 02 = 2,
R1—1R2 Rl
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Polo tanto,

Ry R3 Ry
13,01,02)(11,02,03)(I2,05,01) = — - — - — =1,
(13,01, 09)(I1, O3, 03)(I2, 03, O1) R’ Ry, Rs
polo que aplicando o teorema de Menelao no tridngulo 010503 cos puntos I, I e I3,
temos que estes estan alinados.

Problema 3.18. Comprobar que as seguintes afinidades de E? definidas na referen-
cia natural son movementos, clasificalos e atopar os seus elementos caracteristicos, a
ecuacion reducida e unha referencia adaptada.

2/3 2/3 1/3 ] 0
—2/3 1/3 2/3 | 0
(@ A= 15 “as3 273 | 0
\ 0 0 0 1)
4/9 4/9 —7/9 | 0
—~1/9 8/9 4/9 | 0
(b) B = —8/9 1/9 —4/9 | 0
0 0 0 1)
3/5 0 —4/5 | 0
0 1 0 0
© C=1_45 0 —3/5 | 0
o 0o o |1/
4/9 4/9 —7/9 | 1
—~1/9 8/9 4/9 | 2
(d) D= —8/9 1/9 —4/9 | 0

0o o0 o0 |1/

Solucién. Todas elas son movementos, xa que a parte lineal é unha isometria; é dicir,
cimprese que AA! = I3, e analogamente para o resto de matrices.

(a) A variedade de puntos fixos é a recta r: (0,0,0) + ((1,0, 1)), polo que se trata
dunha rotacién en torno a ese eixe. Para atopar o angulo de xiro «, impomos

1+2cosa =Tr(A) = 5/3, polo que cosa = 1/3. Para saber se o dngulo é positivo
ou negativo, collemos un vector arbitrario, por exemplo o (1,0,0), calculamos

A-(1,0,0) =(2/3,—-2/3,1/3) e finalmente facemos

11 2/3
00 —2/3| <o.
10 1/3

Polo tanto, o dngulo é o = — arccos(1/3).

(b) A variedade lineal de puntos fixos é o punto (0,0,0), polo que se trata da com-
posicién dunha simetria especular e dun xiro en torno a un eixe perpendicular
ao plano. Para atopar o eixe, achamos un vector propio de valor propio —1,
por exemplo o (3,—1,5). Entén, o eixe é r: (0,0,0) + ((3,—1,5)) e o plano da
simetria é o w: (0,0,0)4((1,3,0), (0,5,1)). Observamos que para calcular o subes-
pazo director obtivose o ortogonal de ((3,—1,5)). O dngulo de xiro & cumpre que
—1+2cosa = 8/9, isto é, cosa = 17/18. Para determinar se é positivo ou nega-
tivo, procedendo como no apartado anterior, obtemos que o = — arc cos(17/18).



3.7. PROBLEMAS 195

(¢) A variedade de puntos fixos é o plano = + 2z = 0. O movemento é polo tanto
unha simetria especular con respecto a este plano.

(d) O movemento ten como tnico punto fixo o (11/2,—-3/2,-7/2). O —1 é un valor
propio e un vector propio asociado é o (3/5,—1/5,1). Polo tanto, é unha simetria
con respecto ao plano

7 (11/2,-3/2,-7/2) + ((1,3,0), (0,5,1))

seguida dunha rotacién con respecto ao eixe r: (11/2,-3/2,—-7/2) + ((3,—1,5))
de dngulo arccos(17/18).

Problema 3.19. Consideramos a afinidade de E? dada, na referencia canénica, por

f(z,y,2) = (\/iz, \gix + 2y + 22 — 1,—?m).

(a) Atopar os puntos fixos e as rectas f-invariantes.
(b) Demostrar que o plano 7: y + z = 1 é o tnico plano invariante por f.

(¢) Consideramos a restriciéon g = f|r: m — m. Escoller unha referencia ortonormal
do plano 7 e escribir as ecuaciéns de g nesta referencia.

(d) Demostrar que g é un movemento do plano 7 e clasificalo, dando os elementos
xeométricos caracteristicos, expresados na referencia ordinaria de E3.

Solucién. (a) Un célculo rutineiro amosa que o unico punto fixo é o (0, 1,0). Como o
polinomio caracteristico da parte lineal da afinidade é —(X — 2)(X?2+ 1), o tinico
valor propio real é o 2. Un vector propio de valor propio 2 é o (0,1,0), polo que
as rectas invariantes serdn as da forma L: (z,y,2) + ((0,1,0)) que cumpran que
flz,y,z) = (z,y,2) € ((1,1,1)). E inmediato ver que z = z = 0, polo que a tnica
recta invariante é L: (0,0,0) 4 ((0,1,0)). Convén observar que f non se trata dun
movemento, xa que ten valores propios reais diferentes de +1.

(b) Para atopar os planos invariantes calculamos os vectores propios da trasposta
da matriz ampliada. Un cdlculo amosa que estes son, salvo miltiplo, (0,0,0,1) e
(0,1,1,—1). O primeiro correspéndese coa recta do infinito, polo que non o hai
que ter en conta; o segundo é o que nos da o plano y+ z —1 = 0. Pddese observar
que o tnico punto fixo é a interseccién do plano invariante coa recta invariante.

(c) Collemos a referencia {(1,0,0), (0,1/v/2,—1/4/2);(0,1,0)}. Pondo v; = (1,0,0) e
vy = (0,1/4/2, —1/4/2) tense que §(v1) = vo e §(v2) = —v1. Como o punto (0, 1,0)
é fixo, a matriz de g nesa referencia é

0 -1 0
1 0 0
0 0 0

(d) A matriz correspondente & parte lineal é ortogonal, xa que a sta trasposta coincide
coa sua inversa. Tratase entén dun xiro de dngulo 7/2 e cuxo centro é o unico
punto fixo, isto é, o (0, 1,0).

Problema 3.20. Atopar as ecuacions na referencia natural dos seguintes movementos
de E3:
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(a) Unha simetria axial respecto o eixe z +y =2+ 2z = 0.

(b) Un xiro que ten por eixe a recta x —y = = — z = 0 orientada polo vector (1,1,1)
e dngulo 7/4.

(c) A composicién dunha rotacién de dngulo 7/3 ao redor da recta x —y = z = 0
orientada polo vector (1, 1,0), seguida dunha simetria especular respecto ao plano
ortogonal & recta anterior que pasa polo punto (2,2, 2).

(d) Un movemento helicoidal con eixe r: (1,2,1) 4+ ((1,0,—1)), dngulo 7/2 e vector
de translacién v = (—3,0, 3).

Solucién. (a) Unha simetria axial correspéndese cunha rotacién de dngulo w. Nese
caso, chamando f ao movemento, tense que

f(=1,1,1) = (-1,1,1), f(1,-1,0) = (-1,1,0), f(1,0,—1) =(—1,0,1).

Como as imaxes de tres vectores linealmente independentes determinan a parte
lineal e a orixe é un punto fixo, temos que a matriz é

~1/3 —=2/3 —2/3 | 0
—2/3 —-1/3 2/3 | 0
—2/3 2/3 —1/3 | 0

\ o0 0 o |1

(b) A matriz nunha referencia adaptada da forma {vy,vs,v3; O} é

1 0 0 0
0 v2/2 —v2/2 | 0
0 v2/2 V2/2 0

\0o 0 0 |1

Para iso, pomos O = (0,0,0), v1 = (1/v3,1/v3,1/v/3) e {va,v3} escéllense de
xeito que sexan unha base ortonormal de <v1>l que cumpra vy X v3 = vy. Para
achar v e vg podemos coller unha base arbitraria e obter unha ortonormal por

Gram-—Schmidt; por exemplo va = (0,1/v/2, —1/v/2) e vz = (-2//6,1/1/6,1//6).

Se pomos
V3/3 0 —6/3 | 0
V3/3 V2/2  \6/6 0
0

5=\ VB3 Va2 Vo ’
0 0 o |1
entén a matriz buscada é
1 0 0 0
0 v2/2 V2/2 0 ‘
0 0 0o |1

A expresién non é especialmente simple, polo que a omitimos.
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(¢) A matriz reducida da rotacién é

1 0 0 0
0 1/2 —v3/2 | 0
0 V3/2 1/2 0

\o 0 0o |1

A base na que admite esa expresién é {vi,vs,v3; 0}, con O = (0,0,0), v; =
(1/v/2,1/3/2,0), va = (0,0,1) e v3 = (1/+/2,—1/+/2,0). Polo tanto, a matriz da

rotacién é
3/4  1/4  —6/4 | 0
/4  3/4  +/6/4 0
V6/4 —/6/4  1/2 0
\ 0 0 0o |1

De xeito similar aos apartados anteriores, a matriz da simetria é

0 -1 0| 4
-1 0 0| 4
0 0 1 |o0f"

\o o0 o] 1

Muiltiplicando as dias matrices, obtemos que as ecuacions do movemento son

-1/4 -3/4 —6/4 | 4
-3/4 —1/4 /6/4 4
V6/4 —/6/4  1/2 0

0 0 o |1/

\

(d) Temos que vy = ﬁ(l,O, —1) é un vector propio unitario de valor propio +1.

Collemos agora unha base ortonormal {v2,v3} de (v1)® que tefia a mesma orien-
tacién que a canénica. En particular, vo = (0,1,0) e v3 = %(1,0, 1) cumpre as
condicions. Nesa base, a matriz da parte lineal é

1 0 O
0 0 -1
01 0

Podemos agora proceder calculando as imaxes dos vectores da referencia natural
1 a 1 ou facer a matriz de cambio de base. Neste dltimo caso, facemos o produto

1/v2 0 1/v2\ /1 0 0 1/v2 0 1/v2\"
0 1 0 00 —1 0 1 0
-1/v/2 0 1/v/2) \0 1 0 ~1/v/2 0 1/V2

e obtemos como resultado

/2 1/vV2 —-1/2
—1/v/2 0 —1/V2
-1/2 1/v/2  1/2

Faltanos por calcular a imaxe da orixe. Como f(1,2,1) = (—2,2,4) e

(0,0,0) = (1,2, 1) — €1 — 262 — €3,



198 CAPITULO 3. XEOMETRIA AFIN E EUCLIDIANA

temos que
£(0,0,0) = £(1,2,1) = f(er) = 2f(e2) — fles) = (-2 = V2,2 + V2,4 - V2).
Polo tanto, a matriz na base candnica é

/2 1/vV2 —1/2 —2—+/2
-1/v2 0 -1/V2 | 2442
-1/2 1/vV/2  1/2 4—+/2

\ o 0 0 | 1/

Problema 3.21. Dar as ecuaciéns dunha simetria especular en E? con respecto ao
plano x + y + z = —1 seguida dunha translacién de vector (2, —2,0).

Solucién. Imos comezar achando a matriz correspondente & simetria. Sexa f o move-
mento correspondente e f a isometria correspondente & parte lineal. Tense que

f(l’ _170) = (17_17())7 f(1707_1) = (1707_1>7 f(17 17 1) = (_17_17 _1)
Polo tanto, a matriz de f é

1/3 —2/3 —2/3
—2/3 1/3 —2/3
—2/3 —2/3 1/3

A perpendicular ao plano x + y + z = —1 que pasa por (0,0,0) corta ao plano en
(—=1/3,—-1/3,—1/3), polo que a siia imaxe pola simetria é o (—2/3,—-2/3,—-2/3), e a
matriz da simetria é
/3 —2/3 —2/3 | —2/3
-2/3 1/3 —=2/3 | —-2/3
—2/3 —2/3 1/3 | —2/3
0 0 0o | 1

Facendo a composicién coa translacién de vector (2,—2,0), obtemos que a matriz do
movemento é
1/3 —-2/3 —-2/3 4/3
-2/3 1/3 —2/3 —8/3
-2/3 —=2/3 1/3 —2/3
0 0 0 ‘ 1 /

Problema 3.22. Consideramos os planos de E3 de ecuaciéns m: x +y +2 = 1 e
mo: x—y = 3. Sexan f e g as simetrias especulares respecto de 7 e w9, respectivamente.
Clasificar o movemento g o f e atopar os elementos caracteristicos.

Solucién. Os planos non son paralelos, asi que a composicién das dias simetrias tratase
dunha rotacién que ten por eixe a recta

z+y+z=1
T—y=3.

Para determinar o dngulo, sabemos que este coincide co formado polos vectores normais
a ambos planos. Se lle chamamos « a este valor, temos que

((1,1,1),(1,-1,0))

Ccosx = =

H(17 L, 1)H ’ ”(17 _170)”
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O angulo da rotacién é o dobre do dngulo formado polos dous planos, polo que ¢é igual
a m e o movemento é unha simetria axial.
Imos dar unha solucién alternativa en termos de matrices. A matriz correspondente a
m é

1/3 —-2/3 —-2/3 2/3

-2/3 1/3 -2/3 2/3

-2/3 —-2/3 1/3 2/3 |

0 0 o | 1)

mentres que a matriz correspondente a my é

010] 3
1 00| -3
00 1] 0]
\o oo 1)

Polo tanto, a matriz da composicién é

—2/3 1/3 —2/3 | 11/3
1/3 -2/3 —2/3 | 2/3
—2/3 —2/3 1/3 | 2/3
0 0 0o | 1)

Trétase dunha rotacién con eixe (2, —1,0)+((1,1, —2)), xa que (2, —1,0) é un punto fixo
e (1,1,—2) é un vector propio de valor propio 1. O angulo o cumpre 1+ 2cosa = —1,
polo que a = 7 e tratase dunha simetria axial.

Problema 3.23. No espazo euclidiano E? coa referencia canénica, consideramos os
seguintes movementos: f e g son as simetrias especulares con respecto aos planos m: x —
y=0en: xz+y+ 2z=0, respectivamente, e h ten expresién

1
h(az,y,z):g(flz—2y—22+6,—2:E—2y—|—z+6,—2x+y—2z—|—6).

(a) Clasificar o movemento F' = h o f e dar os seus elementos caracteristicos.
(b) Calcular F°(0,0,0).
(c) Clasificar o movemento G = g o F' e dar os seus elementos caracteristicos.

Solucién. (a) A matriz de f na base candnica é

o = O

0

0

0
0001/

polo que a matriz de F' obtense ao multiplicar as matrices correspondentes a h e

f:

/3 —2/3 —2/3 | 2\ /0
-2/3 —2/3 1/3 | 2| [1
-2/3 1/3 —2/3 | 2| |0
0 0 0o | 1/ \0

)

OO O
OO O O

0 -2/3 1/3 -2/3 | 2
0 —2/3 —2/3 1/3 | 2
0 1/3 —2/3 —2/3 | 2
1 \ 0 0 0 |1

oI O
IO O O
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O determinante da parte lineal de Fé —1, polo que se trata dun movemento
inverso.

O seguinte que observamos é que o punto (1,1, 1) é fixo, polo que se trata ou ben
dunha simetria especular ou dunha simetria especular seguida dunha rotacién;
podemos tratar ambos casos & vez considerando que a simetria especular estéd
seguida dun xiro de dngulo cero. Para saber o angulo «, empregamos que

—1+4+2cosa =Tr(F)= -2,

de onde temos que o = :l:%”. O eixe do xiro é r: (1,1,1)+((1,1,1)), xa que pasa
polo punto fixo e esta dirixido polos vectores propios de valor propio —1 e o plano
de simetria é IT: z+y+2 = 3, xa que contén o punto (1, 1, 1) e o subespazo director
é o ortogonal & recta. Para determinar o signo de «, escollemos v = (1,1,1) e
tomamos un vector arbitrario do plano, como o v = (1, —1,0). Entén, é suficiente
con calcular

det(u,v, F(v)) = —3 < 0,

polo que o angulo de xiro é negativo, isto é, a = —2?”.
Concluimos que F' é a simetria especular con respecto a Il: x +y + 2z = 3 se-

guida dunha rotacién de dngulo —%” con respecto & recta r: (1,1,1) + ((1,1, 1)),

orientada co vector (1,1,1).

Temos que F' = po s, onde s é a simetria e p é o xiro; ademais, po s = so p. Por
outro lado, s> = Id e p? = Id, polo que F'®> = p'? o0 s!5 = 5. Polo tanto, chega
con calcular s(0,0,0). Para iso, consideramos a perpendicular ao plano que pasa
polo (0,0,0), e temos que corta ao plano no punto (1,1,1), polo que o simétrico
é 0 (2,2,2). En conclusién, F''5(0,0,0) = (2,2,2).

A matriz de g na base candnica é
1/3 —-2/3 —2/3
-2/3 1/3 —=2/3

-2/3 -2/3 1/3
\ 0 0 0 |1

Y

o O O

~N—

polo que a matriz de G é

010 | -2
00 1| —2
100 | -2
\o 00| 1/

E unha comprobacion rutineira ver que o determinante de G é +1 e que G non ten
puntos fixos; como G non ¢ a identidade, tratase dunha rotacién seguida dunha
translacién paralela ao eixe, é dicir, dun movemento helicoidal.

Para atopar o eixe, temos que atopar a tnica recta invariante; o vector director é o
vector propio de valor propio 1, isto é, o (1,1, 1); para atopar un punto, impomos
que f(xvyv Z) - (Q?, Y, Z) € <(17 17 1)>

(y—2—:£,z—2—y,x—2—z)€<(1,1,1)>,

en particular, podemos coller como punto de paso o (1,1, 1). Polo tanto, o eixe é

] , . , . 2
r:(1,1,1) +((1,1,1)) e o dngulo de xiro ¢, procedendo ao igual que antes, —=.
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Para atopar o vector da translacion, collemos un punto ¢ € r e calculamos o
vector w = qG(q). Neste caso, se ¢ = (1,1,1), temos que G(q) = (—1,—1,-1),
polo que w = (-2, -2, —2).

Concluimos que G é un movemento helicoidal dado por un xiro de —27/3 con

respecto 4 recta r: (1,1,1)+((1,1,1)), orientada co vector (1,1, 1), seguida dunha
translacién de vector (—2, -2, —2).

Problema 3.24. Consideramos o movemento f: E3 — E? descrito na referencia natu-
ral pola matriz ampliada

2/3  2/3 1/3 | a
—2/3 1/3 2/3 | b
1/3 —2/3 2/3 | ¢

\ 0 0 0o | 1/

A:

i

onde a,b,c € R.

(a) Comprobar que f é un movemento directo. Demostrar que ten puntos fixos se, e

(b)

()

soamente se, ¢ = —a. Isto pode empregarse para os sequintes apartados ainda que
non se demostre.

Suponamos que ¢ = —a. Clasificar o movemento e atopar os seus elementos ca-
racteristicos.

Suponamos que ¢ # —a. Clasificar o0 movemento e atopar os seus elementos ca-
racteristicos.

Solucién. (a) Trétase dun movemento directo xa que o determinante da parte li-

neal é +1. Observamos ademais que o 1 é un valor propio da parte lineal con
multiplicidade 1, o que nos di que o movemento é ou ben unha rotacién ou ben
un movemento helicoidal. Para ver en que situacion estamos, temos que estudar
se hai puntos fixos. Iso é equivalente a que o sistema f(z,y,z) = (z,y,2) tena
soluciéns, ou, o que é o mesmo, a que o rango da matriz dada por restarlle a
identidade & parte lineal coincida co da ampliada:

~1/3 2/3 1/3 | a
—2/3 -2/3 2/3 | b
/3 —2/3 —1/3 | ¢

A terceira columna coincide coa primeira cambiada de signo; polo tanto, se o
termo independente é combinacién lineal da primeira e da segunda, tense que

A(—1/3,2/3,1/3) + u(2/3,-2/3,-2/3) = (a, b, c).

Igualando a primeira e a terceira componente, temos que a = —c. Logo, o sistema
dado pola primeira e a segunda compotiente é compatible determinado, polo que
a condicién ¢ = —a é necesaria e suficiente.

Neste caso, o movemento ten unha recta de puntos fixos, polo que se trata dunha
rotacién. O eixe da rotacién é o (a + b,—a + b/2,0) + ((1,0,1)) e o dngulo da
rotacién a cumpre que 1 + 2cosa = 5/3, polo que @ = +arccos(1/3). Para
determinar o signo, collemos un vector arbitrario linealmente independente co
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(1,0,1), como por exemplo o v = (1,0,0); temos que f(v) = (2/3,-2/3,1/3), e
como

11 2/3

0 0 —2/3/=-2/3<0,

10 1/3

o angulo de xiro é negativo.

(¢) Neste caso, o movemento non ten puntos fixos, e como é directo e a matriz da
parte lineal non é a identidade, tratase dun movemento helicoidal. Para atopar o
eixe, buscamos a unica recta invariante, que, polo visto no apartado anterior, ten
vector director (1,0, 1). Para achar un punto (z,y, z), impomos que

1

g(—x+2y+z+3a,—2x—2y—|—2z+3b,x—2y—z+30) € ((1,0,1)).
Quédanos nese caso que y = (b+c—a)/2 e x —z = (a — ¢+ 2b)/2, polo que o
eixe é

L: ((a—c+2b)/2,(b+c—a)/2,0) + ((1,0,1)).

O éngulo é, ao igual que antes, arc cos(1/3). Finalmente, para achar o vector de
translacién, collemos un punto p do eixe e calculamos f(p)—p. Pondo por exemplo
p=((a—c+2b)/2,(b+c—a)/2,0), temos que

o) - =(550,25),

Pédese observar que se tivésemos a + ¢ = 0, corresponderiase co vector (0,0,0).

Problema 3.25. Sexa E? o espazo afin euclidiano estandar. Sexa f: E? — E? o mo-
vemento que ten por ecuacions na referencia ordinaria

f(m,y,z):%(:c—\@y—z—i—l,—\@x—\@Z_\/ﬁ7_x_\@y+z+1)_

(a) Clasificar o movemento f e dar os seus elementos caracteristicos.

(b) Para X\ € R, sexa s) a simetria con respecto ao plano x — V2y+ z = \. Demostrar
que sy o g é unha translacién e achar o vector correspondente & translacion.

(c) Sexa Hjy o plano de ecuacién = — V2y + z = 0. Atopar dous planos H; e Hj
de xeito que, se f;: E3 — E? é a simetria especular respecto ao plano H;, entén

f=1Jsofa0 fr.

(d) E posible escribir o movemento f como a composicién de catro simetrias especu-
lares?

Solucién. (a) A matriz do movemento é

/2 —v2/2 —1/2 1/2
—V/2/2 0 —V2/2 | —V2/2
—1/2  —V2/2  1/2 1/2

\ 0 0 0o | 1

A:

O movemento non ten puntos fixos e o determinante da isometria correspondente
é -1. Polo tanto, tratase dunha simetria especular esvaradia. Os seus elemen-
tos caracteristicos son o plano de simetria e o vector de translacién. Tense que
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os vectores propios de valor propio 1 son combinaciéns lineais de (1,0,—1) e
(—v/2,1,0), polo que o plano de simetria serd da forma x + 2y + 2z + A = 0.
Comprobase que un plano desta forma é invariante se, e soamente se, A = 0. Alter-
nativamente, a ecuacién pddese obter impondo que pf(p) pertenza ao subespazo
((1,0,—-1),(=+v/2,1,0)). Finalmente, se collemos un punto p no plano, temos que
o vector da translacién serd pf(p).

En conclusién, é unha simetria con respecto ao plano = 4+ v/2y + z = 0 seguida
dunha translacién de vector (1/2,—+/2/2,1/2).

(b) A composicién de dias simetrias con respecto a planos paralelos é unha transla-
cién. Para determinar o vector da translacién, é suficiente con calcular a imaxe
dun punto. Por exemplo,

sx(50(0,0,0)) = s(0,0,0).

A proxeccién ortogonal de (0,0,0) no plano x — 2y + z = XA é (m, —v/2m, m),

con m = %. Polo tanto,

SAQOGLOJD):(2w%—2v5nu2n0::(;,—VEA,;>.

Isto quere dicir que o vector correspondente & translacion é vy = (%, —@, %)
(c) Escollemos Hy: z ++v2y+ 2z =0 e H3z: x — /2y + z = 1. Polo visto no apar-

tado anterior, f3 o fo é unha translacién de vector v = (1/2,—v/2/2,1/2), polo

que a composicion correspéndese coa simetria con respecto a H; seguida dunha

translacion de vector v, que é precisamente f.

(d) O movemento f é inverso, xa que det f = —1. A composicién dun niimero par de
simetrias especulares é un movemento directo, xa que o determinante da parte
lineal de cada unha delas é —1. Polo tanto, non se pode expresar f como a
composicién dun ntmero par de simetrias especulares.

Problema 3.26. Se ABCD é un tetraedro regular dun espazo afin euclidiano, deter-
minar que movemento é a composicién sap o s4c ©sap, onde s, denota a simetria axial
respecto da recta r.

Solucién. Imos comezar fixando un sistema de referencia axeitado R = {v1,ve,v3; O}.
Collemos como orixe o punto A, e podemos suponer tamén, sen perder xeneralidade,
que a lonxitude da aresta do tetraedro é 1; en caso contrario, multiplicanse todalas
coordenadas pola lonxitude. Escollemos v de xeito que coincida coa aresta AB, e a
coordenada = de B sexa positiva. Entén, B = (1,0,0). De xeito similar, facemos que o
plano xerado por A, B e C se corresponda con z = 0 e a coordenada y de C' sexa positiva,
polo que C' = (1/2,/3/2,0). Finalmente, se D’ é a proxeccién de D no plano z = 0
tense que coincide co centro do tridngulo equildtero ABC, polo que D' = (1/2,+/3/6,0).
Se impomos que a coordenada z de D sexa positiva, entén D = (1/2,/3/6,v6/3).
Para achar as matrices das simetrias axiais, podemos empregar a formula da rotacién
no caso particular no que o xiro é de angulo 7. Entén, unha rotacién con respecto ao
eixe r: p + (u), con |ju|| = 1 cumpre que

f(@) =p—v+2u,v)u,
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onde v = pq.
As matrices das simetrias axiais AB, AC e AD son, respectivamente,

1 0 0 0 —1/2 V3/2 0 0 ~1/2 V3/6 V6/3 | 0
0 -1 0 | 0 V3/2 12 0 |0 V3/6 —5/6 /2/3 oj
0 0 -1 | o0}’ 0 0 -1 ] 0| [|v6/3 v2/3 1/3 0]
o 0o o |1/ \o o o |1/ Xo 0 o [ 1/

Multiplicando, obtemos que a matriz da composicién é

0 —/3/3 V6/3 | 0
V3/3  2/3  V2/3 | 0
—V6/3 V2/3  1/3 0
\ © 0 0 1

O determinante é positivo e hai puntos fixos, polo que se trata dunha rotacién. Pa-
ra achar o eixe, escollemos un vector propio de valor propio 1, por exemplo, o u =
(0,4/2,1). Para o angulo o, sabemos que 1+ 2cosa = 1, polo que o = 7/2 se collemos
unha base orientada {v,w} de (u)L, por exemplo, v = (1,0,0) e w = (0,1, —v/2). E di-
cir, a restricién ao plano v/2y+z = 0 é un xiro de dngulo 7 /2 con respecto & orientacién
dada pola base {v, w}.

O feito de que sexa unha rotacién podiase deducir sen necesidade de facer célculos:
sabemos que o punto A é fixo e que se trata dun movemento directo, xa que a composi-
cion de movementos directos é un movemento directo. Enton, como non é a identidade,
¢ unha rotacién con respecto a un eixe.

Problema 3.27. Sexa ABC un tridngulo do plano euclidiano E2. Denotamos por A’,
B’ e C' os puntos medios dos lados BC, CA e AB, respectivamente, e por G, H e
O o baricentro, ortocentro e circuncentro do tridngulo ABC'. Observacion. Para os
dous primeiros apartados, supofier que estamos nun espazo afin A2 (é dicir, que non é
necesariamente euclidiano).

(a) Demostrar que existe unha tnica afinidade f que cumpre f(A) = A’, f(B) = B’
e f(C) = C'. Clasificala e achar os seus puntos fixos.

(b) Usar o apartado anterior para atopar a razén simple (A, A’, G).

(¢) Sexa P = f(O). Demostrar que os tridngulos AGP e A’GO son semellantes e que
AP é paralela a A'O.

(d) Concluir que G, H e O estan alinados e achar (H,O,G).

Solucién. (a) Como A, B e C son tres puntos afinmente independentes no plano,
fixadas as stas imaxes, existe unha tnica afinidade con esas propiedades. Fixando
unha referencia {AB, AC; A}, temos que a matriz é

(0 | 1)
Vo0 [ 1)

Tratase dunha homotecia de razén —1/2, na que polo tanto hai un dnico punto
fixo, que é o baricentro G = (1/3,1/3).
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(b)

A razoén simple é o escalar A que cumpre
AG = )AA.
Como AG = (1/3,1/3) e AA’ = (1/2,1/2), temos que \ = 2/3.

Pola definicién de P, sabemos que (4,A4,G) = (P,0,G) = 2/3. Polo tanto,
os tridngulos AGP e A'GO tenien un dngulo igual e os lados correspondentes
proporcionais; iso quere dicir que son semellantes. Alternativamente, o triangulo
AGP e a imaxe de A’GO por unha homotecia de centro G e razén 2. Como AP
¢ a imaxe de A’O pola homotecia, e a imaxe dunha recta por unha homotecia é
paralela 4 recta orixinal, temos que AP é paralela a A’O.

Do apartado anterior, temos que AP é perpendicular ao lado BC, polo que AP
¢ unha altura do tridngulo. De xeito similar, BP e C'P tamén son alturas, polo
que P é o ortocentro do tridngulo. Tense entén que (O, H,G) = 2/3.



206 CAPITULO 3. XEOMETRIA AFIN E EUCLIDIANA



Capitulo 4

Conicas e cuadricas

Ata o de agora estudamos as variedades afins e proxectivas definidas por polinomios de
grao un. Neste tema consideraremos o caso no que estan definidas por polinomios de
grao 2.

Imos traballar coas conicas e coas cuddricas nas tres xeometrias que estudamos: eu-
clidiana, afin e proxectiva. Por exemplo, ddas circunferencias de diferente radio son
equivalentes no sentido afin, é dicir, pédese transformar unha noutra mediante unha
transformacién afin (como unha homotecia), pero non mediante un movemento. Pola
sua banda, unha circunferencia e unha pardabola son proxectivamente equivalentes, xa
que hai unha proxectividade que leva unha na outra, pero non existe ningunha afinidade
asi.

A visién clésica das cénicas pasa por considerar os cortes dun plano cun cono dobre, é
dicir, un cono con dous vértices que se tocan. Os planos que pasan polo vértice cortan
ao cono nun punto, nunha lina ou nun par de linas que se cortan; son as chamadas
conicas dexeneradas. Logo, hai tres tipos de cdnicas: as elipses son as que se obtenen
cando a interseccién do plano e do cono é unha curva peachada, sendo a circunferencia
un caso particular; as pardbolas obténiense cando o plano é paralelo exactamente a unha
das xeratrices do cono; e en caso contrario temos a hipérbole, cando o plano corta &as
dias metades do cono, producindo asi dias curvas non limitadas.

4.1. Anatomia do circulo

O estudo das coénicas é, ademais de na xeometria, fonte de numerosos problemas noutras
areas das matemaéticas. A modo de motivacién, imos explicar un problema cldsico: achar
tédalas ternas pitagoricas, é dicir, ternas (a,b,¢) € Z>° de xeito que a? + b? = 2.
Imos comezar realizando un exercicio méis sinxelo. Achar as soluciéns racionais de
22 4+ 9% = 1. Para iso, procedemos como segue. O punto (—1,0) cumpre a ecuacion;
se hai outro punto con coordenadas racionais, enton a recta que os une ten pendente
racional. Do mesmo xeito, se consideramos a recta que pasa polo (—1,0) e ten pendente
A € Q, o segundo punto de corte tamén ten coordenadas racionais, xa que é unha
solucién de
MN(2? 422+ 1)+ 22 =1.

Unha é x = —1, e a outra, z = —:\\z—:. Polo tanto, como non importa o signo, unha
solucién xenérica é
()\2 -1 2 )
A2+17 X241/

207
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Alternativamente, se consideramos a ecuacién proxectiva

2 2 2
rt+yt =27,

a solucién xenérica é [\2 —1:2X\ : A2 + 1]. Pondo A = m/n, con (m,n) = 1, quédanos

[m? —n? : 2mn : m? + n?]. Tense que

ged(m? — n?,m? 4+ n?) = ged(2m?, m? + n?) = ged(2, m? + n?),

polo que cando m e n son ambos impares a solucién non é primitiva.
Polo tanto, as ternas pitagoricas primitivas son as da forma

(a,b,c) = (m? —n?, 2mn, m? + n?),

de xeito que (m,n) =1 e un deles é par.
Supofiamos agora que estamos en Z/pZ. Entén, se chamamos N, ao niimero de soluciéns
afins de

cumprese o seguinte:
p—1 sep=1 (méd 4)
Ny=<p+1 sep=3 (mdbd4)
2 se p = 2.
E dicir, o nimero de soluciéns afins de 22 + 4% = 1 (mdd p) é da forma p + J, onde

5 € {—1,0,1} e toma un valor ou outro segundo o resto de p médulo 4. Un célculo
interesante amosa que

onde o produto se fai sobre tédolos primos.

En cambio, se consideramos a cénica proxectiva z2 + y? = 22, temos que o nimero de
soluciéns médulo p é sempre p + 1. Isto débese a que o niimero de puntos na recta do
infinito correspéndese co ntimero de soluciéns de x? + y? = 0: hai 2 se p é impar e —1
é un cadrado; 1 se p = 2; e 0 se —1 non é un cadrado.

4.2. Definiciéns e representacion matricial

Comezamos co estudo no plano euclidiano E2, onde fixamos a referencia canénica R =

{e1,e2; O}.
Definicién 4.2.1. Unha cénica Q en E? é un polinomio de grao 2
Q(z,y) = ax® + by* + cxy +dx + ey + f € Ro[z, 1],

determinado salvo multiplicacién por un escalar non nulo, é dicir, un elemento de
P(Ra[z,y])). O conxunto de puntos da cénica @) é

C = {(a,b) € E? | Q(a,b) = 0}.

A definiciéon pode estenderse ao caso de dimension n, fixando unha referencia R =
{61, €2,...,€n; O}
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Definicion 4.2.2. Unha cuddrica @) en E” é un polinomio de grao 2

n
Q(xl, - ,xn) = Z QijTiT + szxz +c e Rz[xl,. . .,xn],

1<i<j<n i=1

determinado salvo multiplicacién por un escalar non nulo, é dicir, un elemento de
P(Ra[x1,...,2y]). O conxunto de puntos da cuddrica @) é

C:{(Sﬂl,...,xn) EE”|Q(£17“~axn):0}'

Unha observacién importante é que non é correcto identificar unha cénica co seu con-
xunto de puntos. Por exemplo, os polinomios Q1 (z,y) = 22 +y%?+1e Q2(z,y) = 2% +1
dan ambos lugar ao conxunto baleiro sobre os reais, pero non existe ningunha constante
real A # 0 de xeito que 22 +y? + 1 = A(2? + 1).

2

Exemplo. A circunferencia de radio r, 22 4+ y? = r2, é unha cénica. Dias rectas tamén

determinan unha cénica: por exemplo,
(z+y)(z—y+1D)=2®>—y’+z+y=0.
A unha cénica definida por Q = ax? + by? + cxy + dx + ey + f asocidmoslle a matriz
( a c¢/2 d/2\'
A=1c¢/2 b e/2].
\d/2 e/2 ] [

Deste xeito temos que

Q=(x y | 1) (0?2 C{)Q Zﬁ\ }
\a/2 e2 | f/] \1

Mais en xeral, & cuadrica

n
Q(Z‘l, - ,xn) = Z Qi T + Zbixi +ce Rg[xl, - ,xn]

1<i<j<n i=1
asignaselle a matriz
ail % e alT" %
a% a2 ... ang %2
A= :
% ‘;272" . abzn %"
NS T

Imos pasar agora a definir as cuadricas no contexto proxectivo. A modo de notacién,
sexa To(FE) = {¢: E x E — K | ¢ bilineal e simétrica} o conxunto dos 2-tensores
covariantes simétricos. Cando a caracteristica é diferente de 2, hai unha bixeccién entre
formas bilineais simétricas e formas cuadraticas.

Definicién 4.2.3. Unha cuddrica () dun espazo proxectivo P é un elemento de P(72(E)).
E dicir, @ = [¢] é o subespazo vectorial de dimensién 1 xerado por unha forma bilineal
simétrica non nula . Unha cdnica é unha cuadrica dun espazo proxectivo de dimensién
2.

Dada Q(z,y) = ax®+by?+cry+dr+ey+ f unha conica afin en E2, a cénica proxectiva
asociada é Q(x,vy, z) = ax® + by? + cxy + drz + eyz + f22.

Por outro lado, se @ = [¢] é unha cuddrica e M é a stia matriz nunha base fixada, a
matriz de @ é o elemento [M] en P(M,,11(K)).
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4.3. Clasificacion métrica e afin das conicas e das cuadri-
cas
Sexan R e R’ dias referencias afins e sexa
- P q
S —
0 1

a matriz de cambio de base entre R’ e R. Polo tanto, se A e B son as matrices da
cOnica nas duas referencias, temos que

2'Bx = (Sx)'A(Sx) = 2! S*ASx.
Polo tanto, a relacién entre as matrices é B = S'AS. Se pomos

A

i= (511,

o

temos entén que a matriz en R’ é

(P' | O\ (A | b\ (P | ¢\ ([ P'AP | P'(Aq+b))

\¢ [ 1)\ | ¢J\0 [ 1) \(Aq+0)'P [ Q@ )’

onde Q(q) = ¢*Aq + 2¢'b + c.

Definicién 4.3.1. Dise que ddas cénicas ou cuadricas de matrices A e B son metrica-
mente equivalentes se hai un cambio de referencia ortonormal S tal que

= S'AS.
Isto é equivalente a dicir que admiten a mesma matriz en certos sistemas de referencia
ortonormais.
Dise que as conicas ou as cuddricas son afinmente equivalentes se hai un cambio de
referencia afin S tal que
B =G5"'AS.
En particular, dias coénicas metricamente equivalentes son afinmente equivalentes, pero

o reciproco non é certo. Por exemplo, as circunferencias 22 + y> = 1 e 22 + y? = 4 son
afinmente equivalente, pero non son metricamente equivalentes.

Definicion 4.3.2. Dicimos que un punto p € E™ é un centro da cuddrica () se Ap+b =

0.

Proposicién 4.3.1. Sexa () unha cuddrica de xeito que existe unha solucién para
Aq = —b. Entén, existe unha referencia ortonormal R na cal a matriz da cuddrica é
diagonal.

Demostracion. Para obter a forma reducida imos proceder do seguinte xeito:

- Pola hipétese do enunciado, sabemos que existe un punto ¢ de xeito que Aqg = —b.
Isto permite garantir que a parte con coeficientes de grao 1 é cero.

- Para a parte cuadratica, polo teorema espectral real, é posible escoller unha matriz
ortogonal P de xeito que P'AP sexa diagonal.
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O]

Para a referencia que se describiu, o termo constante, b'p + ¢, coincide co valor da
cuadrica no centro, xa que

A b\ (p 0
OGS () =0 1 () ~vee

Imos realizar a continuacién a clasificacién métrica e afin no caso real para dimensién
1,2e3.

Clasificacion en dimensién 1

Imos comezar estudando as cuddrica da recta. A cuddrica vén dada por un polinomio
Q(x) = ax? + bx + c. Polo tanto, o conxunto de puntos pode corresponderse con dous
puntos diferentes (se a raiz ten ddas soluciéns diferentes), cun punto dobre (dias raices
repetidas) ou co baleiro (ningunha solucién). A matriz da cuddrica é

a b/2
b/2 c )’

e se a # 0 sempre ten centro. Polo tanto, admite unha forma reducida da forma az?+d, o
que permite clasificar a cuddrica de xeito inmediato: se d = 0, tratase dun punto dobre;
se a e d tenen distinto signo, correspéndese con dous puntos; e se tenen o mesmo signo,
é o conxunto baleiro (falamos tamén de dous puntos imaxinarios).
A seguinte taboa recolle os diferentes tipos de cuadricas da recta.

Exemplo Nome

22—1=0 Dous puntos

22 =0 Punto dobre

224+1=0 Dous puntos imaxinarios

Clasificaciéon en dimension 2

Sexa () unha cénica con centro e p un dos centros. Nun sistema de referencia R =
{u1,u9;p} a matriz da cénica é

B=

oo >
olR®r O©
QIO O

onde A e y son os valores propios de A e d = Q(p) é o valor do polinomio que define a
comnica en p. Polo tanto, nesta referencia, a ecuacién da cénica é

Az? + py? +d = 0.

E o que se chama ecuacion reducida da cénica.
Suponamos agora que d # 0. Se adicionalmente A e u son distintos de cero, dividindo
por d chegamos a unha ecuacién da forma

2 2
X Y
tate

onde a? = |d/)\| e b*> = |d/u|. Hai cinco casos posibles segundo os valores de u e dos
signos.

=1,
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- Se ;4 # 0 e os signos son ambos positivos, dicimos que é unha elipse real, de
ecuacién reducida

- Se p # 0 e os signos son ambos negativos, dicimos que é unha elipse imazinaria,

de ecuacién reducida
22 42

2Tk

- Se i # 0 e os signos son un positivos e un negativo, dicimos que é unha hipérbole,

de ecuacién reducida
22 g2

— -5 =1

a2 b2

- Se p = 0 e o signo é positivo, a cénica esta formada por un par de rectas paralelas,

de ecuacién reducida

x
a

- Se i = 0 e o signo é negativo, a coénica esta formada por un par de rectas imaxi-
narias paralelas, de ecuacién reducida

Suponamos agora que d = 0. O centro p é un punto da cdnica, polo que a ecuacién
reducida ¢é da forma
e+ py? = 0.

Hai tres casos segundo os valores de u e dos signos.

- Se 1 # 0 e os signos son iguais, entén a conica estd formada por un par de rectas
imazinas que se cortan no punto real (0,0). A ecuacién reducida é

- Se 1 e A tenien distinto signo, entén a cénica estd formada por un par de rectas
reais non paralelas, con ecuacién reducida

2 2
LYo
a b2

- Se ;1 = 0, a tnica posibilidade é entén 2> = 0, que se trata dunha recta dobre.
Exemplo. Sexa Q(z,y) = 2% + 4y? + 62 + 16y + 24. A matriz da cénica é

) 1 0 3

A=10 4 8

3 8 24

Para determinar o(s) centro(s), resolvemos o sistema

(9 6)- ()
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Polo tanto, o centro é o punto (z,y) = (—3,—2). Cumprese que Q(—3,—2) = —1, e 0s
valores propios de A son 1 e 4. Polo tanto, a forma reducida é

2?2+ 4y —-1=0.

Tréatase entén dunha elipse (real).
Sexa agora Q(x,y) = xy — 4o — 2y. Neste caso, a matriz é

~ 0 1/2 -2
A=[1/2 0 -1
—2 -1 0

Procedendo como antes, vemos que o centro é o (2,4). Como Q(2,4) = 0 e os valores
propios de A son £1/2, temos que a ecuacién reducida é
Lo 1,

Q‘T _§ya

polo que se trata de dias rectas que se cortan nun punto real.

Pasamos agora as cénicas sen centro. Neste caso, o rango de A ten que ser 1, polo que
0 é un valor propio e podemos supor, sen perder xeralidade, que p = 0. Polo tanto,
suponamos que consideramos un sistema de referencia na que os vectores da referencia
son valores propios de A. Polo tanto, a ecuacién serd da forma Q(x,y) = az?+br+cy-+d,
con ¢ # 0 pola condicién de que non tena centro. Agora, podemos escribir

aﬂc2+baj+cy+d:a<x+2i)2+cy+(d—b2>

4a?
(0 32) e+ £ - 5oz
=alx+ — c -———.
2a YT e
Polo tanto, nas coordenadas ' = z + % ey =y+ % - 4222 - temos que a cuddrica se

expresa como ai’ + cj.
Podemos reformular esta idea traballando coa linguaxe matricial.

Lema 4.3.1. Existe un tinico punto p € Af& de xeito que pfAu; = 0 e p € Q. Este
punto chamase vértice da conica Q.

Demostracion. Se O é a orixe de coordenadas na referencia canénica, pomos p = O +
x1u1 + Toug, onde {u,us} é a base ortogonal na que diagonaliza A. Entén, a condicién

ptAuy = 0 é equivalente a Az; = —bluy, o que determina o valor de u;. Da condicién
ptAp = 0 sicase unha ecuacién de primeiro grao en x5 que admite unha tinica solucién.
O

No sistema de referencia dado por R = {u, us; p}, onde {u, us} é unha base ortonormal
de vectores propios e p é o punto dado polo lema anterior, a matriz da conica escribese
como

3 0
B:

SO >
Qo o

o
0
onde A é o valor propio non nulo de A e a = pt Auy. Polo tanto, a ecuacién reducida da
conica €
\z? + 2ay = 0.
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Collendo b = —a/ A, a ecuacién reducida queda

z? — 2by = 0.
Dicimos que a conica é unha pardbola, e é a inica conica sen centro. Ademais, cambiando
ug por —ug, a ecuacién reducida queda z? + 2by = 0, polo que o signo do coeficiente

lineal non desempena un papel determinante e pédese escoller segundo convernia.

Exemplo. Consideremos a cénica Q(z,y) = x2 + 22y + y? + 22 + 6y + 4. A matriz da
coOnica é

11 1
11 3
1 3 4

e a ecuacién do centro é

1 1\ [z (-1

1 1) \y) \-3)°
Como non hai solucién, tratase dunha pardbola. Para achar o vértice p = (z,y), usamos
que u; = (1,1), polo que

W
._/
—

— =
~

SIS
\_/
I
o

Isto quere dicir que « + y = —2. Cambiando y = —2 — x na ecuacién da cénica temos
que z = —1 e y = —1. Polo tanto, o vértice é p = (=1,—1) e a = p'Auy = V2. A
ecuacién reducida é

2z2 — 2v/2y = 0.

A seguinte tdboa amosa os diferentes tipos de conica. E importante facer énfase na
diferenza entre clasificacion afin e clasificacion métrica (ou euclidiana). O segundo
tipo é o que traballamos principalmente ata o de agora, e pasa por considerar que duias
conicas son equivalentes cando existe un cambio de referencia ortonormal que pasa
dunha a outra. Desde a perspectiva afin, dias elipses calquera, por exemplo, sempre
son equivalentes.

A seguinte tdboa amosa os diferentes tipos de conicas que existen.

Exemplo Nome

2>+ +1=0 Elipse imaxinaria
22+y2-1=0 Elipse

22—y —1=0 hipérbole

22 4+2y=0 Parédbola

2 +92=0 Punto

224+1=0 Dtas rectas imaxinarias
22 —y?=0 Dtas rectas

22 -1=0 Dtas rectas paralelas
22 =0 Recta dobre
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Clasificacion en dimensién 3

Sexa ( unha cuddrica con centro e p un dos centros. Nun sistema de referencia R =
{u1,u92,us;p} a matriz da cénica é

)

A0 0
~ [0 w 0
B*OO 0
\0 0 | d)

onde A, p e v son os valores propios de A e d = Q(p) é o valor do polinomio que define
a cOnica en p. Polo tanto, nesta referencia, a ecuacién da cénica é

oI © O

Me? 4+ py? + v +d=0.

E o que se chama ecuacion reducida da coénica.
Suponiamos agora que d # 0. Se A, u, v # 0, dividindo por d, chegamos a unha ecuacién

da forma
2 2 2
I R

+ v 2 ’

a2
onde a? = |d/\|, b* = |d/u| e ¢ = |d/v|. Hai nove casos posibles segundo os valores de
u, v e dos signos.

- Se p,v # 0 e os signos son os tres positivos, dicimos que é un elipsoide real, de

ecuacion reducida

IQ y2 22

Se a > b > ¢, adoita falarse de ecuacion candnica. No caso no que a = b = ¢,
dicimos que é unha esfera de radio 1.
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- Se pu,v # 0 e os signos son os tres negativo, dicimos que é un elipsoide imaxinario,
de ecuacién reducida

Se a > b > ¢, adoita falarse de ecuacion candnica. No caso no que a = b = ¢,
dicimos que é unha esfera imaxinaria.

- Se u,v # 0 e exactamente dous dos signos son positivos, dicimos que é un hiper-
boloide dunha folla, de ecuacién reducida

- Se u,v # 0 e exactamente un dos signos é positivo, dicimos que é un hiperboloide
de dias follas, de ecuacién reducida

Se b > ¢, adoita falarse de ecuacion candnica.
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- Se p # 0, v = 0 e os signos son ambos positivos, dicimos que é un cilindro eliptico,
de ecuacién reducida

- Se p # 0, v = 0 e os signos son ambos negativos, dicimos que é un cilindro eliptico
imazinario, de ecuacién reducida
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- Se u # 0, v = 0 e os signos son distintos, dicimos que é un cilindro hiperbdlico,
de ecuacién reducida

- Se u =v =0 e o signo é positivo, a cuadrica estd formada por un par de planos
paralelos, de ecuacién reducida

- Se p=v =0 e o signo é negativo, a cuddrica estd formada por un par de planos
imaxinarios paralelos, de ecuacién reducida

Suponamos agora que d = 0. O centro p é un punto da coénica, polo que a ecuacién
reducida é da forma
Az 4+ py? +vz? =0.

Hai cinco casos segundo os valores de u, v e dos signos.

- Se p,v # 0 e os signos son iguais, dicimos que é un cono imazxinario de ecuacién

reducida 9 9
L Y 2
) + _b2 + 27 =0.

O tnico punto real que contén é o (0,0,0).

- Se u, v # 0 e os signos non son iguais, a cuddrica é un cono con ecuacién reducida
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- Se p # 0, v = 0 e os signos son iguais, a cuddrica esta formada por dous planos
imazxinarios que se cortan nunha recta real, e a ecuacién reducida é

2 2
x Yy
2 =0

- Se u # 0, v = 0 e os signos son diferentes, a cuadrica estd formada por dous
planos reais que se cortan nunha recta, e a ecuacion reducida é

2 2
x
72_y7:0'
a b2

- Se 4 = v =0, a Unica posibilidade é

que se corresponde cun plano dobre.
Pasamos agora a estudar as cénicas sen centro, que se poden escribir como
\z? + py? — 2az = 0.
O seguinte resultado é andlogo ao que demostramos para dimensién 2.
Lema 4.3.2. Existe un punto p € A% de xeito que ptAu; = ptAug =0e p e Q.
Demostracion. A demostracién é analoga & do caso de dimension 2. O

Dividindo polo valor pfAus, podemos supoiier sen perder xeralidade que o = 1, e
traballar con ecuaciéns da forma Ax? + puy? = 2z. Hai tres opciéns segundo os valores
de p, que pode ser positivo, negativo ou cero.

- Se u > 0, tratase dun paraboloide eliptico de ecuacién reducida

A2+ py? = 22,
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e — uy? =22,

- Se p = 0, tratase dun cilindro parabdlico de ecuaciéon reducida

% =2z.



4.4. CLASIFICACION PROXECTIVA DAS CONICAS E DAS CUADRICAS 221

A seguinte taboa resume os 17 tipos diferentes de cuddricas que existen en dimensién
3.

Exemplo Nome

2?4yt —224+1=0 Hiperboloide de 2 follas
22—y’ +2=0 Paraboloide hiperbdlico
22+ +2=0 Paraboloide eliptico
2?4y —22-1=0 Hiperboloide dunha folla
2242 +22-1=0 Elipsoide

2?4+ +224+1=0 Elipsoide imaxinario
2?24+y?—-1=0 Cilindro eliptico
22—y’ +1=0 Cilindro hiperbdlico

2?2 4+y?—22=0 Cono

22+ +22=0 Punto

2 +y?4+1=0 Cilindro imaxinario

> +y=0 Cilindro parabdlico

22 -1=0 Dous planos paralelos
22 —y2 =0 Dous planos

22 4+1=0 Planos imaxinarios

2?2 +y2=0 Recta

22 =0 Plano dobre

4.4. Clasificacion proxectiva das conicas e das cuadricas

Pasamos agora & clasificacién proxectiva das conicas, na que tamén exploraremos como
estudar o caso afin coa Optica proxectiva. Nesta seccién realizaremos primeiro a clasi-
ficacion proxectiva en dimensién 1, 2 e 3, tanto sobre os reais como sobre os comple-
x0s, e despois explicaremos como recuperar os resultados afins. A ferramenta principal
que empregaremos serd o método de congruencia-pivote para a clasificacién de formas
cuadraticas.



222 CAPITULO 4. CONICAS E CUADRICAS

Por un lado, imos establecer que o método de congruencia-pivote para a clasificacién de
formas cuadraticas permite realizar a clasificacién proxectiva das cuddricas. Ademais,
imos realizar a clasificacién afin realizando congruencia-pivote non sé sobre a cuadrica,
sendén tamén sobre a interseccién da cuddrica co hiperplano do infinito. Estes métodos,
porén, non permiten realizar a clasificaciéon métrica, para o cal é preciso proceder como
en secciéns anteriores.

Clasificacion en dimensién 1

Suponamos que K = C. Podemos pér q(z,y) = ax?® + 2bzy + cy?. Se a = 0, a ecuacién
queda y(2bz + cy) = 0. Tense que ou b # 0 ou ¢ # 0, polo que en calquera caso
Q] = {[1 : 0], [c: —2b]}. Se b # 0, os dous puntos son diferentes. Se a # 0, entén
(1,0) ¢ @, polo que podemos dividir por y e queda ax? + bz + ¢ = 0, polo que temos
dous puntos diferentes. E dicir, se K = C calquera cudadrica correspéndese ou ben con
dous puntos ou ben cun punto dobre.

Se K = R, pode suceder que a ecuacién ax? + bz + ¢ = 0 non tefa solucién, polo que
ademais das duas opciéns anteriores temos que considerar a situacién na que non hai
puntos reais.

Clasificacion en dimensién 2

No caso proxectivo, que dias conicas sexan equivalentes quere dicir que as formas
cuadraticas sexan proxectivamente equivalentes. Para iso, podemos proceder aplicando
o método de congruencia-pivote, de xeito que sobre os complexos a condicion de equi-
valencia é que o rango sexa o mesmo e sobre os reais que coincidan tanto o rango como
o indice, que se define como o minimo entre o indice de inercia positivo e negativo.

Proposiciéon 4.4.1. Sexa r o rango e i o indice de inercia de Sylvester. Toda cénica
de ]P’?C ¢é equivalente a unha das seguintes:

1. 22 +y?> 4 22 =0, a cénica non dexenerada (r = 3).
2. 22 + 1% = (z +1iy)(x — iy) = 0, que corresponde a dias rectas diferentes (r = 2).
3. 22 = 0, unha recta dobre (r = 1).

En IP’]%{, toda cdnica é equivalente a unha das seguintes.

1. 22 +y?> 4+ 22 =0, a cénica non dexenerada imaxinaria, con (r,7) = (3,0).

[\)

. 22+ 9% — 22 =0, a cénica non dexenerada real, con (r,i) = (3,1).
3. 22 +y? = 0, unha parella de rectas imaxinarias, con (r,i) = (2,0).
4. 2% — y? = 0, duas rectas diferentes, con (r,7) = (2,1).

5. 2 = 0, unha recta dobre, con (r,i) = (1,0).

Demostracion. O resultado séguese automaticamente da clasificacién das formas cuadrati-
cas e de analizar as diferentes posibilidades que se poden obter ao aplicar o algoritmo
de congruencia-pivote. O
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Exemplo. En P2 consideramos as cénicas qi(z,y,2) = 2 + y* — 22, q2(z,y,2) =
2?2 —y?— 22 e q3(w,y, 2) = 2% — yz. Aplicando congruencia pivote, temos que para todas
elas se cumpre que (r,7) = (3, 1), polo que se corresponden coa cénica non dexenerada
real. Isto quere dicir que, desde un punto de vista proxectivo, a elipse, a hipérbole e
a parabola son equivalentes, isto é, pddese atopar unha proxectividade que transforma
unha noutra.

A partir da clasificacién proxectiva podemos recuperar a clasificacién afin que estu-
damos na seccidon anterior. Sexa 1o, 0 rango correspondente & interseccién da conica
co hiperplano do infinito. Por exemplo, para estudar as cénicas do espazo afin A%,
identificamos este espazo con IP’%.

Proposicion 4.4.2. Duas cuadricas en A% son afinmente equivalentes se, e soamente se,
son equivalentes en IP’% e as restriciéns ao hiperplano do infinito tamén son equivalentes.
Isto é equivalente a pedir que r e r coincidan.

r | ro| Exemplo Nome
132 [22+92+1=0 Non singular
2 3|1 |2242y=0 Parabola
31212 |22442=0 Dtas rectas
4 121 |2241=0 Dtas rectas paralelas
511 (1 [22=0 Recta dobre

O caso da parabola provén de (7,74 ) = (3,1), que é a cénica proxectiva 2 + 2yz = 0;
pondo z = 1, obtemos z2 + 2y = 0.

No caso real, ademais do rango temos que considerar tamén o indice de inercia de
Sylvester. A condicién de ser afinmente equivalente é que coincidan os indices e os
rangos, tanto o global como o correspondente & restricion do hiperplano do infinito.

Proposicion 4.4.3. Duas cuadricas en Aﬁ son afinmente equivalentes se, e soamente se,
son equivalentes en IP’]%g e as restriciéns ao hiperplano do infinito tamén son equivalentes.
Isto é equivalente a pedir que (r,7) € (reo,ix0) coincidan.

A seguinte tdboa amosa como realizar a clasificacién en funcién dos rangos e dos indices.

r |1 | Too| Too| Exemplo Nome
1[3]0]2]0 [22+4°+1=0 Elipse imaxinaria
2 (3|12 (0 |2249>—-1=0 Elipse
313|121 |22—¢42-1=0 Hipérbole
4 131 |11]0 |2242y=0 Parabola
5121020 |22442=0 Punto
6 |20 |10 |2241=0 Duas rectas imaxinarias
7121121 |22—42=0 Dtas rectas
812|110 |22-1=0 Dtas rectas paralelas
9 (1[0 |10 |22=0 Recta dobre

Exemplo. Como no exemplo anterior, en Aﬁ consideramos as cénicas q;(z,y) = z2 +
v —1, oz, y) = 22 —y? —1 e g3(x,y,2) = 22 —y. As cénicas proxectivas asociadas son
Q1 (z,y,2) = 224+y? =22, @o(, 9y, 2) = 22 —y? — 2% e @3(7, 9, 2) = 22 —yz. As tres cumpren
que (r,4) = (3,1). As conicas correspondentes &s restricions ao hiperplano do infinito

z=0son Gi(z,y) = 22+ 2, Go(z,y) = 22 — y? e G3(x,y) = x2. A primeira cumpre que
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(Foos o) = (2,0), polo que se trata dunha elipse; para a segunda, (reo,ic0) = (2,1),
polo que é unha hipérbole; finalmente, na terceira, (7, io) = (1,0), que se corresponde
cunha parédbola.

Polo tanto, o método de congruencia pivote pode empregarse para realizar a clasificacién
afin ou proxectiva das cénicas e das cuadricas, pero non a clasificacién afin. E dicir,
que sempre que esteamos interesados nos invariantes métricos das cénicas (didmetro,
diretrices, distancia focal, excentricidade...) debemos empregar os métodos descritos en
secciéns anteriores.

Clasificacion en dimensién 3

Proposicion 4.4.4. Sexa r o rango e ¢ o indice de inercia de Sylvester. Toda cénica
de ]P’(% é equivalente a unha das seguintes:

1. 22 + 4% + 22 + > = 0, a cuddrica non dexenerada, con r = 4.
2. 224+ 9>+ 22=0, conr = 3.

3. 22 4+ 9% = (x +iy)(x — iy) = 0, que corresponde a dias rectas diferentes, con
r=2.

4. % =0, unha recta dobre, con r = 1.

En IP’I??R, toda cénica é equivalente a unha das seguintes.
1. 22 +y? 4+ 22 + 2 = 0, non dexenerada imaxinaria, con (r,7) = (4,0).
2. 22 +9? + 22 —t? = 0, non dexenerada non regrada, con (r,4) = (4,1).
3. 22 +y% — 22 —t? = 0, non dexenerada regrada, con (r,7) = (4,2).
4. 22 4+ y% + 22 = 0, cono imaxinario cun punto real, con (r,7) = (3,0).
5. 22 +y%* — 22 =0, cono real, con (r,i) = (3,1).
6. 2+ y?> = 0, unha parella de planos imaxinarios, con (r,i) = (2,0).
7. 22 — 4% = 0, dous planos diferentes, con (r,i) = (2,1).
8. 22 = 0, un plano dobre, con (r,4) = (1,0).

Amosamos agora as diferentes posibilidades para o caso afin, no que se cumpren os
mesmos resultados que no caso de conicas. E dicir, ddas cuadricas son afinmente equi-
valentes sobre os complexos se, e soamente se, coinciden tanto o rango como o rango
da restricién ao hiperplano do infinito (no caso complexo non hai unha nomenclatura
estandar para os diferentes tipos de cuadricas).

Exemplo

22 +y?+2241=0
22 +y?+22=0
2?24+ y24+22=0
22+ 4+1=0

22 4+22=0

2 4+y? =0
22+1=0

22 =0

ﬁ
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Do mesmo xeito, dias cuddricas son afinmente equivalentes sobre os reais se, e soamente
se, coinciden tanto o rango e o indice como o rango e o indice da restricién ao hiperplano
do infinito.

r | i | Teo| to| Exemplo Nome
L4131 [22+42-22+1=0 Hiperboloide de 2 follas
2 14 (212 |1 |22=y*+2=0 Paraboloide hiperbdlico
3141120 |224+92+2=0 Paraboloide eliptico
4 14 (23 |1 |22492-22-1=0 Hiperboloide dunha folla
514130 |224+9y2+22-1=0 Elipsoide
6 |4 |0 [3]0 224> +22+1=0 Elipsoide imaxinario
71311 (2]0|224+94>2-1=0 Cilindro eliptico
813 |12 |1 |22—¢4*>+1=0 Cilindro hiperbélico
9 13 |1 (3|1 |2249y>2—-22=0 Cono
10{3 [0 [3 |0 |22+42+22=0 Punto
11{3 [0 [2 |0 |224+42+1=0 Cilindro imaxinario
12(3 |1 |1 [0 |224+y=0 Cilindro parabdlico
132 |11 (0 |22-1=0 Dous planos paralelos
142 |1 ]2 |1 |22-42=0 Dous planos
152 [0 |1 |0 |224+1=0 Planos imaxinarios
16210 1(2 (0 |22442=0 Recta
170110 [1 |0 |22=0 Plano dobre

Exemplo. Imos considerar dous exemplos.

» Sexa qi(z,y, 2) = 2% +y% + 42% + 222 — 4yz + 2z + 42 — 1. Temos que, aplicando
congruencia pivote sobre g (x,y, z,t) = 22+ y? + 422 — 12+ 202 + 20t — dyz + 42t
tense que (r,i) = (4,2). Polo tanto, poderiase tratar dun paraboloide hiperbdlico
ou dun hiperboloide dunha folla. Considerando entén §(x,y, z) = 2% + 3% 4+ 422 +
2xz — 4yz, temos que (oo, ioo) = (3, 1). Trétase dun hiperboloide dunha folla.

» Sexa qo(7,9,2) = 2% + y? + 22 + 2yz + 22 + 2y + 2z — 2. Aplicando congruencia
pivote sobre qo(x, vy, 2,t) = 22 + y? + 2% — 2t + 22t + 2yz + 2yt + 22t tense que
(r,i) = (3,1). Por outra banda, considerando go(x,y,2) = 22 + y? + 22 + 2yz
temos que (T'so,io0) = (2,0). Tréatase dun cilindro (eliptico).

4.5. Estudo particular das cénicas non dexeneradas

A elipse
A elipse é a conica de ecuacion reducida
2 2
€z Yy
—+&5= =1
a? = b2
Suporemos que a > b. Os elementos caracteristicos dunha elipse son os seguintes.

- O centro. Na ecuacién reducida é o p = (0,0). En xeral, estd caracterizado como
a solucién da ecuacién Ap + b = 0.

- Os eizes. Son, na ecuacion reducida, os eixes x = 0 e y = 0. Corresponden &s
rectas p + (u1) e p + (ugz), onde uy e uy son os vectores propios da matriz A.
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- Os wvértices. Son a interseccién dos eixes e da elipse, que na ecuacién reducida
corresponden a (a,0), (—a,0), (0,b) e (0, —b). Alternativamente, son os puntos da
elipse que maximizan ou minimizan a distancia ao centro.

Definicién 4.5.1. Os focos da elipse son os puntos Fy,F», € E? que na ecuacién
reducida tefien coordenadas F; = (¢,0) e Fy = (—¢,0), con ¢ = Va? — b2

Proposiciéon 4.5.1. Para calquera punto p da elipse, a suma das distancias aos focos
é constante:

d(p7 Fl) + d(pa FQ) = 2a.

Reciprocamente, dados dous puntos F; e F» € E? e unha constante positiva a > 0, o
lugar xeométrico dos puntos p que cumpren

d(p, F1) + d(p, F2) = 2a
é unha elipse.

Demostracion. Sexa (xo,yo) un punto da elipse. Hai que demostrar que

\/(Jfo-l-c)z—i-yg—i-\/(xo—c)2+y§:2a.

Iso é equivalente a

(mo—c)z—i—yg :4a2+(x0+c)2+y(2) —4a (:Ug+c)2+y(2),

ou, o que é o0 mesmo,
2
ay/(xo + ¢)? + y3 = a” + zc.

Como os dous membros son positivos, elevamos ao cadrado e resulta, empregando
a2 — b =,
x%b2 + y%aQ = a’b?,

que é precisamente a ecuacion da elipse.

Para ver o reciproco, suponiamos que os focos tefien coordenadas F} = (—c¢,0) e Fy =
(c,0), isto é, fixamos como orixe de coordenadas o punto medio e como direccién vy
a correspondente 4 recta que os une. Entén, os puntos que cumpren que a suma das
distancias entre os focos é unha constante 2a é

Vi +e)?2+y2+(z—c)? +y2 = 2a.

Razoando como antes, esta igualdade é equivalente a

O

Proposicién 4.5.2. Para calquera punto P dunha elipse que non estea alifiado cos
focos, a recta normal & elipse que pasa por P biseca o angulo /F; PF5. En particular,
a reflexion de calquera recta que pase por F) a través da normal é unha recta que pasa
por Fb.
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Demostracion. ITmos dar dias demostraciéns deste resultado, unha analitica (con coor-
denadas) e outra mais de tipo xeométrico.

No primeiro caso, fixamos un punto arbitrario da elipse, P = (29, 4p). Sexa @ o punto
de corte da bisectriz de ZFy PF, coa recta FiF5. Polo teorema da bisectriz,

nQ P
RF, FP+FP’

polo que
Q= (—c+§ (a:o+c)2+y§,o).

Por outro lado, nun entorno de (xq,yo), se yo # 0, polo teorema da funcién implitica

podemos parametrizar a curva como (z,y(z)). Como x2 + y(x) = 1, derivando temos
que

2 2yy'(z)

a? b2
o que mostra que a pendente da tanxente & elipse en (zg,yo) € —Zzig Polo tanto, a

normal & elipse en P ten ecuacién

a2

y—yo+b

0
=(x — xp).
Zo
O punto de corte con y =0 é (g—ixo, 0). Polo tanto, o resultado é equivalente a

—a® + ay/(zo +¢)2 + Y2 = cxo;

reorganizando termos e elevando ao cadrado (cando ambos membros son positivos), o
resultado séguese se, e soamente se,

a®((zo +¢)? + y2) = cwo + a*.

Operando, resulta
(a* — *)af + a*c® + a’y§ = a,
ou, 0 que é 0 mesmo,
Y% _
— + 2= 1.
Pasamos agora 4 demostracién de tlpo xeométrico. O resultado é equivalente a demos-
trar que a tanxente coincide coa bisectriz exterior. Sexa L o punto da lina PF; que
esta a distancia 2a do foco Fp, co punto P entre I} e L. Sexa w a bisectriz exterior de
/F1 PF5 e consideremos un punto arbitrario ) € w. Pola desigualdade triangular,

20 = LFy < LQ + QF, = F1Q + QF>,

polo que @ se atopa féra da elipse. Isto quere dicir que w s6 corta & elipse nun punto
P, polo que ten que ser tanxente. O

Definicion 4.5.2. As directrices dunha elipse son as rectas

CL2 CL2
di:x=—, dy:x=——.
c c
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Cumprese a seguinte relacién entre os focos e as directrices dunha elipse.

Proposicién 4.5.3. Para calquera punto dunha elipse ciimprese que

dp,Fi) ¢ .
_— = — =1,2.
d(p7 d’L) a’ ! ’

Demostracion. Co sistema de referencia habitual, a distancia dun punto arbitrario p =

(zo,y0) & recta x = —% é ,

d(p,di) = zo + %.
Por outro lado,
d(p, F1) = /(w0 + ¢)? + 5.
O resultado a demostrar é equivalente a

2 2_95302 2
(xo+o) +y5 = 2 + 2zoc+ a®,

ou, alternativamente, a
202 2 2,2 272
xy(a® — ) + a”yy = a”b?,

e dividindo por a?b? chégase & ecuacién da elipse. O

A hipérbole

A hipérbole é a cénica de ecuacion reducida

2 .2
!
a b2

Os elementos caracteristicos dunha hipérbole son os seguintes.

- O centro. Na ecuacién reducida é o p = (0,0). En xeral, estd caracterizado como
a solucién da ecuacion Ap + b = 0.

- Os eizes. Son, na ecuacion reducida, os eixes £ = 0 e y = 0. Corresponden &s
rectas p + (u1) e p + (ug), onde u; e uy son os vectores propios da matriz A.

- Os vértices. Son a interseccién dos eixes e da hipérbole, que na ecuacién reducida
corresponden a (a,0), e (—a,0).

Definicién 4.5.3. Os focos da hipérbole son os puntos Fi, F» € E? que na ecuacién
reducida tefien coordenadas F; = (¢,0) e Fy = (—¢,0), con ¢ = va? + b?.

As demostraciéns das propiedades xeométricas da hipérbole son analogas &s que pro-
bamos para a elipse, polo que imos omitir as probas.

Proposiciéon 4.5.4. Para calquera punto p da hipérbole, o valor absoluto da resta das
distancias aos focos é constante:

|d(p, F1) — d(p, F»)| = 2a.

Reciprocamente, dados dous puntos Fy e Fy € E? e unha constante positiva a > 0, o
lugar xeométrico dos puntos p que cumpren

|d(p, F1) — d(p, F5)| = 2a

¢é unha hipérbole.
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Demostracion. Sexa (xg,yo) un punto da hipérbole, con xg > 0 (o caso zg < 0 é
andlogo). Hai que demostrar que

\/(a:0+c)2+yg—\/(:vg—c)Q—i-yg:Qa.

Iso é equivalente a

(w0 + ¢)* +y5 = 4a” + (v — ¢)* + y§ + day/ (o — ¢)2 + 113,

ou, 0 que é 0 mesmo,
2
ay/ (o — )2 + Y2 = —a® + zoc.

Como os dous membros son positivos, elevamos ao cadrado e resulta, empregando
a? + b = 2,

x%b2 — y8a2 = a?b?,
que é precisamente a ecuacion da hipérbole.
Para ver o reciproco, suponiamos que os focos tenen coordenadas Fy = (—c¢,0) e Fy =
(¢, 0), isto é, fixamos como orixe de coordenadas o punto medio e como direccién vy a
correspondente & recta que os une. Entén, os puntos que cumpren que a resta (en valor
absoluto) das distancias entre os focos é unha constante 2a é

V(e +e)?2+y2—/(z—c)? +y2 = 2a.

Razonando como antes, esta igualdade é equivalente a

1,2 y2

2 -t

Definicién 4.5.4. As directrices dunha hipérbole son as rectas

CL2 2

a
dlzx:—, dg:x:——.
c C

Para calquera punto dunha hipérbole caimprese que

d(p, F;)

C
— , =1, 2.
dp,d) a7

Ao igual que sucedia antes, temos un resultado sobre as tanxentes & hipérbole nun
punto arbitrario.

Proposicion 4.5.5. Para calquera punto p da hipérbole, a tanxente a () en p biseca o
angulo ZFpF5.

Demostracion. Sexa P = (x0,1p) un punto con zp > 0 (o caso zp < 0 é andlogo). Por

. .7 . 7 . Id 2
derivacién implicita, temos que a pendente da recta tanxente en P é 3 = Zgzg. Polo
tanto, a recta tanxente é

T
iy =yo+ 5 (- x0);
a“yo
o corte coa recta que une os focos, a y = 0, é o punto con coordenada x dada por
_ —afyg +ajh? | a?
b2$0 i)
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Para calcular o punto de corte da bisectriz interior, ao que chamaremos X, observamos
que, polo teorema da bisectriz,

2c - |P F 1|
hX| = ————=%-.
BXI = BRTrPR)
Multiplicando numerador e denominador polo valor absoluto de |PF}| — |PFy|, e em-

pregando que a diferenza das distancias aos focos é constante e igual a 2a, quédanos

que
X = 4acy/(zo +¢)? +y3 _ a\/(a:0+c)2—l—y(2)‘
0

4xoc

Polo tanto, a coordenada x do punto X é

av/(zo + €)% + y§
o ’

—c+

. 2 . , .,
Para comprobar que este valor coincide con g—o, se igualamos as dudas expresiéns e

elevamos ao cadrado, quédanos que o resultado é equivalente a
a*(c? —a%) = x%bQ — y8a2.

Empregando que a? + b? = ¢? e dividindo por a?b?, quédanos que o resultado é equiva-
lente & ecuacién da hipérbole, que claramente se cumpre para o punto P = (xo,y0). O

Definicién 4.5.5. As asintotas dunha hipérbole son as rectas s; e s de ecuacién
£ + ¥ =0, que se corresponden coas soluciéns de

2 2
x
72_y7:0'
a b2

Dicimos que a hipérbole é equildtera se as asintotas son ortogonais, ou, equivalentemen-
te, se a® = b°.

Os vectores directores das asintotas cumpren v'Av = 0, o que permite facer o calculo
sen necesidade de ter a ecuacién reducida da hipérbole.

A parabola
A parabola é a cénica de ecuacién reducida
z? — 2by = 0.
Os elementos caracteristicos dunha pardbola son os seguintes.
- O centro. Non ten.

- Os eizes. Na ecuacién reducida, o eixe x = 0 chamase eize principal, e o outro
eixe é 0 y = 0. Correspéndense coas rectas p+ (uj e p+ (usz), onde uj e ug son os
vectores propios da matriz A e o eixe principal é o de valor propio 0.

- Os vértices. Son a interseccién dos eixes e da parabola e s6 hai un, que na ecuacién
reducida corresponde ao (0,0). Esta caracterizado por p € Q e pt Au; = 0.
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Definicién 4.5.6. O foco da pardbola é o punto F' € E? que na ecuacién reducida ten
coordenadas F' = (0,b/2). A directriz da pardbola é a recta que, coa ecuacién reducida,
ten ecuacién d: y = —b/2.

Proposiciéon 4.5.6. Para calquera punto p da parabola cimprese que

dip, F) _
d(p, d)

Demostracion. Sexa (xo,yo) un punto arbitrario da parabola. Entén,

A(p, F) = /3 + (so — b/2)?

b
d(p,d) = yo + 7

Polo tanto, o enunciado é equivalente a
g+ Yo + b7 /4 — yob = y§ + b° /4 + byo.
Agrupando termos, iso equivale a 22 = 2byj. O

Finalizamos cun resultado andlogo aos que establecemos sobre as rectas tanxentes &
elipse ou & parabola.

Proposicion 4.5.7. As rectas que pasan por F' son reflexadas en ) na direccién
paralela ao eixe principal (e perpendicular & directriz).

Demostracion. Sexa P = (x,yo) un punto arbitrario da parabola. Como a pendente da
pardbola nese punto é %2 podemos identificar o vector tanxente con (b, z). Por outro
lado, o vector que une o vértice co punto é o (xg,yo — b/2) e 0 que o une coa directriz
é 0 (0,1). Polo tanto, temos que ver que o dngulo que forma o vector (b, xg) cos outros
dous coincide. Para ver a igualdade entre os cosenos chega con ver que

To B Zo (% + yo)
/h2 2 2"
b + \/b2+:c3x(2)+(yo—g)
Operando, iso é equivalente a
b\ 2 b 2
s+ (m=3) = (5+)

que, 4 stia vez, equivale a 23 = 2byg. Como os dngulos implicados na comparacién estén
en [0, 7], a igualdade entre os cosenos é suficiente para concluir. ]

Excentricidade

As tres cénicas dexeneradas tefien asociados uns puntos especiais, os focos, e unhas

. 1 d . d . . d(p7F) ,
rectas particulares, as directrices, de xeito que se cumpre que 0s coclentes dp.d) ©

constante. Isto resiimese no seguinte resultado.

Proposicién 4.5.8. Dada unha cénica non dexenerada (), hai un punto F', unha recta
d e unha constante e > 0 de xeito que, para calquera p € (), cimprese que

d(p,F)=e-d(p,d).

A constante e chamase excentricidade da cénica (). Tense que e < 1 se Q é unha elipse;
e =1 se @ é unha parabola; e e > 1 se () é unha hipérbole.
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4.6. Conxugacion e polaridade

Interseccién dunha cuadrica cunha variedade lineal

Sexa @ = [p] unha cuddrica de P, sendo ¢: E x E — K unha forma bilineal simétrica
sobre un corpo K.

Proposicién 4.6.1. Sexa L = [F]| unha variedade lineal proxectiva de P. Entén, @ N
L=Lou@NL=C,onde C = [p|F] é a cuddrica de L definida por ¢|F.

Demostracion. Se L C @, entén a interseccién é L. En caso contrario, existe p = [z] e
L = [F] de xeito que p = [z] ¢ Q = [¢]. E dicir, ¢(z,z) # 0. Sexa p|F: F x F — K.
Entén, como p(x,z) # 0, temos que ¢|F # 0, polo que ¢|F define unha cénica en L,
C = [p|F]. Temos que C = Q N L, xa que ¢ = [y] € @ se, e soamente se, y € F e
©(y,y) =0, o que é equivalente a ¢ € L N Q. O

Exemplo. A interseccién dunha cuddrica en dimensién 3 cun plano, se non é baleira,
¢ unha cénica do plano.

Definicién 4.6.1. Sexa Q = [¢]| unha cuadrica de P e L = [F] unha recta de P. Se
K = C, hai tres alternativas:

(a) Se L C Q, dicimos que L é unha zeratriz de Q.
(b) Se @ N L son dous puntos diferentes, dicimos que L é secante a Q.
(c) Se @ N L é un punto dobre, dicimos que L é tanzente a Q.

No caso doutros corpos, empregamos a mesma notacién, ainda que pode suceder que a
interseccion da recta coa cuadrica sexa baleira.

Exemplo. Sexa q(z,y,z,t) = 22 + y? — 22 — t2. A recta correspondente ao subespazo
((1,0,1,0),(0,1,0,1)) estd totalmente contida na cuddrica, polo que é unha xeratriz.
As cuédricas que contenen rectas chamaselle regradas. O hiperboloide dunha folla é un
exemplo; xunto co paraboloide hiperbdlico, son as tnicas conicas regradas non dexene-

radas; outras, como o elipsoide, son cuadricas non regradas.

Conxugaciéon e polaridade

Sexa ) = [¢]| unha cuddrica dun espazo proxectivo P, e sexa p = [z] un punto. Fixamos
unha referencia R = {p1,...,pn+1; U} e unha base adaptada By, = {u1, ..., ups1}-

Definicién 4.6.2. Dous puntos A = [z] e B = [y] son conzugados respecto de QQ = [p]
se p(x,y) = 0. Escribimos A ~g B. A definicién non depende dos representantes
escollidos.

Lema 4.6.1. Sexa P = [u] € P. Tense que P ~q P se, e soamente se, o(u,u) = 0. A
sta vez, isto ocorre se, e soamente se, P € Q).

Demostracion. Séguese a partir da definicion. O
Proposicién 4.6.2. Sexan A, B € P con A # B, e sexa AB=AV B.

(a) Suponamos que A, B € Q). Entén, A ~g B se, e soamente se, AB é unha xeratriz

de Q.
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(b) Suponamos que A € Q e B ¢ Q). Entén, A ~q B se, e soamente se, AB é tanxente
a @ en A.

(c) Suponamos que A, B ¢ Q. Entén, A ~g B se, e soamente se, AB é secante a Q)
enCeDe (A B;C,D)=-1.

Demostracion. Consideremos representantes A = [z] e B = [y]. Deste xeito, se U =
[ + y], temos que R = {A, B;U} é unha referencia de AB. Pomos a = ¢(z,x),
b= p(r,y) e c = p(y,y). Sexa p = [u] € AB, con u = Az + py e de xeito que
(A, 1) # (0,0). Polo tanto,

©(u,u) = aX? + 2bA\p + cp.

Iso quere dicir que as soluciéns de p(u,u) = 0 venen dadas polos [u] € AB de xeito que
aX? + 2bAp + cu? = 0, con (A, 1) # (0,0).

(a) Se A, B € @ tense que a = ¢ = 0, polo que ABN(Q correspéndese coas soluciéns de
bApu =0.Se A ~g B, b= 0, o que quere dicir que ABNQ = AB e, en particular,
AB C Q. Do mesmo xeito, se AB C @, entén bAp = 0 para todo (A, u), polo que
se ten que cumprir que b = 0.

(b) Se A€ Qe B¢ Q, de xeito que a =0 e ¢ # 0. Entén,
ABNQ =A{[Ax+ py] € AB | u(2Ab+cu) =0} = {[1: 0], [c : —2b]}.

Polo tanto, A ~g B se, e soamente se, b = 0, o que quere dicir que ABNQ =
{[1:0]} e AB ¢é tanxente a @ en A.

(c) Finalmente, suponiamos que A, B ¢ @, de xeito que a # 0 e ¢ # 0. En particular,
se [u] = [Ax+py] € ABNQ, entén A, # 0. Pondo § = A\/p, temos que os puntos
de corte coa conica son aqueles C' e D para os que a coordenada absoluta cumpre
que af? + 200 + ¢ = 0. Polas hipéteses, é sinxelo comprobar que os puntos son
diferentes e que ademais (A, B; C, D) = —1.

O]

Exemplo. Consideramos a cénica proxectiva q;(x,vy,2) = 2% + y? — 22, que podemos
pensar como unha circunferencia ao tomar z = 0 como recta do infinito. A tanxente no
punto [0 : 1 : 1], que se corresponderia co punto afin (0,1), é a recta

1 0 0 T
01 1101 0]ly]=y—z=0.

0 0 -1 z
Desde o punto de vista afin, estariamos dicindo que a tanxente no punto (0,1) é a recta
horizontal y = 1.

Consideremos a proxectivizacién das diferentes conicas afins reais non dexeneradas. A
diferenza entre elas é que a elipse non corta a recta do infinito; a pardbola é tanxente a
recta do infinito; mentres que a hipérbole corta & recta do infinito en dous puntos. As
tanxentes & hipérbole neses dous puntos son, precisamente, as asintotas.

Exemplo. Consideramos a cénica ¢o(z,y) = 22 — y?> — 1 e a stia clausura proxectiva
G(x,y,z) = 2 — y2 — 22. Os puntos de corte coa recta do infinito son [1:1:0]e
[1:—1:0]. A recta tanxente no primeiro é z —y = 0 e no segundo = + y = 0; estas

duas son as asintotas.
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Definicién 4.6.3. A polar de p respecto de @ é o conxunto Hy(Q) = {g € P | p ~q ¢}

Proposiciéon 4.6.3. Sexa P un punto e w unha cénica. Entén o lugar xeométrico dos
conxugados harmonicos de P con respecto de w é unha recta.

Demostracion. Séguese directamente da definicion. O

Definicion 4.6.4. Se P é un punto, w é unha cénica e L é o lugar de tédolos conxugados
de P con respecto a w, dicimos que P é o polo da recta L, e L é a polar do punto P.

Exemplo. A polar do centro dunha cénica con respecto a ela é a recta do infinito (ou,
analogamente, o polo da recta do infinito é o centro da cénica).

Proposiciéon 4.6.4. Sexa w unha cénica e P e () dous puntos. Sexan L e M as polares
con respecto a w.

(a) P estd en M se, e soamente se, () estd en L.
(b) P estd en L se, e soamente se, L estd en w, en cuxo caso L é tanxente a w.
(¢) Se X e Y son os puntos de corte das tanxentes desde P a w, entén L = X VY.

Demostracion. As propiedades (a) e (b) son directas a partir da definicién. A parte (c)
séguese combinando as ddas primeiras. O

A cuadrica dual

Imos acabar esta seccién introducindo a nocién de cuddrica dual. Sexa @@ = [p] unha
cuddrica de P, onde ¢: E x E — K é unha forma bilineal simétrica. Sexan R unha
referencia de P e BB, unha base adaptada a R.

Definicién 4.6.5. Dada unha cuddrica Q = [¢] de P, a cuddrica dual de @ é a cuddrica
do espazo dual P* definida por f(Q), onde f: P — P* con f = [@]. Os seus puntos son
os hiperplanos tanxentes a Q).

4.7. O teorema de Steiner

Formulacién clasica do teorema

Teorema 4.7.1 (Steiner). Sexan A e B dous puntos diferentes dun plano proxectivo P.
Sexan A* e B* os feixes de rectas polos puntos Ae B e f: A* — B* unha proxectividade.
Sexa

Q={peP| existe L € A" tal que p=LnN f(L)}.

Entén @ ¢é unha coénica que contén A e B. Se f(AB) = AB, a cénica consta de dias
rectas.

De feito, esta caracterizacion emprégase as veces como definicién de cénica.

Definicion 4.7.1. Unha cdnica no sentido de Steiner é o lugar xeométrico dos puntos
de interseccién das rectas homélogas de dous feixes proxectivos no plano.
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O seguinte teorema pddese considerar como unha extensién do teorema de Pappus ao
caso no que en lugar de considerar ddas rectas se considera unha coénica xeral.

Dadas duas cénicas C1 e Cy de ecuaciéns f([x:y:2]) = X!AX =0eg([z:y:2]) =
X!'BX = 0, respectivamente, chamamos feire de cénicas ao conxunto ou familia das
conicas que cumpren

af([z:y:z]) +Bg(lr:y:2]) =0,
con (a, B) # (0,0). Da definicién séguese que as cénicas C7 e Cy son da cénica.

Lema 4.7.1. Un punto (real ou imaxinario) de interseccién de dias cénicas é comun
a tédalas cénicas do feixe que determinan.

En particular, os puntos de intersecciéon das cénicas do feixe denominanse puntos base
ouo fizos do feixe.

Lema 4.7.2. Por un punto que non sexa base do feixe de cénicas pasa unha, e sé unha,
conica do feixe.

Proposicién 4.7.1. (a) Un feixe de cénicas contén como moito tres cénicas dexene-
radas, salvo que estea composto por conicas todas dexeneradas.

(b) En todo feixe de cénicas non dexenerado existen catro puntos fixos distintos.

Polo tanto, é posible realizar unha clasificacién das cénicas segundo a configuracién
que adopten os puntos fixos, no caso no que as cénicas do feixe non sexan todas elas
dexeneradas.

(a) Os catro puntos fixos son distintos. As cénicas do feixe cortanse en catro puntos;
temos enton tres cénicas dexeneradas en pares de rectas, determinadas polos tres
pares de rectas que pasan polos catro puntos.

(b) Dous puntos fixos son distintos e os outros dous coinciden. Neste caso sé hai dias
coénicas dexeneradas. Unha formada pola tanxente as conicas non dexeneradas do
feixe e pola recta que pasa polos outros tres puntos distintos; e outra formada
polas rectas que unen o punto de tanxencia cos outros dous puntos de interseccién.

(¢) Os puntos fixos coinciden por pares. Neste caso, o feixe contén dias cénicas
dexeneradas. Unha formada pola recta dobre que une os dous puntos, e outra
formada polo par de tanxentes s conicas non dexeneradas do feixe nos dous
puntos fixos distintos.

(d) Tres puntos fixos coinciden e o cuarto é distinto. Aqui o feixe s6 contén unha
conica dexenerada, que é a recta que une os puntos distintos e a tanxente as
cénicas no punto triple. As cénicas do feixe dise que son osculatrices.

(e) Os catro puntos fixos coinciden. Neste caso, o eixe sé contén unha cénica dexene-
rada, formada pola recta dobre tanxente no tnico punto fixo ds cénicas propias
do feixe. Dicimos agora que as cénicas son hiperosculatrices.

4.8. Conicas e razéon dobre

Hai dous puntos especiais no plano proxectivo que nos permiten falar de angulos em-
pregando a razén dobre. Os puntos estan no hiperplano do infinito e tenen coordenadas
complexas, pero podémolos tratar do mesmo xeito que calquera outro no marco da
xeometria proxectiva.
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Definicién 4.8.1. Os puntos circulares son os puntos I = [i: 1: 0/ e J =[1:4:0].
Estes son os puntos do infinito de pendente —i e i, respectivamente.

Teorema 4.8.1. Se as linas /1 e #5 cortan & recta do infinito nos puntos L e M e « e
o angulo que forman ¢; e /2, enton

(L,M;1,J) =

En particular, as rectas son perpendiculares se, e soamente se, (L, M;I,J) é unha
cuaterna harmonica.

Demostracion. Sexa s a pendente de /1 e t a pendente da lina m. Temos entén que

t—s
tana = .
1+ st
Polo tanto,
(L, M;1,J) = (s,t; —i,1)
_ (SH) (t —1i)?
(s24+1)(t2+1)
2

(st+1)%— (t —s)* +2i(t — s)(st + 1)
(st+1)2+ (t—s)?

1 —tan’a . 2tana

1+ tan? o +21 +tan2 o

= cos(2a) + isin(2a)

_ 621(1 )

O

Proposicién 4.8.1. Unha cénica w é un circulo se, e soamente se, pasa polos puntos
ITeld.

Demostracion. Suponamos que w é un circulo de centro (a, b) e radio r. En coordenadas
proxectivas, a ecuacion é

(x —az)? + (y — b2)* = (rz)*.
E inmediato comprobar que [i : 1:0] e [1:4: 0] cumpren a ecuacién.
Para o reciproco, suponamos que w é unha cénica que pasa por I e J. Sexan A, B,C, D
catro puntos de w. Entén,

e240AD — (AC, AD; AIL AJ) = (C,D;1,J), = (BC,BD; BI, BJ) = ¢*\¢BD.

Iso quere dicir que os dngulos ZCAD e Z/C BD con iguais, polo que os puntos A, B, C, D
son conciclicos. O

En particular, se A e B son dous puntos dun circulo w de centro O, entén
(A,B;I,J), =198,

polo que temos que A e B son diametralmente opostos se, e soamente se, (A, B; I, J) =
—1.
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Proposicion 4.8.2. Sexan A, B, C, D catro puntos nunha cénica, de xeito que ZAOC =
2a, ZCOB =26, /BOD = 2ve ZDOA = 26. Sexa F un punto arbitrario de w distinto
dos catro anteriores. Enton,

si‘na
(EA,EB; EC,ED) = — 528

sin

siny

En particular,
_ |AC|-|BD|

EAEB;EC,ED)| = ————-

Polo tanto, a razén dobre non depende do punto escollido, e cimprese que
(EA,EB;EC,ED) = (FA,FB; FC,FD,).

Demostracion. No caso no que w é unha circunferencia, o resultado séguese de aplicar
o teorema do seno. Se w é unha cénica arbitraria, podemos transformala nunha circun-
ferencia mediante unha proxectividade, e como se conserva a razén dobre, o resultado
segue sendo certo. O

Teoremas clasicos sobre conicas

Teorema 4.8.2 (Teorema da bolboreta). Sexa w unha cénica do plano proxectivo e

sexa P() unha corda de w. Sexa M un punto da corda PQ, e sexan AB e C'D duas

cordas de w que pasan polo punto M. Sexan X = ADN PQ e Y = BC N PQ. Entén,
(P,Q; M, X) = (Q,P; M,Y).

Se M é o punto medio de PQ, entéon M X = MY .

Demostracion. Caimprese a seguinte cadea de igualdades:

(P,Q; M, X) =

AP, AQ; AM, AX)
P,Q; B,D),
CP,CQ;CB,CD)
P,Q:Y, M).

o~~~ o~

A primeira é consecuencia da definicién da razén dobre de catro puntos alinados e de que
as perspectividades conserven a razén simple; a segunda e a terceira, das propiedades
da razén dobre dos puntos nunha cénica; e a cuarta, novamente das propiedades das
perspectividades. O

Teorema 4.8.3 (Pascal). Sexa ) unha cénica non dexenerada dun plano proxectivo.
Entoén, os tres pares de lados opostos dun hexdgono inscrito en () cértanse en puntos
alinados.

Demostracion. Sexan A, B, C', D, E e F os 6 puntos que delimitan o hexagono. Sexa
I =ABNDE,J =BCNEF e K =CDnNFA. Hai que comprobar que estes tres
puntos estan alinados.
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Adicionalmente, imos considerar os puntos X = BCNDEeY = CDNEF. Aplicando
as propiedades da razén dobre, temos que

(I,X,D,E) = (BI,BX, BD, BE)
— (BA, BC, BD, BE)
= (A,C,D,E)q

— (FA,FC,FD,FE)
= (

K,C,D,Y)

Observamos agora que a igualdade de razoéns sobre (I, X, D, FE) = (K,C,D,Y) implica
que I K, XC e FY concorren, o que implica que os puntos I, J e K estan alinados. [

Teorema 4.8.4 (Brianchon). Sexa ) unha cénica non dexenerada dun plano proxec-
tivo. Enton, as diagonais dun hexagono circunscrito a () son concorrentes.

Demostracion. O teorema é consecuencia de aplicar o principio de dualidade ao teorema
de Pascal. O

Inversion

A inversién é unha transformacién xeométrica que se define de xeito natural en PL, que
podemos identificar coa esfera de Riemann ou co plano real co infinito.

Definicién 4.8.2. Sexa I' a circunferencia de centro O e radio R. A inversién é a
transformacion xeométrica de R U {oo} que envia un punto P # {O, 0} ao punto P’
que cumpre que estd na semirrecta OP (con orixe en O) e que OP - OP’ = R. Dise que
oo € o inverso de O e que O € o inverso de co.

Proposicién 4.8.3. Sexa w unha circunferencia con centro O, e sexa P # O un punto
de w. Sexa P’ o inverso de P con respecto 4 circunferencia. Entén, a polar de P é a
recta que pasa por P’ e é perpendicular a OP.

Demostracion. Comezamos observando que se temos unha involuciéon dunha recta que
fixa exactamente dous puntos A e B, e C # A, B e outro punto da recta, entén
(A,B;C, f(C)) = —1. Sexan X e Y os puntos de corte de OP con w. A restricién
da inversion & recta OP é unha involucién diferente da identidade que fixa os puntos
X e Y. Polo tanto, tense que (X,Y; P, P') = —1. Sexa agora L o punto de corte de OP
coa recta do infinito, e M o punto tal que (I, J; L, M) = —1. Sexan ¢, m, o0, p as polares
de L, M, O e P respectivamente. Como os puntos I e J se corresponden cos puntos de
interseccion de w coa lina do infinito, tense que L e M son conxugados con respecto a
w. Polo tanto, M = o N ¥, ou, alternativamente, m = OL. Como P estd en m, M ten
que estar en p, polo que p = M P’. Polo tanto, M P’ é perpendicular a OP, e podemos
concluir. O

Imos estudar algunhas aplicaciéns da inversién & xeometria do tridngulo.

Proposiciéon 4.8.4. Sexa ABC un triangulo e sexan D, F e F' os puntos de contacto da
circunferencia inscrita cos lados BC, C'A e AB, respectivamente. A inversion respecto a
circunferencia inscrita transforma a circunferencia circunscrita a ABC na circunferencia
dos nove puntos de DEF' (a circunferencia que pasa polos seus puntos medios e os pés
das alturas).
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Demostracion. Sexa I o incentro do triangulo e X o punto medio de F'F, que tamén

pertence 4 recta Al. Tense que % = %, polo que IE? = TA-1X e os puntos A e X son
inversos pola inversion centrada en I e de radio igual ao radio da circunferencia inscrita.

O mesmo sucede cos pares (B,Y) e (C, Z), polo que o resultado queda probado. O

Isto permite establecer o resultado conecido como desigualdade de Euler. Para iso,
chega con observar que unha inversién de centro O e radio k, modifica as distancias
coa relacion )
AB|-k
‘A/B/| — ‘ | .
|OA| - |OB|

Proposicién 4.8.5. Sexa ABC un tridngulo. Denotamos por R e r os radios das
circunferencias circunscrita e inscrita, respectivamente, e por O e I os seus centros.
Entén,

|OI> = R(R — 2r).

En particular, R > 2r.

Polo resultado anterior, a circunferencia circunscrita, de radio R, transférmase na cir-
cunferencia dos nove puntos de DEF', de radio r/2. Empregando a férmula das distan-
cias,

o Rr?

2 R2-0I*

Manipulando a expresion, tense o resultado buscado.

Demostracion. O

4.9. Da xeometria afin e proxectiva a xeometria alxébrica

Ata o de agora, centramonos no estudo das variedades lineais afins e proxectivas, que
venen dadas por sistemas de ecuaciéns lineais. Por exemplo, unha recta en IP)% escribese
como

3rxg +4x3 —x4 =0, x1+23=0.

Posteriormente, estudamos as cénicas e cuddricas, que son hipersuperficies en A% ou
en P%, isto é, venien dadas por unha tnica ecuacién polinémica de grao 2.

Estes conceptos admiten extensiéns naturais. A primeira delas pasa por estudar curvas
dadas por polinomios de orde superior, é dicir, elementos de P(K,[z,y]), o proxectivi-
zado dos polinomios de grao n en dias variables. O caso méis natural é o seguinte.

Definicién 4.9.1. Unha curva cubica afin é un elemento de P(K3[x,y]). Unha curva
ctibica proxectiva é un elemento no proxectivizado dos polinomios homoxéneos de grao
3 en tres variables, e que polo tanto se pode escribir como

p(z,y,z) = azd + by® + ¢z + dady + exy® + falz + grz® + hy?z + iy2® + jayz.
Exemplo. Algins exemplos de curvas ciibicas son os seguintes:

» C1: 9% = 23. Esta curva non é lisa, senén que presenta unha cispide en (0,0).

» Cy: 92 = 2% + 22. Esta curva non é lisa, senén que presenta un nodo en (0,0).

3

s Cy: y? = 2> — 2. Esta curva é non singular.
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Definicion 4.9.2. Unha curva eliptica é unha curva proxectiva plana non singular con,
polo menos, un punto sobre o corpo K.

Se a caracteristica de K é diferente de 2 e de 3, unha curva eliptica sempre se pode
escribir como
ylz = 2% + axz® 4+ b23.

Neste caso, estase considerando que o punto O = [0 : 1 : 0] é o punto definido sobre K.
Se tomamos y = 0 como a recta do infinito, a curva afin correspondente é

y* =23 + azx +b.

No caso da circunferencia 2 +y? = 1 vimos que era posible parametrizar tédolos puntos
considerando as rectas de pendente en K que pasasen polo punto (—1,0). Isto agora
en cambio non é posible, xa que unha recta cortard & cibica en tres puntos, e que un
deles tena coordenadas en K non é suficiente para asegurar que os outros dous tamén.
Porén, unha propiedade que comparten a circunferencia e as curvas elipticas, e que non
se pode estender para outras curvas, é que é posible definir unha operacién sobre elas.
Na circunferencia, dados dous puntos P = (cosa,sina) e P» = (cos 3, sin ), podemos
definir
Py + P = (cos(a + B),sin(a + B)).

Tomando como neutro o punto (1,0), esta operacién define unha estrutura de grupo.
No caso da curva eliptica proxectiva, procedemos como segue. Sexa O = [0: 1 : 0], que
fara o papel de neutro. Dados dous puntos diferentes P, (), podemos considerar o punto
R, definido como a interseccién da recta PV Q) con C; a continuacién, trazamos a recta
OR, que corta nun terceiro punto a curva. Definese este iltimo punto como P + (). Se
P = (Q, considérase a tanxente.

Proposicién 4.9.1. A operacién anterior define unha lei de grupo na curva eliptica.

As cubicas tefien, por razons histéricas, un gran peso no desenvolvemento da xeometria
alxébrica. Por exemplo, un caso importante é a ciubica de Fermat, que vén dada pola
ecuacion
3..3 1 .34 43
B+ 24+ =0,
en P3(K). O seguinte resultado é un dos mais cofiecidos sobre superficies ciibicas.

Proposicién 4.9.2 (Cayley—Salmon). Cada superficie ciibica sobre os complexos contén
exactamente 27 linas.

Ao longo desta seccién, sexa E un espazo vectorial de dimensién finita n > 2 sobre un
corpo K. Para un enteiro d con 1 < d > n, definimos a Grassmaniana Gr(d, E') como o
conxunto de tédolos subespazos vectoriais de dimensién d de FE.

Proposicién 4.9.3. Sexa K un corpo finito de ¢ elementos. O ntimero de subespazos
de dimension d de F é

(" -1 —q)-(@"—q¢"") _Jra" -4
(=D =q)--(¢"—qT")  5a" ="

Demostracion. En primeiro lugar, vexamos cantos conxuntos de d vectores linealmente
independentes podemos formar cos elementos de E. Como primeiro vector v;, podemos
coller calquera vector non nulo de F, polo que temos ¢ — 1 posibilidades. Para o
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seguinte vector vg, temos como Unica restriccién que non pode estar no subespazo
xerado por vy (se vy € (v1), vi,v2 non serfan independentes). Neste subespazo (vq)
atopamos os tvi, con t € K, logo, hai un total de ¢ elementos, o que nos deixa ¢" — ¢
opcidns para wvs. Proseguindo deste xeito ata o d-ésimo vector, chegamos a que hai
(¢"
Porén, haber varios deles que representan o mesmo subespazo. Consideramos un subes-
pazo de E de dimensién d e vexamos cantas bases admite. Usando un argumento andlogo
ao anterior, para o primeiro vector da base temos ¢% — 1 opciéns (calquera vector do
subespazo salvo o vector cero), para o segundo hai q% — ¢ posibilidades, para o terceiro
q% — ¢? e asf sucesivamente. Afirmamos que hai (¢¢ — 1)(¢? — q)--- (¢* — ¢*~') bases
para cada subespazo de E de dimension d.

Finalmente, concluimos que o nimero de subespazos de dimension d de E é

—1)(¢" —q) - (¢" — ¢* 1) conxuntos de vectores linealmente independentes.

(¢" = D)(@"—q) (" —¢*") _Fra"—d
(=D —q)---(¢*—q¥") S50’ —dq"

1=

O
Se FF C E é un subespazo vectorial de dimensién d e By = {ui,...,uq} e By =
{v1,...,v4} son dias bases de F, entén existe A € K diferente de cero e de xeito
que

UL A ... ANug=Avy A -+ Avg.

Para velo, consideramos o espazo dos tensores d-contravariantes de F', A%(F). Sabemos
que dim A%(F) = (Z) =1 e, por ser By = {v1,...,v4} unha base de F', {vi A---Avg} é
unha base de A4(F). Como uy A --- Aug € AY(F), existe A € K tal que ug A -+ Aug =
Avp A -+ A vg. Ademais, A # 0, pois se A = 0, uq,...,uq serian dependentes e non
constituirian unha base de F.

Sexa agora AY(E) o espazo vectorial dos tensores d-contravariantes de E. Definimos a
aplicacion

p:Gr(d,E) — P(AYE)) {vi...,vq} = v1 A--- Avg,

onde {vy,...,v4} é unha base do subespazo de dimensién d. A aplicacién p chdmase
inclusion de Plicker.

Proposicion 4.9.4. A aplicacion p esta ben definida e que é inxectiva.

Demostracion. En primeiro lugar, é evidente que se vy, ...,v4 é unha base dun certo
subespazo de dimensién d de E, v1 A -+ Avg € AYE). Ademais, vy A --- Avg # 0 por
ser vy, ..., vq linealmente independentes, logo [v; A - -- A vg] € P(AY(E)).

Suponiamos que temos duas bases By = {uj,...,uq} e By = {v1,...,v4} dun certo
subespazo F' C E (F € Gr(d, E)). Polo visto antes, sabemos que existe A € K, A # 0
de xeito que u; A -+ Aug = Avy A -+ - A vg. Polo tanto,

p({v1,...,v4}) = [v1 A+ Ay,

p{u, ..., ugl) =[ur A Augl = [Avr A~ Avgl = [vr A+ Ayl

de onde se segue que a aplicacién estd ben definida.

Para ver que é inxectiva, suponiamos que p({v1, ...,vq}) = p({u1, ..., uq}), para {vi,...,va}, {u1, ..., uq}
bases de dous subespazos de E. Por hipdtese, [v1 A--- Avg] = [ur A -+ Aug), logo existe
A € K non nulo tal que ujA- - -Aug = AviA- - -Avg. Por outra banda, se By = {v],...,v}}

representa a base dual de By, temos a seguinte igualdade:
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v A Aug(v

. *):{1, (i1, iq) = (1,...,d)

R )
N 0, noutro caso

Logo, como uy A -+ Aug = Avg A -+ Ay,

ul/\---/\ud(vfl,...,v;d)

{A, (i1, .. ,iq) = (1,...,d)

0, noutro caso

Isto implica que u}(vj) = Ad;j, onde B = {u],...,u}} é a base dual de B;. Como esta
base verifica u}(u;) = di;, se v; = aju1 + ... + aj,uq, temos que u'(v;) = aj;, logo
A=aj; evj = Auj para j =1,...,d. Como A # 0, as bases B; e By estdn asociadas ao
mesmo subespazo (ao mesmo elemento de Gr(d, E)). O

Sev € Eewc AYE), dicimos que v divide w se existen n € AY"1(E) de xeito que
w = v A 7. E un resultado estdndar en alxebra tensorial que v divide w se, e soamente
se, v A w = 0. Denotamos por D, o conxunto de divisores de w.

Proposicién 4.9.5. O elemento w € A%(E) é totalmente descompoiiible se, e soamente
se, dim(D,,) = d.

Demostracion. Suponamos en primeiro lugar que w é descomponible. Logo, existen
V1,02, ...,0q € F de maneira que w = v3 Avg A+ -+ Avg. Nese caso, se w # 0, {v1,...,v4}
é unha base dun certo espazo F' C E con dim F' = d. Polo teorema de Steinitz, po-
demos completar {v1,...,v4} a unha base de E, {v1,...,v4,0441--.,0,}. Temos que
(v1,...,v4) C Dy, xa que, para i € {1,...,d}, v; Aw = 0. Ademais, non hai mais
divisores de w, pois se v = > | a;v; ¢ divisor de w, verificase

n n
O:v/\w:Zawi/\vl/\---/\vd: Zaivi/\vl/\-'-/\vd.
i=1 i=d+1

Como temos unha combinacién lineal de elementos linealmente independentes en AT (E)

igualada de 0, necesariamente a; = 0 para ¢ = d + 1,...,n. Chegamos a que v =
n d
Do Qi = ) i i € (U1, ., Ug).
Para ver a outra implicacién, sexan w € A4(E), Dy, = (v1,...,vq) e {v1, ...,V Vds1, .-+, Vn}

unha completacién a unha base de E. Probemos que w ¢é totalmente descomponible.
Unha posible base de A%(E) serfa {vy, A---Av;, : 1 <y <ig < ...<ig<n}. Logo,
existen (Z) coeficientes en K de modo que

w = E ail,,,idvh/\---/\vid.
1<i1<...<ig

Como v1 € D, temos que v; A w = Zl§i1<...<id Q. ig01 Ny Ao A, = 0, lo-
go .., = 0 se 1 ¢ {iy,...,iq}, pois estariamos ante unha combinacién lineal de
elementos linealmente independentes en A%T!(E) igualada a cero. Analogamente para
v2, de v3 A w = 0 deducimos «;,. ;, = 0 cando 2 ¢ {i1,...,iq}. Iterando o proceso,
chegamos a que oy, ;, = 0 se {1,...,d} # {i1,...,iq}. Logo, quédanos unicamente
w=a1. qv1 N... \vg e w é totalmente descomponible. ]

Finalmente, podemos establecer o seguinte resultado.

Proposicién 4.9.6. O elemento [w] € P(A%(E)) pertence 4 imaxe da Grassmaniana
ao aplicarmos a inclusién de Pliicker se, e soamente se, w descompén completamente.
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Demostracion. Se [w] = p({vi,...,vq4}) pertence 4 imaxe da Grassmaniana, entén
W =[v1 A~ Avg] e w = Avg A -+ Avg para un certo A € K. Logo, w é totalmente
descomponible.

Reciprocamente, sexa [w] € P(A%(E)), con w un tensor descompoiible. Isto quere dicir
que existen vy, ...,vq vectores de E de xeito que w = v1 A -+ A vg. Deste xeito, [w] =
[ A= Avg) = p({v1,...,v4}) pertence & imaxe da Grassmaniana. O

Exemplo. Suponamos agora que E ten dimensién 4 e d = 2. Neste caso, P(A%(E)) ten
dimensién 5. Sexa {vi,ve,v3,vs} unha base de E. Logo, {v1 A va,v1 A vs,v1 A vg,v3 A
v3, V2 Avg, v3A4 } é unha base de A%(E). Por estarmos ante tensores 2—contravariantes,
temos que w é un tensor descomporible se, e soamente se, w A w = 0. Polo apartado
anterior, temos que [w] € P(A2(E)) pertence 4 imaxe da Grassmaniana se, e s6 se, w é
descomponible, isto é, se w A w = 0.

Por outra banda, dado un elemento w = aj2v1 A v2 + a13v1 A v3 + a14v1 A v4 + aszve A
v3 4 ag4v2 A v4 + azqv3 A vy, a condicién w A w = 0 é equivalente a:

2(a12a34 — a13a24 + a14a23)v1 Ava Avg Avg = 0.

Como v1 Ava AvgAvy é un elemento non nulo de A%(E), necesariamente a12a34 —a13a4+
ayqa23 = 0. Obtemos asi a ecuacién cuadrética que describe o conxunto Gr(2, E).

Mais en xeral, sexa K[X1,...,X,] o anel de polinomios en n variables, é dicir, combi-
naciéns lineais de termos da forma X{*,..., X% Dado f € K[Xy,..., X,], podémolos
ver como unha aplicacién que vai do espazo afin A% e K, e ten sentido considerar o
seu conxunto de ceros.

Definicién 4.9.3. Se S € K[Xy,...,X,] é un conxunto de polinomios, definimos
V(S)={(a1,...,an) € A%|f(ai,...,a,) =0 para todo f € S}.

Se W C A} é tal que W = V(S) para algin S C K[Xy,...,X,], dicimos que W
é unha wvariedade afin. Un polinomio de grao m dise que é homozéneo de grao m se
fAaq, ..., an) = X" f(aq,...,a,) para todo A € K*. Unha variedade prozectiva é un
subconxunto W C P" de xeito que W = V(S) para algunha coleccién de polinomios
homoxéneos S C K[X].

Proposicién 4.9.7. Tense que Gr(d, E') é unha variedade proxectiva.

Demostracion. Consideramos a aplicacién ¢ : AYE) — Hom(E, AYTY(E)) que leva
cada w € A%(E) no homomorfismo p(w) : £ — A¥(E), con p(w)(v) = w A v para
cadav € E.

Vexamos que @ é unha aplicacion lineal. Para comprobalo, consideramos wi,ws €
AYE). Temos que p(w; + w2)(v) = (w1 + w2) A v, que, pola linealidade do produto
exterior, coincide con w1 Av+wa Av = p(w1)(v) +¢(w2)(v). A aplicacién tamén respec-
ta o produto por escalares, xa que se A € K e w € A4(E), entén ¢(w) (M) = (A\w) Av =
AMw Av) = Ap(w).

Ademais, ¢ é tamén unha aplicacién inxectiva, pois se p(w) = 0, temos que w A v =0
para calquera v € FE, e isto s6 pode ocorrer se w = 0.

Deste xeito, podemos identificar o homomorfismo ¢(w) coa matriz asociada a el, que
terd dim A“*(E) = (,7,) filas e dim E = n columnas.

Podemos comprobar que [w] € P(AYE)), [w] = p({u1,...,uq}) = [ur A--- A ug] se,
e soamente se, p(w) ten rango menor ou igual que n — d. En efecto, vimos antes que
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[w] € P(AY(E)) equivale a dim D,, = d, que quere dicir que para todo v € D, v Aw =
¢(w) = 0. Polo tanto, se consideramos unha base de E formada a partir dunha base
de D,,, teremos que a matriz asociada a ¢(w) terd polo menos n — d columnas nulas
(as imaxes por ¢(w) dos d elementos de D,,). Podemos traducir esta condicién sobre o
rango de p(w) nun sistema de ecuaciéns homoxéneo, xa que todos os menores da matriz
de p(w) de orde n—d+ 1 seran nulos. Deste modo, obtemos un conxunto de polinomios
homoxéneos de grao n — d + 1 igualados a cero que caracterizan o conxunto Gr(d, E),
que é polo tanto unha variedade proxectiva. ]

Falta: expandir esta ultima parte e, sobre todo, falar da correspondencia entre dlxebra
e zeometria (ideais e variedades).

4.10. Problemas

Problema 4.1. Clasificar as seguintes cénicas de E? e atopar en cada caso a ecuacién
reducida e a referencia adaptada.

(a) 22 +y*+ 2y — 2y +x+1=0.
(b) 422 — 2xy + 1% — 14z + 2y + 13 = 0.
(c) 222+ 4y? — 4wy — 22 — S8y +9 = 0.
(d) 222 — 3xy — 22+ 5y — 3 = 0.
(e) y?> —2zy +4y — 22+ 3 =0.
Solucién. (a) A matriz da cénica é
11| 1/2
1 1 | -1
\1/2 -1 | 1)

a conica non ten centro, xa que o sistema

11\ (z\  [-1/2
1 1) \y) "\ 1
¢é incompatible. Polo tanto, tratase dunha parabola. Para achar o vértice P =

(z,y), usamos que o vector propio de valor propio non nulo da parte cuadratica
60 (1/v2,1/4/2). Queda entén o sistema

L1 | 12\ /1
(xyl)(l 1 —1\ 1| =o.
\1/2 -1 | 1/ \o

Polo tanto, z +y = %. Cambiando y = i — x na ecuacién da cénica, obtemos que

x =—3/16 e y = 7/16, polo que P = (—3/16,7/16). Finalmente, temos que

e (1| ) (11/%5>?’f.
0

\1/2 -1 ] 1/ \
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Isto quere dicir que na referencia dada por {v1,ve; P}, con v1 = (1/v/2,1/v/2) e
vy = (—1//2,1/4/2), tense que a ecuacién reducida é

2 3V2

-y -0

A matriz da cénica é

o seu centro é P = (2,1), o valor no centro é 0, e unha referencia ortonor-
mal obtense ao coller vectores propios unitarios {vy,v2} da parte cuadratica. Os

5+v13

valores propios son ===,

R = {v1,v9; P} é

5++vV13 5—+v13
VIS, 5-VIE , _

2 2

que son ambos positivos. A ecuacién na referencia

0,

polo que se trata dun punto (dias rectas imaxinarias que se cortan nun punto

real). O punto é o centro, o (2,1).

2 =2
-2 4

S

(¢) A matriz da cénica é

—1
—4];

9/

o seu centro é P = (3,5/2), e o valor da cénica en P é —4. Os valores propios da
parte cuadratica son 3+ /5, e podemos considerar unha base de vectores propios
unitarios {v1,v2}. Na referencia R = {vy,ve; P}, a ecuacién é

(3+V5)a? 4+ (3—V6)y? =14,

polo que se trata dunha elipse.

(i o

A matriz da cénica é
-1
5/2

\ -1 5/2

)

| -3/2)

o centro é P = (—5/3,—14/9) e o valor no centro é —29/3. Os valores propios da

2413

parte cuadratica son ===,

polo que collendo unha base de vectores propios uni-

tarios {v1, v2} da parte cuadrética, temos que na referencia {vy, v; P} a ecuacién

é

2 1 2—-+v1

2 2

polo que se trata dunha hipérbole.

(e) A matriz da cénica é

29

3 Y
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o centro é P = (—1,1) e o valor da cénica no centro é d = 12. Os valores propios
da parte cuadratica son LQ‘/E, de xeito que un é positivo e o outro negativo. Polo
tanto, a ecuacién reducida é

1++5 1—-+/5
SLFPETCRN

~12,

polo que se trata de novo dunha hipérbole.

Problema 4.2. Clasificar as seguintes cuddricas de E? e atopar en cada caso a ecuacién
reducida e a referencia adaptada.

(a) 322 +2y? + 322 — 222 + 162 + 16 = 0.

(b) 322 —2y% + 322 — 222+ 8y — 16 = 0.

(c) 322 +y? — 4wz +2y — 42+ 4 =0.

(d) 2?2 +y? + 22 +2yz 4+ 20+ 2y +22 -2 =0.
(e) 202 —2yz+ay—22+x+3y—2+1=0.

Solucién. (a) A matriz da cuddrica é

30 -11]0
0 2 0 0

-1 0 3 8 |’
\o 0o 8 | 16/

polo que o centro é o punto P = (—1,0,—3) e o valor no centro é —8. O polinomio
caracteristico da parte cuadratica ¢ —(X — 2)2(X — 4). Unha base ortonormal
de vectores propios vén dada por v; = (1/v/2,0,1//2), vo = (0,1,0) e v3 =
(1/4/2,0,—1/4/2), polo que a ecuacién reducida en R = {v1, v, v3; P} é

222 + 2% + 422 = 8.

Tratase polo tanto dun elipsoide.

(b) A matriz da cuddrica é

3 0 -1 0
0 -2 0 4

-1 0 3 0 |’
\o 4 o | -16/

polo que o centro é o punto P = (0,2,0) e o valor no centro é —8. Os valores
propios son —2, 2 e 4, e os vectores propios correspondentes son v; = (0,1,0),
vy = (1//2,0,1/v/2) e v3 = (1/3/2,0,—1/+/2). Na referencia R = {v1, v, v3; P},
a ecuacion reducida é

—2x2 + 2% 4+ 422 =8,

polo que se trata dun hiperboloide dunha folla.
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A matriz da cuddrica é

3.0 -2 0
0 1 0 1
-2 0 0 | =2’
0 1 -2 4

polo que o centro é o punto P = (—1,—1,—3/2) e o valor no centro é +6. Os
valores propios da parte cuadratica son —1, 1 e 4. Os vectores propios asociados
son v; = (1/v/5,0,2/v/5), va = (0,1,0) e v3 = (2/4/5,0,—1//5). A ecuacién na
referencia R = {vy, v, v3; P} é

—x? +y? + 427 = 6,
ou, alternativamente,
22 —y? — 422 =6,
polo que se trata dun hiperboloide de duas follas.

A matriz da cuadrica é
00 1
11 1
11 11’
11
—1-—t

o O =

\1 | -2/
e calquera punto da forma (—1,¢, ) é un centro; sexa P un punto arbitrario
desa recta, por exemplo, o (—1,0,—1). O valor da cuddrica en P é —4. Os valores
propios da parte cuadratica son 2, 1, 0, e unha base de vectores propios ortonormal
vén dada por v; = (0,1/v/2,1/v/2), v = (1,0,0) e v3 = (0,1/3/2,~1/+/2). Na
referencia R = {vy, ve, v3; P}, a ecuacién reducida é

222 + % =4,
polo que se trata dun cilindro eliptico.
A matriz da cuédrica é

0 1/2 -1/2 | 1/2
12 2 -1 3/2
~1/2 -1 0 ~1/2 ]
\1/2 32 -1/2 | 1)
polo que calquera punto da recta (t,—t/2 — 1/2,—t/2 + 1/2) é un centro; sexa

P = (1,-1,0) un deses puntos. O valor da cuddrica en P é 0. Os valores propios
L}@, A2 = Lgﬁ e 0. Se

da parte cuadrética son A\ = {v1,v9,v3} é unha base
ortonormal de vectores propios, temos que na referencia R = {vy,ve,v3; P}, a
ecuacién é

Mz? 4 My =0,

e como os signos de A1 e Ay son diferentes, temos que a cuddrica correspondese
con dous planos que se cortan.

Problema 4.3. Dada a cénica

(z-Dy—-1)=-2

encontrar as coordenadas dos seus focos na referencia candnica e a sia excentricidade.
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Solucion. A matriz da cénica é

(2 0| ).
\-1/2 -1/2 | 3 )

o seu centro é P = (1,1) e o valor no centro é d = 2. Os valores propios da parte
cuadratica son —1/2 e 1/2, e os vectores propios unitarios correspondentes son v; =
(1/v/2,-1/v/2) e va = (1/3/2,1/4/2). Na referencia R = {v1,ve; P}, a ecuacién é
—% + % = —2, que se pode reescribir como

22 g2
4

= =1.
4

Tratase entén dunha hipérbole con a = b = 2, polo que ¢ = 2v/2 e a excentricidade
6 ¢ = /2. As coordenadas dos focos son P + c - vy, polo que queda I} = (3,—1) e

a

Py = (—1,3).

Problema 4.4. Nos seguintes apartados, atopar a ecuacién da hipérbole de E? que
cumpre as condiciéns indicadas:

(a) Pasa polo punto (2,5) e ten por asintotas as rectas y +2=0ex —y = 1.

(b) Pasa polo punto (2,1), ten por asintota a recta y = 3x — 2 e é tanxente 4 recta
x —y+ 1 =0 no punto (2,3).

Solucién. (a) A ecuacién da hipérbole é da forma (z —y — 1)(y + 2) = ¢. Impondo
que o punto (2,5) pertenza & hipérbole, temos que —4 - 7 = —28, polo que a
ecuacién é

2y — 1y + 22 — 3y + 26 = 0.

(b) Suponamos que a outra hipérbole é da forma y+ ax 4+ § = 0; isto pddese suponer
xa que senén seria da forma x4+ k, e unha comprobacién rutineira amosa que non
¢é posible. Polo tanto, temos que a ecuacién é da forma

(y—3z-2)(y+tax+p)=1.
Impondo que pase polos puntos (2,1) e (2,3), temos que
3460+384+7=0, 3+2a+L8+~=0.
Polo tanto, v = —3 e 2a + 8 = 0. Polo tanto, a ecuaciéon queda
(y — 3z +2)(y + axr — 2a) = —3.

No punto (2,3), a pendente é 3y = 1, polo que mediante derivacién implicita
obtemos que

(v = 3)(y + az — 2a) + (y — 3z +2)(y +a) = 0.

Como 3’ = 1, ten que suceder que —6 — (1+«a) = 0, o que quere dicir que o = —7
e a ecuacién da hipérbole é

(y =32 +2)(y — Tr + 14) = 3.
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Problema 4.5. Dada unha hipérbole C', demostrar que hai exactamente 4 puntos
p € C desde os cales se ven os focos de C' con dngulo recto.

Solucién. Consideramos a hipérbole na ecuacién candnica

2 2
T
a b2
Os focos son os puntos F; = (—¢,0) e F5 = (¢,0), polo que hai que buscar os puntos P
que cumpren ZFy PFy = /2. Iso é equivalente a dicir que P pertenza & circunferencia
que ten por didmetro F} F, isto é, 4 circunferencia 22 + y? = ¢2. Polo tanto, tratase de

resolver o sistema
22 2

As soluciéns son
P1 = <g V b2 + 02,
c
P = (— g\/bQ—f-cZ,
c

).n
),p_(_jﬁzﬂz,_f).

Problema 4.6. En E? consideramos as cénicas

I
VS
ole

S

[+

q

()

\.l\')
|
N———

Qo |

Cr:x?+y?> =1, Co:52%+5y%+ 6zy — 122 — 20y + 12 = 0.

(a) Demostrar que se f : E2 — E? é unha afinidade bixectiva tal que f(Cy) = Ci,
entén f é un movemento.

(b) Encontrar xustificadamente tédalas afinidades bixectivas f que deixan invariante
C1, escribindo as stas ecuaciéns na referencia ordinaria de E2.

(c) Encontrar unha afinidade bixectiva g : E? — E? tal que g(Cs) = C}, dando as
stas ecuaciéns en referencia ordinaria.

(d) Encontrar tédalas afinidades bixectivas h : E2 — E? tales que h(C2) = C1, dando
as suas ecuaciéns en referencia ordinaria.

Solucién. (a) Comezamos observando que se f(Cy) = C1, entén f fixa o centro de
C1, que é 0 (0,0). Escribimos agora f(1,0) = (cos ,sin ) e f(0,1) = (cos 3, sin ).
Entén, para calquera parella (z,y) de xeito que 22 + 32 = 1, tense que cumprir
que |f(z,y) — (0,0)|? = 1. Isto é equivalente a esixir que, nese caso

1= (zcosa+ycosf)? + (rsina + ysin §)?
=22 4+ + 2zy(cosacos f + sinasin 3) .
=1+ 2zycos(a — B)

Polo tanto, cimprese que a — = +7/2.

Se 8 = a+ /2, entén a matriz da afinidade é

cosa —sino 0
sina cosa 0];

\ 0 0o |1
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se B = o — /2, a matriz é
cosa sina 0
sina — cos o 0].
Vo 0 |1

Nos dous casos tratase da matriz dun movemento, xa que a parte lineal é unha
isometria.

(b) A primeira das matrices correspéndese cun xiro de angulo «; a segunda co-
rrespéndese cunha simetria axial con respecto a recta

(cosa — 1)z + (sina)y = 0.

5 3 —6
3 5 ~10 | ;

\-6 -10 | 12/

(c) A matriz da cénica Cy é

o seu centro é P = (0,2), e o valor no centro é —8. Como os valores propios da
parte cuadritica son A\; = 2 e Ay = 8, e os vectores propios v1 = (1/v/2,—1/1/2)
e vy = (1/v/2,1/4/2), a ecuacién na referencia R = {vy, vo; P} é

222 + 8y2 =38,
o que quere dicir que a = 2 e b = 1. Polo tanto, a aplicacién g ten que cumprir o
seguinte:
= 9(0,2) = (0,0);
» G(v2,—v2) = (1,0); é dicir, o eixe maior da elipse mandase a un eixe

arbitrario da circunferencia.

= 3(v/2/2,v2/2) = (0,1); isto é, o eixe menor vai a un vector perpendicular
ao anterior.

Polo tanto, §(1,0) = (v/2/4,v/2/2) e §(0,1) = (—v/2/4,+/2/2). Finalmente,
9(0,0) = (_\/5/2’ \/5)

(d) Sexa h unha afinidade bixectiva tal que h(C3) = Cy. Como g(C2) = C1, temos que
h(g~'(C1)) = C1, polo que hog~! = f, onde f é un movemento que fixa Cy, como
os descritos no apartado (b). Polo tanto, h = f o g, polo que calquera afinidade é
a composicién da aplicacion g descrita no apartado anterior e un movemento f.

Problema 4.7. Determinar os movementos de E? que deixan invariante a cénica 222+
4oy —y? —24 = 0.

Solucion. A matriz da cénica é

o seu centro é P = (0,0) e o valor no centro é d = —24. Os valores propios da parte
cuadréitica son 3 e —2, polo que se trata dunha hipérbole. Se v; = (2/v/5,1/V5) e
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va = (1/4/5,—2/4/5) son os vectores propios (unitarios), temos que un movemento ten
que preservar o centro e tamén os eixes P+ (v1) e P+ (v2). Polo tanto, os movementos
son (na referencia adaptada), os catro da forma

+1 0 0
0 =1 0

Vo 0 1/

Para atopar a expresion na referencia candnica, aplicamos un cambio de coordenadas;
por exemplo, o correspondente a f(v;) = v; e f(v2) = —v9 escribese, na base candnica,

como
+3/5 4/5 0
(—4/5 +3/5 O\' .
o0 1)
Problema 4.8. Atopar os elementos caracteristicos da cénica que se obten seccionando
o elipsoide de E3 de ecuacién 322 + 2y% + 322 — 62 4+ 62 = 0 co plano x + z = 0.

Solucién. Podemos comprobar en primeiro lugar que a cuddrica se trata dun elipsoide:
a matriz é

3 001 -3
0 20| 0
0 03| 3|’

\-3 03] 0/

polo que o centro da cénica é o punto (1,0,—1), no que o valor é —6. Considerando o
sistema de referencia centrado nese punto e cos mesmos vectores, a ecuacién é 3x2 +
292 + 322 = 6, polo que é efectivamente un elipsoide.

Ao pormos z = —z, quédanos a conica

322 + % — 62 =0,
que se pode reescribir como

(z-1)2% 42
LRI

Como v/3 > 1, temos que a = V3, b=1¢e c = /2. E polo tanto unha elipse centrada
no punto (1,0) con vértices (0,0), (2,0), (1,/3) e (1,—/3). Os seus focos estdn nos
puntos (1,v/2) e (1, —v/2). As diretrices son as rectas y = :l:?’Qﬁ e a excentricidade é
s,

Se volvemos agora a dimensién tres, temos que os focos son os puntos (1, V2, -1) e
(1,—v/2, —1), mentres que o centro é o (1,0,—1) e os vértices son (0,0,0), (2,0, —2),

(1,v/3,—-1) e (1,—/3,-1).

Problema 4.9. Consideramos a cuddrica afin non singular

=1.

C:32% — 4y +42° — 4oy + 8xz + 8z — 4y + 122+ 4
e o punto P = (—2,1,1).
(a) Clasificar a cénica C.

(b) Atopar as familias de rectas xeratrices.
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(¢) Atopar dias rectas que pasen polo punto P.

(d) Comprobar que as rectas do apartado anterior xeran o plano tanxente de C no

punto P.

(e) Repetir o exercicio coa cuadrica

Ca?+y?+22— 22+ 22420 — 42— 4
e o punto P = (0,1,—1).

Solucién. (a) A matriz da cuddrica é

3 -2 4| 4
-2 —4 0 | -2
4 0 4| 6
\4 26| 4)

Tratase dunha conica sen centro, na que os valores propios da parte cuadrética
3(1+VIT) |, 3(1-VIT)
2 2

son 0, . Como os que son non nulos tenen distinto signo, tratase
dun paraboloide hiperbdlico.

Sexa (zo,Yo,20) un punto da cuddrica. Entén, a recta (zo,yo,20) + ((a,b,c)) é
unha xeratriz se, e soamente se, (zg + ta,yo + tb, zo + tc) € C para todo t € R.
Igualando os termos en ¢ e en t? a 0 temos que

(620 — 4yo + 820 + 8)a + (—8yo — 4xg — 4)b + (820 + 8x¢ + 12)c =0
3a? — 4b? + 4c® — 4ab + 8ac = 0.

Podemos escribir
3a% — 4b% + 4¢® — 4ab + 8ac = (a — 2b + 2¢)(3a + 2b + 2¢),

polo que temos duas rectas xeratrices para cada punto: as que estdn definidas
pola primeira ecuacién e polo resultado de considerar cada un dos factores da
segunda.

Seguindo o procedemento anterior, temos que unha recta vén de resolver
—4b+4c=0
a—2b+2c=0,
polo que é a recta r1: (—2,1,1) + ((0,1,1)). A outra vén de resolver
—4b+4c=0
3a+2b+2c =0,
polo que se corresponde con ro: (—2,1,1) + ((—4, 3, 3)).
O plano tanxente no punto P é
3 -2 4 —2

4
2 —4 0 | -2 1
(xy21)404 6 1

1

\4 26| 4/
Isto p6dese reescribir como y — z = 0. Os vectores (0,1,1) e (—4, 3, 3) pertencen

ao subespazo director do plano, e como son linealmente independentes, son tamén
xeradores.

=—2y+22=0.
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(e) A matriz da cuddrica é

o
— = O

—

o

—2
\1 0 -2 | -4/
A cénica ten centro, que é o punto (—2,1,—1), e o valor nel é —4. Os valores

propios da parte cuadrética son 1+ /2, 1 e 1 — /2. Polo tanto, a forma reducida
é

(1+vV2)z? + 42 + (1 - V2)22 =4,
e tratase dun hiperboloide dunha folla.

Sexa (zo,Yo,20) un punto da cuddrica. Entén, a recta (zo,yo,20) + ((a,b,c)) é
unha xeratriz se, e soamente se, (zg + ta,yo + tb, zp + tc) € C para todo t € R.
Igualando os termos en t e en t? a 0 temos que

(229 — 220 + 2)a + (2y0 + 220)b + (220 — 229 + 2yp — 4)c =0
a2+ b + & — 2ac+ 2be = 0.

A diferenza do caso anterior, a ecuacién cuadratica non factoriza e achar a ex-
presion explicita non é tan doado (ainda que se pode facer). En calquera caso,
tratase da ecuacion dunha recta cunha coénica, que se cortaran en dous puntos
reais.

No caso do punto (0,1,—1), a recta é simplemente a = ¢, polo que o corte coa
cénica vird dado polas soluciéns de b? +2bc = b(b+2¢) = 0. Se b = 0, temos entén
que a xeratriz é a recta (0,1,—1) 4+ ((1,0,1). Se b+ 2c = 0, temos que a xeratriz
é a recta (0,1,—1) 4+ ((1,—2,1). O plano tanxente é z — z — 1 = 0, polo que as
dias xeratrices estan contidas nel e, polo argumento anterior, son xeradores.

Problema 4.10. No espazo E3, consideramos a cuéddrica que, na referencia ordinaria,
ten ecuacion
Q: 522 + 5y? — 6xy + 222 + 10z — 6y — 3 = 0.

(a) Clasificar metricamente a cuddrica Q e dar a sta ecuacién reducida.

(b) Sexa m: z = 0. Clasificar metricamente a cénica C = Q N 7. Dar o seu centro,
eixes, vértices e focos. Cal é a sta excentricidade?

(c) Sexa C': 2% + y?> — 4z — 4y = 0. Dar as ecuaciéns dunha afinidade bixectiva
g: ™ — 7 de xeito que g(C) = C’. Como se poderfan atopar infinitas afinidades
bixectivas cumprindo que a imaxe de C é C' (non cémpre facer os célculos)?

Solucién. (a) A matriz da cuddrica é

5 -3 01| 5
-3 5 0| -3
0 0 2| 0

\5 -3 0| =3/

A cuddrica ten un unico centro, que é o punto O = (—1,0,0). Os valores propios
da matriz correspondente & parte cuadratica son 2 (dobre) e 8. O valor no centro
é -8, polo que a ecuacién reducida é

272 + 27 4+ 832 =8,
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que se corresponde cun elipsoide. A referencia reducida é {vi,v2,v3; O}, onde

U1 = (0707 ]-)7 V2 = (]-/\/57 _1/\/57 0) € V3 = (1/\/57 1/\/57 0)
A matriz da cénica é

5 =3 5}

-3 5 -3].

5 -3 | -3/

O centro é o P = (—1,0), e o valor no centro é —8. Os valores propios da parte
cuadratica son 8 e 2, e 0s vectores propios unitarios correspondentes son v; =
(1/v/2,1/v/2) e vo = (1/v/2,—1/+/2), respectivamente. Polo tanto, a ecuacién
reducida na referencia {vy,ve; P} é

~2
L -2

bl —-1
e

polo que se ten a =2, b =1 e ¢ = /3. Os eixes son as rectas P+ (v1) e P+ (va).
Os vértices son P £ avy; e P = buy, polo que son vy = (=1 + v/2,v/2), vy =
(=1 =2, —v2), v3 = (=1 +1/v2,-1/v/2) e vg = (-1 — 1/3/2,1/v/2). Os focos
son P = cvy, polo que son Fy = (=1 +6/2,v6/2) e Fy = (-1 —/6/2, —/6/2).

Finalmente, temos que a excentricidade é e = ¢ = 3

ol

A cénica C’ pode escribirse como
(z—2)*+(y —2)* =8,

polo que se trata dunha circunferencia de centro (2,2) e radio 21/2. Polo tanto,
construimos unha afinidade g do seguinte xeito.

= O centro da elipse vai ao centro da circunferencia, é dicir, g(—1,0) = (2, 2).

= O eixe v da elipse vai a un eixe calquera da circunferencia; como a lonxitude
do semieixe maior da elipse era a = 2 e agora o radio é 2v/2, temos que

3(1/v2,1/v2) = (v2,0).

= O eixe v2 da elipse vai a un eixe da circunferencia perpendicular ao ante-
rior; como a lonxitude do semieixe menor da elipse era b = 1, temos que

9(1/v2,-1/v/2) = (0,2v2).

Polo tanto, g(1,0) = (1,2) e g(0,1) = (1, —2). Entén, ¢g(0,0) = (2,2) + g(1,0) =
(3,4), e a matriz correspondente ao movemento é

Para obter infinitas afinidades bixectivas, podemos considerar a composicién da
afinidade anterior con calquera xiro ou simetria que fixe a circunferencia. Por
exemplo, podemos considerar calquera rotacién de centro (2,2).

Problema 4.11. Consideramos a cuadrica Q: 4(z —2) —y? — 22 —2rz+42=0e a
cémica Cy: 4(x —2) —y? = 0 obtida ao intersecar @Q co plano z = 0. Sexa C3 a parabola
con vértice p = (0,2) e foco 5 = (v/2/2,2 4+ v/2/2).

(a)

Clasificar metricamente a cuadrica @) e atopar a sta forma reducida.
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(b) Clasificar a cénica Cy e atopar os seus elementos caracteristicos (foco, vértice e

directriz). Cal é a sia excentricidade?

(c) Atopar un movemento f de xeito que f(Cj) = Cy. Cantos movementos habera

que cumpran esa condicién?

(d) Atopar a ecuacién da parabola Cs.

Solucién. (a) A matriz da cuddrica é

0 0 -1 2
0 -1 0 0
-1 0 -1 2

\2 0o 2 | =8/

O centro da cénica é o punto p = (0,0, 2), e o seu valor no centro é —4. Os valores

propios da parte cuadratica son 1+‘[ le =L ‘[ , polo que a forma reducida é

-1 —1—

Temos polo tanto un hiperboloide de duas follas.

0 0 2
(0 -1 0 \ .
o |
Unha base vectorial adaptada & parte cuadrética é u; = (1,0) e ug = (0,1). E
inmediato ver que non ten centro, polo que se trata dunha parabola. O vértice
da pardbola é o (2,0). O foco é 0 (3,0) = (2,0) + u; e a directriz é a recta x = 1.
Por tratarse dunha parabola, a stia excentricidade é e = 1.

A matriz da cénica é

A distancia do foco ao vértice é 1, ao igual que no caso de C7; polo tanto, a
ecuacién reducida é 2 — 4§ = 0. Esa ecuacién é nunha referencia da forma
{v1,v2; p}, onde v1 = (1/v/2,1/v/2), v2 = (—1/v/2,1/3/2) e p = (0,2). Polo tanto,

podemos transformar C en ' considerando un movemento f dado por
x! (1/\/5 —1/V2 -2 \' x

vV 1/v2 | 2—v2] |y
1/ \ o o | 1 J\1

Unicamente hai dous movementos que transformen unha pardbola noutra: un
deles directo, que é o que acabamos de dar; e o outro inverso, que é a composicion
do anterior coa simetria da parabola con respecto ao eixe.

A partir da ecuacién do movemento tense que

_w’+y’72+2\/§ oy -2 -2

Substituindo na ecuacién de C, temos que a ecuacién de Cy é

224 y? = 2oy + (4 —4V2)x 4+ (-4 — 42y + 4+ 8V2 = 0.

Alternativamente, pddese achar a expresién do xeito habitual partindo da ecua-
ciéon nunha base reducida e facendo o cambio de base habitual.
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Conicas e cuadricas proxectivas
Problema 4.12. Determinar as ecuacions das cénicas que cumpren o seguinte:
(a) Pasan polos puntos [1:0: —1], [1:0:4], [1:2:1],[1:2:—1]e[1:3:0].

(b) Pasan polos puntos [1 : 0 : 1], [1 : 1 : 0] e [1 : 1 : 1] e son tanxente & recta
z+y+2z=0mno punto [-1:0:1].

(¢) Pasan polos puntos [1 : 0 : 1], [1: 2 : 1] e[l :1: 2] e son tanxentes & cénica
22 +y? —42% — 22y + 3x2 = 0 no punto [1:1:0].

Solucién. (a) Pomos q(z,y,2) = ax?® + by? + c2? + dxy + exz + fyz. Entén, as
condiciéns do problema escribense como

at+c—e=0
a+16c+4e=0
at+4b+c+2d+e+2f=0
a+4db+c+2d—e—2f=0
a+9b+3d = 0.

Obtense asi un sistema compatible indeterminado de cinco ecuaciéns con seis
incognitas. Normalizando de xeito que a = 1, temos que

2 2
_ o,y 2 llwy  3xz  3yz
Wy )=t T T T T s

(b) Temos catro puntos da cénica, os tres que se indican inicialmente e o [—1: 0 : 1].
Para determinar a cénica necesitamos unha quinta ecuacion, que vén de imponer
que x + y + z sexa tanxente no punto [—1 : 0 : 1]. Esa condicién é equivalente a
dicir que o punto [—1: 0 : 1] é conxugado a calquera outro da recta, por exemplo,
o [1:—1:0]. Entén, a ecuacién obtense facendo

a d/2 e/2 -1 e d
(1 -1 0)(d/2 b f/2)|0]|=—a+z+5—
e/2 f/2 ¢ 1

As outras catro ecuaciéns son

a+c+e=0
a+b+d=0
at+btc+dtet+f=0
at+c—e=0

Polo tanto, quédanos que

q(z,y,2) = 2% — 4y* — 22 + 3zy + y2.

(c) A tanxente & cénica x? + y? — 422 — 2xy + 3rz = 0 no punto [1:1:0] é

1 -1 3/2\ /1
(zy 2)|-1 1 0 1| =-z=0.
3/2 0 -4/ \0
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Polo tanto, queremos que a tanxente & cénica no punto [1 : 1 : 0] sexa a recta
z = 0, o que quere dicir, como antes, que o punto é conxugado de calquera que
se atope sobre a recta, por exemplo, o [1:0: 0]:

a d/2 e/2 1
(10 o0)|d2 b f2|1|=a+
e/2 f/2 ¢ 0

As outras catro ecuaciéns son

a+c+e=0
a+4b+c+2d+e+2f=0
a+b+4dc+d+2e+2f=0
a+b+d=0.

A conica buscada é

q(z,y,2) = 2® +y* + 2% — 20y — 222

Problema 4.13. Consideramos a cuadrica do espazo proxectivo real

C: x? — 2xy + 22z + 2y — dyz + 2yt — 4zt — 42 =0

e un plano II que pasa polo punto [4:3:2: —1].

(a)
(b)

Clasificar a cuadrica C.

Clasificar a cuadrica afin que se obtén ao tomar II como plano do infinito.

Solucién. (a) A matriz da cuddrica é

0 1 -2 —4

Aplicando o método de congruencia-pivote, temos que unha forma reducida é
z? + y? — 222 — 312, polo que (r,i) = (4,2).

Consideramos o plano z+2t = 0. A cénica correspondente & restricién a ese plano
é 22 + 2y + 4t — 2xy — 4at + 10yt = 0, que ten por matriz

1 -1 -2
-1 2 )
-2 5 4

Nese caso, (T'eo,i00) = (3, 1), polo que a cuddrica é un hiperboloide dunha folla.

A tnica opcion de non ser un hiperboloide dunha folla seria que fose un pa-
raboloide hiperbdlico, en cuxo caso (reo,ico) = (2,1); é dicir, a restricién ao
hiperplano do infinito consiste en dias rectas que se cruzan nun punto. Como o
punto [4 : 3 :2: —1] € C, haberia que atopar dias rectas que pasasen por el e
que estivesen contidas na cuddrica; nese caso, colleriamos ese plano, que seria o
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hiperplano tanxente no punto. A ecuacién do hiperplano tanxente é x —y+t = 0,
polo que imos analizar a restricidn a ese plano. A cénica que se obtén é

—322 4+ dzy + 622 — 8yz = 0,

para a cal (oo, i00) = (2,1). E dicir, neste caso é un paraboloide hiperbélico e en
calquera outro caso é un hiperboloide dunha folla.

Problema 4.14. Consideramos a coénica C' de IP)]%{ de ecuacién
22+ -2z =0
eopunto P=[2:—1:—1].

(a) Calcular a recta r, polar de P respecto de C, e os puntos de intersecciéon A e B
da polar con C.

(b) Sexa f: P2 — P? unha homoloxfa xeral con eixe r e tal que P tamén é un punto
fixo. Sabendo que f(0,0,1) € C, atopar a cénica C' = f(C).

(c) Sexa s a polar de P respecto de C" e A = P2\ s. Clasificar a cénica afin C’ N A.

(d) Consideramos P con coordenadas (,y,z,t) tal que o plano dos apartados an-
teriores sexa w: t = 0. Atopar a ecuaciéon dunha cuddrica Q non dexenerada,
regrada, tanxente ao plano x = 0 e tal que Q|r = C.

Solucién. (a) A polar é a recta 2z + z = 0. Para atopar os puntos de interseccién
con C, impomos que z = —2z, de xeito que nos queda 22 +y?+4xy = 0. Se z = 0,
entén x =y = z = 0, polo que podemos supor que = = 1; nese caso, y> + 4y + 1,
polo que os puntos de corte son

A=[1:-2+V3:-2], B=[1:-2-+3:-2).

(b) Consideramos os puntos M =[0:1:0] e N =[—1:0: 2|, que pertencen & recta
r. Consideramos entén unha base {v1, va,v3}, con v1 = (0,1,0), vo = (—1,0,2) e
vy = (2,—1,—1), de xeito que [v1] = M, [v2] = N e [v3] = P. Sabemos entén que,
se f =[], podemos escribir (v1) = vy, ©(v2) = v3 € p(v3) = avs. B dicir,

»(0,1,0) = (0,1,0), ¢(—=1,0,2) =(-1,0,2), ¢(2,-1,—1) = (2a,—a,—a).
Temos que (0,0,1) = 1/3v; +2/3v2 + 1/3vs. Polo tanto,
©(0,0,1) = (=2/3 + 2a/3,1/3 — a/3,4/3 — a/3).

Impondo que o punto cumpre que 2 +y? —2yz = 0, temos que a = 1. Se a = 1,
entén f é a identidade; en caso contrario, podemos interpretar a aplicacién lineal

¢ como
@ -5/3 0 —4/3\ [z
v =143 1 23| [y
2! 4/3 0 5/3 z

A aplicacién lineal é unha involucién xa que os valores propios son £1, polo que
a sua inversa coincide con ela mesma, e iso permite escribir de xeito inmediato
(x,y, z) en termos de (2,4, 2'). Polo tanto, temos

5 4 N2 4 2 N2 4 2 4 5
( _ gx/ _ §Z/> i (gx/ i y/ i §Z/> _ 2<§$/ i y/ 4 gZ/) (gx/ i gZ/)’
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que, simplificando, resulta
(iL',)Q 4 (y/)Q _ 2y/2/.
E dicir, f(C) = C.

(c) Como C" = C, arecta s coincide con 7. Temos que para a cénica C, (r,i) = (3,1).
O resultado de restrinxir a z = —2x deixa a cuddrica 22 4+ y? + 42y = 0, en cuxo
caso se ten (rso, ioo) = (2,0), polo que se trata dunha elipse.

(d) Pomos
Q: 2% +y? — 2yz + 2axt + 2byt + 2zt + d,

de xeito que se cumpre que Q| = C. A condicién de ser tanxente ao plano z = 0
cumprese se a restricién ten rango 2 e indice 1, é dicir, é a unién de duas rectas
que se cortan no punto de tanxencia. Por exemplo, podemos pér b = ¢ = d = 0;
se a = 1, teremos que (r,7) = (4,2), polo que @ é non dexenerada e regrada. E
dicir, a cuddrica

2?2+ y? —2yz+ 22t =0

cumpre tédalas condiciéns; en concreto, o punto [0 : 0 : 0 : 1] € @ é o plano
tanxente nese punto é x = 0.

Problema 4.15. Consideramos a cénica C de IP’]%% de ecuacién
zy +yz+zzx = 0.
(a) Clasificar C' e atopar unha referencia proxectiva adaptada 4 sia forma reducida.

(b) Sexa p; = [1:0:0] € C. Atopar un punto pz € C tal que T, (C) N T,,(C) € r,
onde 7 é a recta dada por x +y — bz = 0.

¢) Dar unha recta L tal que a cénica afin C'N (P2 \ L) sexa unha hipérbole de centro
q R p
P2 = [6 i —1: 1] Atopar as sﬁas asintotas.

(d) En P, con coordenadas [z : y : 2 : t], consideramos o plano W: ¢t = 0 e conside-
ramos a cénica C' anterior como cénica en W de xeito natural. Atopar a ecuacién
da cuadrica @ de Pﬁfg tal que QNW = C'; @ contén as rectas Li:y =2z =0¢e
Ly:x=y=2z;e Q@ contén o puntopy =[1:1:1:1].

(e) Clasificar a cuddrica proxectiva @ e a cuédrica afin Q N (P3 \ W).

Solucién. (a) Como a conica estd ben definida salvo multiplicacién por escalar, po-
demos traballar con 2xy + 2yz + 2zx = 0. Sexa
011
A=11 0 1
1 10
Aplicando congruencia pivote, temos que a forma reducida é

272 — 257 — 272 =0,

nunha referencia R = {(1,1,0),(-1,1,0),(—1,1,1)}. Temos que (r,i) = (3,1),
polo que se trata da cénica non dexenerada real.
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(b) En primeiro lugar, temos que T), (C) pode calcularse como

T
(1 0 0Afy]|=0;

z

isto é, T, (C): y + z = 0. Polo tanto, T}, (C) Nr = {[6 : —1 : 1]}. Impomos agora
que a tanxente por ps pase polo punto [6: —1 : 1], isto é,

x
(6 -1 1)A y| =7y +5z=0.
z

Impondo ao mesmo tempo que zy + yz + zx = 0, quédanos que as opciéns son,
por unha banda, p; = [1: 0: 0] e, pola outra, py = [35: —10 : 14].

(¢) O centro é a pola da recta do infinito. Polo tanto, os célculos do apartado anterior
amosan que L: 7y+5z = 0. Esta recta corta a C en dous puntos: CNL = {p1,p2}.
As asintotas son as tanxentes aos puntos do infinito de C, polo que se corresponden
con
y+2z=0, 4x+49y+252=0.

(d) Pomos Q: 2zy + 2yz + 2z + 2axt + 2byt + 2czt + d? = 0, de xeito que a matriz é

011 a
1 01 %
1 1 0 ¢
a b ¢ d

Para imponier que unha recta estea contida nunha cuadrida chega con ver que hai
polo menos tres puntos de interseccién. As rectas L1 e Lo xa tefien en comun coa
cuddrica os puntos [1: 0:0:0] e [0:0: 1: 0], respectivamente. Collemos agora
o punto [0 : 0 : 0 : 1] na interseccién, [1 : 0:0: 1] en Ly e [0:0:1: 1] en Lo.
Temos entén 4 puntos, e cada un deles danos un valor dos parametros, de xeito
que a =c=d =0 e b= —3. Polo tanto,

Q:zy+yz+zx— 3yt =0.

(e) Aplicando congruencia pivote, temos que (r,7) = (4,2), polo que é a cuddrica non
dexenerada regrada. A restricciéon a W dénos (reo, ico) = (3,1), polo que se trata
dun hiperboloide dunha folla.

Problema 4.16. Consideramos a conica QQ C IP’]% dada pola ecuacién
a:% + 23:% — acg + 2z223 =0
eopuntop=1[0:0:1].
(a) Clasificar @ e atopar unha referencia reducida.

(b) Para toda recta L pasando por p, sexa O = Q N (P? \ L). Determinar que tipo
de conica afin é e demostrar que ten centro (ao que chamaremos py,).
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(¢) Sexa M: xo — x3 = 0. Demostrar que, para todo L como antes, a recta afin
My = Mn (P?\ L) é un eixe de simetria da cénica afin no sentido seguinte: toda
recta afin Ny na direccién de p corta en dous puntos a C, dos cales o seu punto
medio é Nog N M.

Solucién. (a) Aplicando congruencia pivote, vemos que a forma reducida é
=2 | =2 22
':L‘l + $2 - .’E3 — O,

a cénica non dexenerada real. Podemos tomar como base adaptada u; = (1,0,0),
uz = (0,1/4/2,0) e uz = (0, —1/4/6,2/+/6), de xeito que a referencia na que temos
a ecuacion adaptada é R = {[u1], [ua], [us]; [u1 + u2 + us]}.

(b) O tipo de cénica afin depende do nimero de puntos en LN Q. Como p=1[0:0:
1] € L, podemos pér L: azxy + bxe = 0, onde (a,b) # (0,0). Isto é equivalente a
dicir que L = [F], onde F' = ((0,0,1), (b, —a,0)). Nese caso,

LNQ=Q|L: —z*+ (b*+ 2a%)y? — 2axy.

Como o determinante é —a?(b?>—3a?) < 0, temos que consta de 2 puntos diferentes.
Polo tanto, C, = @ N (P?\ L) é sempre unha hipérbola e, en concreto, ten centro.

(c) Sexa Ny unha recta afin en A? = P2\ L con direccién p. Isto quere dicir que a recta
proxectiva Ny contén o punto proxectivo p. Polo tanto, corta Q@ = Cr. en dous
puntos diferentes, ¢ e g2 Sexa g3 = NoN My € M, de xeito que g3 € M = Hp(Q),
polo que p e g3 son puntos polares. Como a recta que determinan, ]\70, corta @
en dous puntos diferentes ¢q; e ¢a, sabemos que (q1, g2; g3, p) = —1. Chamando ¢y,
q2 € q3 aos puntos afins correspondentes, como p estd na recta do infinito, temos

que (q1, g2, g3) = —1, polo que g3 = 5(q1 + g2), con {q1,q2} € NoN CL.

Problema 4.17. Calcular os puntos de interseccién das conicas
2x2+5y2—7xy+2yz—222 =0, :):2+3y2—4$y+yz—z2 =0.

Solucién. Restando o dobre da segunda ecuacién 4 primeira temos que —y? + zy =
y(—y +x) =0, polo que ou y = 0 ou x —y = 0. Se y = 0, substituindo na primeira
ecuacion, obtemos que 2(z% — 22) = 2(x — 2)(z + z) = 0, polo que as soluciéns que se
obtenien son [1:0:1] e [1:0: —1]. Se z =y, obtemos que z(y — z) = 0, e as soluciéns
son neste caso [1:1:0] e [1:1:1].

Problema 4.18. Consideramos as cénicas C,C’ de IP% de ecuaciéns
dxix9 — x§ — 4x§ =0, xi1220+ x% + 43;% — dx9xy =0,

e denotamos por C} , a cénica do feixe xerada por C' e C', de pardmetros [\ : ] € IP)%:.
Denotamos por F o conxunto de cénicas do feixe.

(a) Determinar as cénicas dexeneradas do feixe F e clasificalas.
(b) Determinar C' N C".

(c) Sexa f unha homografia de P2. Demostrar que se D é unha cénica dexenerada,
entén f(D) é unha cénica dexenerada equivalente a D. Concluir que se f cumpre
que f(Cy,) € F para todo [A: u] € PL, entén as cénicas dexeneradas do feixe F
son invariantes por f.
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Determinar as homografias que cumpren as condiciéons do apartado anterior e
que, ademais, cumpren que f([1:1:0])=[1:1:0].

Solucién. (a) A matriz da cénica C) ,, é

0 2+p/2 0
N+ )2 —AN+du —5u/2
0 —5u/2 A+ p

A conica é dexenerada se, e soamente se, o determinante é 0. O determinante
pode escribirse como (2A + 11/2)2(p — A), polo que hai diias opciéns:

= Se A\ = p, temos xa(r1 — x3), que se corresponde con duias rectas que se
cortan no punto [1:0: 1].

» Se 4\ + p = 0, temos (222 — x3)? = 0, que é unha recta dobre.

Podemos calcular a interseccién das dias conicas dexeneradas, que estaran entén
en calquera cénica do feixe; temos entén que CNC’' = {[1:0:0],[2:1:2]}.

Se a matriz da cénica é A e a matriz da proxectividade é S, entén a matriz de
f(O) ¢ (S™1)AS™!, polo que as formas cuadréticas tefien os mesmos invariantes.
En particular, se D é dexenerada, f(D) tamén o é. Suponamos que f(F) C F.
Entén, f(Ci1) e f(C1,—4) son dexeneradas e son do feixe. Isto quere dicir que
cada unha ¢ invariante ou que se intercambian entre elas. Pero como C1,1 e C1 4
non son equivalentes, a segunda posibilidade queda descartada.

Polo apartado anterior temos que f deixa invariante a recta 2x1 —xo = 0, porque
C1,—4 é invariante; e tamén deixa invariante o par de rectas x1(zo—z2), porque C1 1
é invariante. Neste caso, pode suceder que cada unha das rectas sexa invariante
ou que f as intercambie. Imos analizar os posibles puntos fixos de f.

» Temos que P; = [1:1:0] é fixo por hipétese.

» O punto P, = [1:0: 1] é a interseccién das duias rectas de C 1, e en calquera
caso ¢ fixo.

» Se f deixa invariante as ddas rectas de C 1, entén os puntos P3 = [1:0:0] e
Py =1[2:1: 2] son fixos, xa que son as interseccién das rectas invariantes. Se
f intercambia as rectas, entén os puntos fixos son f(Ps) = Ps e f(P3) = Ps.

Os puntos P; son puntos en posicion xeral e, polo tanto, definen unha referencia
proxectiva de P2, de xeito que f queda univocamente determinada polos valo-
res neses puntos. Nun caso obtemos a identidade; no outro, é a matriz que na
referencia R = { P, P3, Py; P;} ten por matriz nesa referencia

100

0 01

0 10
Na referencia ordinaria, obtense

1 0 1
2 -2 -1
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Aplicacions a xeometria clasica

Problema 4.19. Probar que o triangulo diagonal dun cuadrildtero inscrito nunha
conica non dexenerada é autopolar.

Solucién. Sexan A, B, C e D os vértices do cuadrildtero, e consideramos a referencia
proxectiva {4, B,C; D}. Temos que P:= ABNCD =[1:1:0],Q :=ACNBD =]1:
0:1]eR:=ADNBC =1[0:1:1]. A cénica que pasa polos catro puntos da referencia
é

q(x,y,2) =dry +eyz+ frz, con d+e+ f=0.

Tense que d, e, f # 0, xa que en caso contrario a conica seria dexenerada. A recta que
pasa por @) e R ten por ecuaciéon x 4+ y — z = 0; a polar do punto P é

0 d/2 e/2\ (1
(z y 2)[d/2 0 f/2]]|1 :§(x+y—z):().
e/2 /2 0 ) \o

A ecuacién da polar é polo tanto z+y—2z = 0, que coincide coa recta QV R. O resultado
para os outros dous puntos é totalmente anélogo.

Problema 4.20. Sexa ABCD un cuadrildtero inscrito nunha cénica non dexenerada,
e sexan a, b, ¢ e d as rectas tanxentes nos vértices A, B, C e D. Demostrar que as
rectas AC, BD, (anb)V (cnd) e (and)V (bNc) concorren.

Solucién. Sexan A, B, C e D os vértices do cuadrildtero, e consideramos a referencia
proxectiva {A, B,C; D}. Temos que P:= ABNCD =[1:1:0],Q:=ACNBD =1
0:1]e R:=ADNBC =1[0:1:1]. A cénica que pasa polos catro puntos da referencia
é

q(x,y,2) =dry+eyz+ frz, con d+e+ f=0.

Tense que d, e, f # 0, xa que en caso contrario a conica seria dexenerada. Un célculo
rutineiro amosa que as tanxentes nos vértices son as rectas de ecuaciéns

dy+ez=0
dr+ fz=0
ex+ fy=0

fr+ey+dz=0.
Polo tanto, os vértice son Vi := anNb=[f :e: =d], Va :==bNec=[-f:e:d,
Vs:=cnNd=|[f:—e: f—eleVy:=dNa=][d—e:—e:d]. Polo tanto, a recta V1 V V3
édr+ fz=0earecta V3V Vyé fr+ey+ dz = 0. Entén, o punto de intersecciéon é
[f : f—d:—d]. Analogamente, tense que

X =VWnWVy=|[f:f—-d:—d,
Y::Vl‘/émVQVzl:[l:O:].]’
Z:=VVinWVs=|[f:—e:d,

polo que o punto de corte de V1V3 e VoV é o [1: 0 : 1], que tamén é o punto de corte
de AC e BD. Por conseguinte, o punto é comun 4s catro rectas.

Problema 4.21. Sexan A, B, C' e D catro puntos sobre unha cénica non singular e
sexan a, b, ¢ e d as catro tanxentes nestes puntos. Sexan V; = anb, Vo = bNc, V3 = cNd
eVy=dnNa.
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(a) Demostrar que os puntos ¢cNd, aNb, AD N BC e BD N AC estan alinados.

(b) Demostrar que os puntos (Vi V Vo) N (Vs Vv Vy), (ViVvVa)N(VanVsz), ABNCD e
AD N BC estéan alinados.

Solucién. Para este exercicio, imos empregar os calculos do problema anterior. Como
antes, sexan A, B, C e D os vértices do cuadrildtero, e consideramos a referencia
proxectiva {4, B,C; D}. Temos que P:= ABNCD =[1:1:0],Q :=ACNBD =]1:
0:1]e R:=ADNBC =1[0:1:1]. A cénica que pasa polos catro puntos da referencia
é

q(x,y,2) =dry +eyz+ frz, con d+e+ f=0.

Tense que d, e, f # 0, xa que en caso contrario a cénica seria dexenerada.

(a) Coas notaciéns do exercicio anterior, R = ADNBC e Q = ACNBD. A recta que
pasa por eses dous puntos é a z +y — z = 0. Esa recta tamén pasa por V3 =cNd
e por V3 = aNb, polo que os puntos estan alinados.

(b) Do mesmo xeito a ecuacién da recta X V Z é x —y + z = 0, que contén os puntos
P e R. Polo tanto, os catro puntos estan alinados.

Problema 4.22. Sexa ABCD un paralelogramo inscrito nunha elipse. Demostrar que
o punto de intersecciéon das diagonais é o centro da elipse.

Solucién. Como ABCD é un paralelogramo, os puntos P = ABNCD e R= ADNBC
estdn na recta do infinito, polo que PR é a recta do infinito. Polo tanto, o punto
@ = AC N BD é o polo da recta do infinito, é dicir, o centro da elipse.

Problema 4.23. Sexa ABC un tridngulo no plano euclidiano E?. Sexa P un punto
na recta BC no exterior do lado BC. Trazase unha recta £ que pasa por P e que é
diferente de BC'. A recta £ corta o lado AB nun punto M e o lado AC nun punto N.
As rectas CM e BN cértanse nun punto R. Sexa Q o punto de corte de AR e BC.

(a) Demostrar que o punto @ non depende da eleccién da recta £.

(b) Suponamos que |AB| # |AC|. Demostrar que o lugar xeométrico I" dos puntos

X € E? de xeito que
|XB| |AB|

|IXC| |AC|
é unha cénica e clasificala.
(¢) Determinar para que punto A do lado BC' se cumpre que @@ € I'. Xustificar a

partir de que punto P se poderia obter o punto () e empregar isto para dar unha
descricién completa da cénica (centro e eixes). Que sucederia se |AB| = |AC|?

Solucién. (a) Comezamos aplicando o teorema de Menelao no tridngulo ABC' coa
recta que pasa por P, M e N. Entén,

(P,B,C)(N,C, A)(M, A, B) = —1.

Aplicando agora o teorema de Ceva no mesmo tridngulo coas rectas AQ, BN e
CM tense que
(Q,B,C)(N,C,A)(M,A,B) =1,

polo que
(QvaC) = —(P,B,C),

o que quere dicir que @ esta ben definido independentemente da eleccion da recta.
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Consideramos un sistema de coordenadas no que B = (0,0) e C' = (a,0); por
simplicidade, pomos a = 1, xa que senén ¢é suficiente multiplicar tédalas coorde-
nadas por a. Sexa k = ;ﬁg:. Polo tanto, a condicién de que un punto P pertenza

a I' exprésase como

(z —1)? +y* = k(2 + ¢?),

que ¢ a cénica
(K> = 1)a® + (K> = 1)y® + 22 — 1 =0.

Observamos que, polas condicidons do enunciado, tense que k # 1. A ecuacion

pode reescribirse como
(-1 om) = ()
r———- =——
1—x2) 7Y T\

que se corresponde cunha circunferencia de centro (ﬁ, 0) e radio ‘

_k
1—k2

Sexa (@ o punto de corte da bisectriz exterior coa prolongacion de BC' e P o
punto de corte da bisectriz interior co lado BC. Polo teorema da bisectriz interior,
sabemos que se cumpre que ﬁ—g = %. Nese caso, a igualdade de razéns simples do
primeiro apartado amosa que ) tamén cumpre a mesma igualdade de razons. Polo
tanto, I" é a circunferencia que pasa por A, P e (. Como ZPAQ = 7/2, temos
que I é a circunferencia de didmetro PQ, que, en particular, pasa polo punto A.
Cando |AB| = |AC]|, o lugar xeométrica buscado é a mediatriz do segmento BC.

Nese caso, () é o punto medio e P seria o punto do infinito da recta BC'
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